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Erfte Abtheilung. 
Arithmetik, Analyſis und Geometrie, bie niedert 
| und die hoͤhere. | 


Ebene iſt eine Fläche, auf welcher jede, durch irgend 
zwey Puncte derſelben gezogene gerade Linie mit allen ih⸗ 
ren Puncten liegt. Sie iſt allenthalben, in größern wie 
in kleinern Theilen, gleichfösrmig ausgedehnt, weil auf 
ber geraden Linie die Theile durchgehends eine gleichförmi— 
ge Lage haben. — — 

Euklidez ſagt: Eine ebene Fläche iſt, welche zwi⸗ 
ſchen jeden in ihr befindlichen geraden Linien auf einerley 
Art liegt, Dieſe Erklärung iſt feiner von der geraden di: 
hie gegebenen analog. Die gerade Linie ift, nach ihm dies 
jenige, welche zwifchen jeden in ihr befindlichen Puncten 
auf einerlen Art liegt. . Er deutet durch jene Erklärung: 
bie Öleihfermigkeit- der Ausdehnung an einer Ebene an. 
Wie auch eine Ebene durch gerade Linien begranze ſeyn 
mag, fo ift bie Form der Fläche ſelbſt diefelbe, nur die 


€ 
I Zn 


Größe und die Außere Geſtalt mögen verſchieden ſeyn. 


Euklides ſetzt inder That voraus, daß ſich in einer Ebene 


allenthalben gerade Linien ziehen laffen: x 
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der. Dursfenittsfinie die: Perpendikel gezogen werden. 
Sind EB und FB fenfreht auf AB durch B, jene in 
der Ebene CABE, diefe in DABF, fo ift der Winkel 
EBF=CAD. Diefes läßt fich aber auch ſtreng er; 
weifen, f. 13. 

Die Linien CA, DA müffen fenfrecht auf AB feyny 
weil ihre Neigung gegen AB Einfluß auf die Größe des 
W. CAD bat. Den der fenfrechten Sage gegen AB 
hängt ver W, CAD bloß. von der Lage der Ebenen ab. 
©. unten, $. 

5. Eine Ebene ift fenfrecht aufeine andere, | 
wenn der Winfel der Durch einen Pinet ihrer Durchfchnittös 
linie in den beiden Ebenen auf jene fenfrecht gejogenen 
ein Rechter ift. Euklides fest: Wenn die geraden Linien, 
die in der einen Ebene fenfrecht auf den gemeinfchaftlichen 
Durchſchnitt gezogen werden, auf die andere Ebene ſenk⸗ 
recht ſtehen. 


6. Eine gerade Linie ift auf eine Ebene 
fenfredt, wenn fie mit allen geraden Linien, die in 
diefer Ebene durch den Punct, worin fie diefelbe trifft, 
gezogen werden, einen rechten Winkel macht, 


7. Wenn eine gerade Linie auf zwey einander fi ch 
ſchneidende gerade Linien ſenkrecht iſt, fo iſt fie auf jede _ 
durds deren Durchſchnitt in ihrer Ebene gezogene gerade 
Linie fenfrecht, nnd daher fenkrecht auf dic Ebene felbft. 
In Fig. ı, ift BA fenfreche auf AC und AD, daher 
auch fenfrecht auf jede AG, die in der Ebene CAD legt, | 
und daber ift BA fenfrecht auf diefe Ebene. 


8. Wenn der W. CAG—=GAD, und BA ſenk— 
recht auf die Schenkel dieſer Winkel iſt, fo haben die Ehe: 
nen CAB, G AB ganz biefelbe Lage gegen einander wie 
GAB und DAB. Darum werden die Winfel der Ebe⸗ 
nen durch die Winfel der auf ihren Durchfchnitt in einem’ 
Puncte derfelben fenfrechten gemeffen. 

9. Drey dur einen Punet A (Fig. 1.) gejogene 
gerade AC, AD, AG find im verfelben Ebene, wenn 
eine gerade B A auf alle drey ſenkrecht iſt. 


Y 


Pa Ebene 


ro. Zwey auf eine Ebene DAC (Fig. 1.) fenfrechte 
BA, EC find parallel, 

11. Wenn von den zwey Parallellinien, BA, EC, 
die eine, BA. fenfrecht auf die Ebene DAC ift, fo iſt 
auch die andere, EC, fenfrecht auf diefe Ebene. 

“18. Öerade tinien EC, FD; welche der Linie BA, 
die nicht in der Ebene jener beiden liege, parallel find, 
find einander parallel, | | | 

18. Zwep in berfchiedenen Ebenen liegende Winfel 
CAD, EFF, die von den parallelen, AU und BE, 


7 ADundBF, eingefehlofjen werden, find einander gleich: 


14. Aufg. Aufeine gegebene Ebene von einem über 
derfelben gegebenen Puncte, A, eine fenfrechte zu 
ziehen. on J a on 
In der gegebenen Ebene MN (Fig. 2.) ziehe man 
willkührlich die gerade BC, und falle auf fie Die fenErechte 
AD. Iſt diefe nicht fenfrecht auf die Ebene, . fo ziehe 
man in derſelben durch D die ſenkrechte ED auf BC, 
undaufdiefe in der Ebene ADE die ſenkrechte AF, Diefe 


iſt auf die Ebene der Linien, BC, ED, oder die Ebene 


MN, fenfrecht, En Bu 
15: Aufg. Auf eine gegebene Ebene durch einen 
in derfelben gegebenen Punet eine fenkrechte zu errichten. 
Die Ebene (Fig: 3.) ſey MN, in derfelden der ge: 
gebene Punct, A. Über der Ebene nehme man irgend 
einen Punct B, und fälle von diefem die fenfrechte BC 
auf die Ebene. Mit BC ziehe man durch A die parallele 


"AD, fo it diefe bie gefuchte fenkrechte. 


16: Parallele Ebenen find, welche nie zufams 
men treffen, fo weis fie auch nad) jeder Nichtung fortge- 
feet werden. _ " | 

17, Ebenen, auf welche eine gerade Linie ſenkrecht 


ift, find parallele As in Fig. r. find die Ebenen 


CAD, EBF, parallel, wenn AB auf beide fenf: 
recht iſt. u = 

18, Die Ebenen zweyer Winfel find parallel, wenn 
die Schenfel der Winkel parallel find, Sn Fig ı.fey 
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BE parallel mit AC, und BF parallel mit AD, fo find 
die Ebenen der Winfel CAD, EBF, parallel, 


19. Die Durchfchnitte paralleler Ebenen mit einee 
fie ſchneidenden find einander parallel, 


20. Wenn zwey gerade Linien durch parallele Ehe 
nen gefchhitten werben, fo find die Theile der Linien, wel: 
che zwiſchen einerley Ebenen liegen, proportional. 

21. Iſt eine gerade Linie AB (Fig. 1.) aufeine 
Ebene CAD ſenkrecht, fo find alle durch die AB gelegs 
ten Ebenen, wieC AB, DAB, aufdiefelbe Ebene, CAD, 
ſenkrecht. V 

22. Sind zwey einander ſchneidende Ebenen, EA, 
FA, (Fig. 1.) auf eine Ebene CAD ſenkrecht, fo iſt 
ihr Durchfchnitt, AB, auf diefelbe Ebene fenkrecht. 

23. Die Folge der Säge iſt, wie bey Euklides im 
zıten Buche, Der erite Gas dafelbit, daß eine gerade 
Linie nicht zum Theil in einer Ebene, zum Theil auffer ihr 
befindlich ſeyn könne, ift eine unmittelbare Tolgerung aus 
der bier angenommenen Erklärung einer Ebene Der 
Beweis, den Euklidves von dem Sage giebt, ſcheint das 
zu beweifende vorauszufegen. Der zweyte Sat dafelbft 
ift zweytheilig. Der eine Theil iſt hier der Sag in (2.)5 
der zwepte Theil: ger Dreyeck liegt in einer Ebene, ift 
in (1.) enthalten. Der 7te&ag bey Euklides ift eine Folge 
unferer Erklärung der Ebene, und ift hier weggelaflen. 

24. Wenn man zudem Hülfsfage (Fuft, 13.), daß 
Durch einen Punct einer Ebene nur eine einzige fenfrechte 
Linie auf fie möglich iſt, noch den analogen Gas fügt, 
daß Durch eine gerade Linie auf einer Ebene nur eine fenk- 
rechte Ebene auf fie gefegt werden Eann, fo laßt ſich der 
Satz (105 Eukl. 6.) leichter erweiſen, als es von E. ge 
ſchehen iſt. 

Die Sätze, 21 und 22, ſollten wegen ihres Inhalts 
auf (11.) folgen. Der erſtere laßt ſich vermöge der hier 
in (5.) gegebenen Erklärung leichter erweiſen. Anſtatt 
Des indirecten Beweiſes von (22.) bey Euklides, 19 
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Satz, wird beffer ein directer geſetzt. Man fehe Gegners 
Anfangsgründe, 8 517. m | 

25. Wenn zwey Ebenen auf einander fenfrecht ftes 
ben, fo ift die in einer derfelben aufiven gemeinfchaftlie 
chen Durchfchnite fenfrecht gezogene gerade Linie auf die 
andere Ebene fenfrecht. 

Die Ebene DAFE (Fig. 3.) fen fenkrecht auf die 
Ebene MN, ihre Durchſchnitt AF, in jener fen BC fenf: 
recht auf AF. Man ziehe in der Ebene MN die GC 
fenfrecht auf AF, fo ift BCG ein rechter Winfel, da 
die Ebenen fenfrecht auf einander find, und BC ſteht auf 
zwey Linien, AF, GC, in der Eberle MN fenfrecht, 
alfo auf die Ebene, | 

Der Sag fehle bey Euflived, fließt aber unmittelbar 
aus feine® in (5.) angeführten Erklarung. 

26. Kine gerade Linie ift geneigk gegen eine Ebe⸗ 
ne, wenn fie mit irgend einer Linie in der bene einen 
ſchiefen Winfel macht, wie die Linie AD (Fig. 2.)mitDF, 
die ın ber Ebene MN durch den Punct D, worin AD fie 
triffi, gejogen ift - | | 

27. Die Meigung ber Linie AD gegen die Ebene 
MN ift ver Winkel ADF, welden AD mir der DF 
macht, die durch den Punct D in der Ebene und der Linie 
AD nad) dem Puncte F gezogen ift, worin die fenkrechte 
AF von einem Puncte A der: AD die Ebene trifft. | 

Da die Ebene des Dreyecks ADF fenfrecht auf die 
Ebene MNift (21.), fo ift die gerade BC, die auf DF 
fenfrecht iſt, auf die Ebene des Dreyecks fenfrecht (25.), 
alfo fenfreht auf AD. Goldergeftalt wird die Neigung 
der AD gegen die Ebene, nach der in der Erflärung ans 
gegebenen Art fie zu meffen, ohne Einmifhung einer Nei⸗ 
gung gegen BC gefunden. | 

Die Ebene des Dreyecks ADF nenne man- die 

Neigungs Ebene — 

28. Eine gerade Linie iſt einer Ebene parallel, wenn 

fie, unbeſtimmt weit verlängert, dieſelbe nicht trifft. Sie 
kann fie nicht treffen, wenn fie mit irgend einer. geraden 
Linie in derfelben parallel iſt. Sie liege namlich. ganz in 
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der Ebene, die- durch diefe Linie und einen ihrer Dance 
gelegt ift. ©. Parallelen. 

29. Die Linie AB (Fig. 1.) fen parallel mit der Ebene | 
CEFD. Dan lege duch. AB jmwey Ebenen, ABEC), 
'ABFD, melde jene Ebene in CE, DF fehneiden, fd. 
find biefe Durchſchnittslinien mit der AB und unter ſich 
parallel. Denn da AB die Ebene CF nicht trifft, alfo 
auch GE.nicht fehneidet, und mit derfelben in einer Ebene 
AB liegt, fo ift fie ver CE parallel; Eben ſo verhält e# . 
fih mit AB und DF. Danun CE mit AB parallel ift, 
fo iff fie auch der Ebene AF parallel, (28.), daher auch 
der Sinie DF, die mit ihr in, einer Ebene liegt, und von 

ihre. nicht gefehnitten wird. | 
| 30. Zwey gerade dinien, EE, DF (Fig, 1.) find 
parallel, fo ift ver Durchfehnitt AB zweyer durch fie gelege 
ten Ebenen, CEBA, DFBA, jeder verfelben parallel, . 
Denn EC ift parallel der Ebene DB (28.), fchneider alfo 


AB nicht, und ift, da fie mit diefer in einer Eben CEBA 


liegt, ihr parallel, Eben fo wird el ‚das DF der 
AB parallel ift, 

31. Wenn eine gerade” Linie zweyen fich fänkeibenben 
Ebenen parallel ift, fo ift fie der Durchſchnittslinie derz 
felben parallel, Es fey nämlich Die gerade AB (Fig. 4.) den 
Ebenen CDFE, CDHG parallel, deren Durcfehniftslinie 
CD ift. Manlege durch AB die beiden Ebenen, ABFE, 
ABHG, bderenerftere Die Ebene CF inEF, die andere 
die Ebene CH in GH ſchneide. Diefe Linien find, da 
AB mit den Ebenen parallel iff, der Linie AB parallel, 
alfo auch einander ſelbſt (12). Der Durchfchnitt CD der 
durh EF und GH gelegten Ebenen ift ihnen parallel 

(30.); alfo auch. der AB, die mit eben benfelben parallel 
ß (12.). 

Die Sätze 28 — 31. fehlen bey Euklides. Noch 
eine Zugabe find folgende Säge. | 

33. Die Ebene des Neigungsroinele zweyer Ebe⸗ 
nen ſteht ſenkrecht auf jede derſelben. 

"An (Fig. 1.) iſt der Winkel CAD der Neigungs⸗ 
winkel der Ebenen CAB, DAB, fo daß AB auf bie 
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Schenkel AC, AD ſenkrecht ift. Daher ift AB fenfreche 

auf die Eben⸗ des Neigungswinkels, alſo find die durch 

gelegten Ebenen CAB, DAB ſenkrecht auf hjene 
ene. 

33. Wenn zwey parallele Ebenen von einer Ebene 

geſchnitten werden ſo ſi nd ihre Neigungswinfel gegen\fie 

gleich groß. 

Man ziehe in der fchneidenden Ebene, A, eine fenf: 
rechte auf die einander parallelen Durchfchnittslinien der 
parallelen Ebenen, P, P und feße durch diefe fenfrechte 
eine auf A fenfrechte Ebene, B, fo find ine Durchfchnittse. 
linien fenfrecht auf die Ebene B, nach (25.), und daher 
find die Ebenen P, P, fenfreche auf die Ebene B, aus 
(31.). Die Durdhfchnittslinien der Ebene B mit der A 
und den parallelen Ebenen machen den Neigunswinfel der 
leßrern mit der Ebene A (32.). Da dieſe Durchſchnitts⸗ 
N fi parallel find, fo find. die Meigungswinfel ſich 

gleich. 
| 34. Paralkellinien haben gegen dieſelbe Ebene einer⸗ 
ley Neigung. 

Wenn zwey Linien, wie AD: (Fig. 2.), parallel 
ſind, ſo ſind es auch bie fenfrechten von irgend einem 
Puncte derſelben auf eine gegebene Ebene. (10.), alfo 
auch die Ebenen der’ Winfel, wie DAF, (18.), folglich | 
auch die Örundlinien, wie DF, in ber Ebene, daher 
find die Winfel wie ADF glei) (13.), oder die Nei⸗ 
gungswinkel (27.) in den Meigungsebenen find fich gleich, 


.. Effectio ift die geometrifche Auflsfung oder Gone 
ſtruction einer Aufgabe oder Gleichung. Das ——— 
wird gegenwärtig ſelten gebraucht, 


Kilferprobe ſ. Rechnungsprobe, 


Einfach ift, was nicht sufammengefest ober ver⸗ 
wickelt iſt. Eine einfache Aufgabe ift eine ſolche, wel⸗ 
he nur-einen Werth der gefuchten Größe zuläßt. Ein 
einfacher Bruch ift, worin Zähler. und Nenner ganze 
Zahlen find, Eine einfache Größe ik die tnicht aus 
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andern beſtimmten Theilen oder Kartoren zuſammengeſetzt 
iſt, ob ſie gleich, wie jede Größe, auf unendliche Arten 
theilbar bleibt. Man möchte fie eine formloſe Größe nen« 


nen. Cine einfache ganze Zahl iſt, die Feine ganze Zahls - 


Factoren enthält, was man aud) eine Primzahl nennt, 


Einer find in dem defadifchen Zahlenfoftem die erz 
ften neun Zahlen; in dem dodekadiſchen die erften eilf Zah⸗ 
len; überhaupt in jedem Zahlenfyftem die erften ganzen 
Zahlen von Eins bis zu der nächften vor der Grundzahl. 


Eingebildete Größe, f. unmögliche Größe, 


Einheit iff der Begriff, welcher beym Zählen wies 
derholt wird, oder das Gemeinſame in der Vielheit. Die 
Einheit iſt entweder eine benannte oder unbenannte (allge⸗ 


meine). 3. B. zwölf Menſchen, ſieben Thaler, vier. 


Jahre ſind eine Vielheit mit der benannten Einheit, 
Menſch, Thaler, Jahr; aber zwölf, ſieben, vier ſind 
eine Vielheit mit einer unbeſtimmten Einheit, oder ein⸗ 
zelne Dinge. Wenn die Einheit getheilt wird, aber fo, 
daß der Theil eine Beziehung auf das Ganze, die ure 
fprüngliche Einheit, behält, fo muß man die neue Ein: 
heit durch die Benennung, Bruch s Einheit, unterfcheis 
den. 3. D. bey Dreyviertel Jahr, iſt ein Vierteljahr die 
Bruch⸗Einheit. Neun Monate find eine Vielheit für 
fih, mit der abfoluten Einheit, Monat, — Die Eins 
heit beym Zählen ift willführlih.: Bey einerley Größe, 
Menge oder Werth, verhält fi Die Anzahl der Einheiten 
umgefehrt wie die Einheit, ae 


Einmahleins iſt eine Tafel der Produete je zweyer 
Zahlen unter Zehn, und zwar in dem Dekadifchen Syſtem. 
ee ift ein Stüc aus einem Einmahleins in der 

odefabif, worin bie Ziffern vor dem Punfte Zwölfer 
bedeuten. | 


“ 


10; Einrichten 
7 mahl Fi | mag if 


| 2.4 
7 1 8:4. 8 8 2:29: 6,0 
v2 945.3 8 =: 10 36.8 
7 ı Io : 5.10 8 e 11 :s 7.4 
7 3 11.:06.35 8 : I2 : 8.0 
7 : 12 = 7. 0 


Einrichten der Brüche if, fie auf einerlen Mens 
ner bringen, one ihre Größe zu verändern. S. Bruch: 
rechnung, 


Eine ift die erſte in der Kolge ber ganzen Zahlen. 


Einſchalten, Interpoliren, heißt, aus eini⸗ 
gen gegebenen Gliedern einer Fortſchreitung, die mit den 
Gliedern einer andern Fortſchreitung auf irgend eine Art 
verknüpft ſind, ein Glied in jener ſo beſtimmen, daß 
es aus dem zugehörigen Gliede der andern Fortſchreitung 
vollkommen oder nahe genug auf dieſelbe Art zuſammenge— 
fer werde, wie die gegebenen Glieder aus den zu ihnen 
gehörigen Größen. Die Glieder der jugeordneten Reihe 
werden als bloße Zahlen betrachtet, und find entweder ur: 
ſprünglich Stellenzahlen für die Glieder der Meihe, oder 
werden als folche gebrauht. Man nennt fie auch ‚die 
Wurzeln, und die durch fie zu beftimmenden Größen 
die Sunctionen der Wurzeln, — 

1. Wenn jedes Glied der gegebenen Reihe eine al⸗ 
gebraiſche Function feiner Stelle iſt, fo iſt die Einfchal- 
tung nichts anders als in diefer Function für ihre Wurzel 
ftatt.ganzer Zahlen gebrochene ſetzen, welche die Stelle des 


einzufchaltenden Gliedes bezeichnen, Go ift a” das nte 
Glied einer geometrifchen- Reihe, die aus der Reihe, 
13a: as: as: as: eto. entitanden iſt, indem zwifchen je 
zwey Gliedern diefer Meihe, m — ı Glieder in geometris 


ſcher Fortſchreitung eingeſchaltet ſind. Da (a + b® auch 
ein folches eingefchaltstes Slied it, fo hat man in dem 


P5 


— 
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entwickelten Werthe von (ca + by ſtatt n nur zu ſetzen, | 


weil dadurch für jeden Terminus des Werthes der Potenz 
eben fo der Werth eines eingefchalteten erhalten wird, f, 
Binomiſcher Lchrfag, Th. I. ©. 328. Gleichfalls wird. 
der für ganze Stellenzahlen gefundene Werch des Gliedes 
einer arichmerifchen Neihe irgend einer Ordnung für gez 
brochne Stellenzahlen eingerichtet, wenn man diefe ſtatt 


- jener nimmt, ſ. arithm. Reihen ‚höherer Ordn. Th. J. 


S. 2 1 0. 


2. Wenn die Glieder einer Reihe durch eine transſcen⸗ 
dente Function gegeben werden, oder auch durch eine vers 
wickelte algebraifche, fo betrachtet man ein Stück zer 
Reihe als eine arithmetiſche einer höhern Ordnung. in 
welcher man zwiſchen zwey berechneten Gliedern eine belie⸗ 
bige Anzahl Glieder, in gleichen Abſtänden von einander, 
mittelſt der Anfangsglieder der Differenzreihen einfchiebr, 


Die allgemeinen Formeln fuͤr dieſe Anfangsglieder ſind in 


der Differenzenrechnung (48.), und in dem Artikel, Dif— 
ferentiale, ©. 823. in einer etwas veränderten Ge: 
fialt, angegeben. Beyſpiele dazu find an dem erftern 
Drte, und in dem Artikel, EyElotechnie, ©. 692. anzu: 


‚treffen. Hat man in jedem einzelnen Falle die numerifchen 


Werthe der Anfangsglieder in den Differenzreipen berech⸗ 
net, fo ift es leicht, durch die ſucceſſive Aodition (mit Ber 
obachtung der Vorzeichen) aus den Gliedern einer Diffe: 
renzreihe Die in der vorhergehenden Reihe zu finden, bis. 
daß man. auf die Hauptreihe ſelbſt kommt. Da diefe 
Derehnung nur bis zu einer gewiffen beftimmten 
Graͤnze genau ift, wenn nämlich die Differenzen nicht zus 
dest conftant werden, fo entfernen fich die berechneten eins 
geſchalteten Glieder immer etwas mehr von dem wahren 
Werthe. Darum müſſen in der Hauptreihe einige Glie⸗ 
ber in größern Abſtänden unmittelbar aus der analytifchen 
Formel für diefelben berechnet, ‚und diefe Hinlänglich ger 
nauen Werthe mit Denen, welche die Einfchaltung in ihren 
Stellen liefert, verglichen werden, Fande fich ein bedeu⸗ 


tender Unterſchied, fo hätte man der Differenzreihen zu 
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wenige, oder das Intervall der Einſchaltung zu — ge⸗ 
nommen. 

3. Exempel. In dem Artikel, Differenzenrechnung 
(59.) ift für bie Sinus der Winkel, 42°; 42° 17; 42°2°; 
42°3'; u. ſ. f. der Eentefimaltheilung, gefunden” das An: 
fangaglieb der erften Differenzreihe = + 124109698 


12 


Billiontheilchen für den Halbmeffer als Einheit; der 


äweyten — — 151265 der Dritten = — 3; 

Nach ven Sallerfben Tafeln, oder nach Hobert und 
Ideler in der Einleitung, S. XXIX. iſt sin.42° — 
612907 053658 folcher Theildhen. Hieraus werden 
nun Die Sinus von 42° 1/5 42°s’, u. ff. gefunden. 








III. II. L 

nl. 

— 3 .— 15126 | + 124109698 
— 15129 | + 124094572 
— 15132 | + 124079443 
— 15135 | + 124064311 
— 15188 | + 124049176 
— 15141 | + 124034038 


+ 124018897 


Aus den erften Differenzen werden nun gefunden die 


Sinus Bogen 
612907 053658 42° 0’ 
613031 163351 42 I 
613155 257923 42 % 
613279 337366 42 3. 
6134038 401677 42 4 
613527 450853 42 5 
6136517 4848391 42 6 
613775 42 7 


508788 | 
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Der Sinus von 42°7' iſt in dem von Höhere und Id⸗e⸗ 
ler a. a.D. berechneten Benfpiele 0,613775 503781 22.. 
Die Rechnung iſt dafelbft bis zu ben fechsten-Differenzen 
und bis auf Die 28ſte Decimalftelle gerieben. Die Wer⸗ 
the der auf diefe Art berechneten Sinus werden allmählig 
immer mehr Won den wahren abweichen: ‘ Wollte man fie 
bis in die zehnte Decimalftelle genau haben, fomuß man \ 
‚bie Sinus von Grad zu Grad, nach den Umſtänden auch 
für größere oder Eleinere Intervalle der Winfel, hinlaͤng⸗ 
Tich genau betechnen, und bey jedem Abſchnitte von Eins 
ſchaltungen die dazu geherigen Anfangsglieder der Diffes 
Sr fuhen. So verfährt man in jedem andern 
ale, " u | 
4. Wenn für die Großen einer Neihe Feine Kormel 
ihrer Zufammenfegung aus- den Stellenjahleri vorhanden 
ift, wie es fich oft ereignet, wenn fie durch Beobachtung 
gegeben werden, oder wenn es Zahlen in Tafeln find, die 
durch eine fehr verwickelte Rechnung gefunden worden, fo 
ift Das allgemeinfte Mittel jur Einfchaltung, dag man 
Die gegebenen Größen als Glieder einer arithmetifchen 
Meihe einer gewiffen Ordnung anſehe, fie mögen gleiche 
oder ungleiche Abſtande von einander haben. Je näher 
dieſe Borausfegung der Wahrheit kommt, defto weiter 
Dürfen die gegebenen Größen von einander abftehen , und 
man wird felbft noch auſſerhalb ihres Bezirks vie Einfchalz 
fung fortfegen Fönnen; in dem gegenfeitigen Kalle wird 
man nur die zwiſchen den gegebenen Größen liegenden fu: 
‚chen, und den Abitand der Aufferfteri unter ihnen nur 
mäßig ſeyn laffen dürfen. - Be 
5. Den der Interpolation berechiieter Tafeln kann 
man diefes Verfahren immer anwenden, weil die Abſtände 
und die Linterfchiede der Darin angegebenen Größen Flein 
genug find, daß der Fehler, deri man dabey begehen mag, 
ganz unbedeurend wird, und weil man, wo zwey Ober drey 
gegebene Größen nicht Genüge hun; mehrere nehmen 
Fann. Allein bey Größen, die durch Beobachtung gegäben 
werden, ift es off nicht genügend, eine individuelle Größe 
zu finden, fondern man will eine folche Allgemeine. Formel 


— 
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Haben, welche die Verknuͤpfung der veränderlichen Größen 
in der Natur meglichft genau darftelle, und felbft die 
Anomalien der Beobachtungen und zuſammengeſetzter 
MWirfungen zu verbeflern diene. Darum wird man auf 
Formeln von verſchiedener Geſtalt bedacht feyn müflen, 
um die in jedem Salle am beiten zutreffende wählen zu 
fönnen. So wie man durch-eine gegebene Anzahl Puncte 
vielerley krumme Linien ziehen kann, fo Fann man aud) 
mancherley hypothetiſche Sormeln für die gegebenen und die 
einzuſchaltenden Größen anwenden. Die gegebenen Größen 
find ald gegebene Ordinaten einer Curye in gegebenen Ab: 
fländen, oder für gegebene Abfeiffen zu betrachten. Es 
kommt hier theils auf die Form der Verbindung, rheilg 
auch auf die Wahl der Größe an, welche die Stellenzahl 
‚ bertritt. Gegenwärtig wollen wir die gegebenen und die 
einzufchaltenden Größen als Slieder einer arithmetiſchen 
Reihe einer gewiſſen Ordnung, oder ald Ordinaten an ei 
ner parabolifchen Linie, betrachten, 


Anwendung der arithmetifchen Reihen zur 
Einſchaltung. 


6. Die Abſtaͤnde der gegebenen Größen von einander, 
ſeyn gleich groß, die Anfangsglieder der Differenzreihen 
ſeyn a} b, c, d, etc. Das Anfangsglied, oder das 
zuider Stellenzahl o gehörige, fey A, die Stelle irgend eines 
Gliedes, x, das Glied ſelbſt, A+ y, fo ift (Arithm. 
Reihen höh. Ordn. 7. u. 25.) 


re 


.cxX (X£—1) (x —2) 


1.2 E.2..3 
+ me IL etc. 
4 


Einddiegegebenen Örößen, A; A-+ a; ee A+y3 
A-+ö; etc. fo iſt 
aa; b==Pp- 2a; — 3ß+30; d=ö-4% 
+6ß- 40; uf. f. 
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71. Exempel. Aus ven größern logarichmifchen Tas 


r 


Zahlen |  S$egarichrien Unterſchiede 

':10000 | 4,00000 00000 u 
100>2 | 4,00008 63502 | 868508 
10004 ! 4,00017 36831 868329 
10006 4.000326 04935 868154 





Hier iſt a — 86 85 02 Zehntauſendmilliontheilchen; 
71735 € =— 2 bergleihen., Man ſucht log. 
200003, ſo iſt = ax + 1302755; 
bx(x—ı) .cXK (X— 1) (x—2) F 
1.2 a 1.863 Trias 
und folglich log. 10008=4,00013026g8, wie, 
in den Tafeln. | — 


8. In der obigen Formel find 13 23 35 a5 u. ſ.f. die 
Abſtände der Glieder von dem infangsgliede Setzt man 
die Unterſchiede derfelben ungleich, und die Abjtände von 
dem Aufangsgliede, m, n, p, q, etc, fo entſteht die 
allgemeinere, aber jener analoge Formel, 2 

Px  Qx(x—m) Rx(x—m)(x-n) 

A a ae re 

ei te 
mnpg | | 

wo bie Coefficienten P, Q, R, 5, etc. durch bie gegeber 

nen Werthe von y zu beſtimmen find. Diefe feyn für die 

Abfländem, n, pP, q, etc. | . 

a,.ß, 9% ö, etc, J 
Das Anfangsglied, für welches x So iſt, ſey A, alſo 
das Glied in dem Abſtande m fen A + a, u. ſ. fin dem 
Abſtande x ſey es A 4. Nun iſt | 


” 
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ar n—m. 


«m Pf; = — - I; 
m mn | 
Me R . - M1M, =D 
n mnp 
— Qg.q-m.  Rq g-m.g-n, 
= — mn r mnp 
-, $59.9-m q-n.9-p. 
J 11 * 4-p ; 
P4 


uff | | . | 

Mittelſt diefer Gleichungen wird der Werth jedes Coeffis 
cienten durch die vorhergehenden gefunden. Werden diefe 
Durch Die gegebenen Werthe von «, 8, etc. und durch 
die Abftände nad) der Reihe —— wird ge⸗ 





funden: 
P=«a 
mß na 
”n-m m-n J 
 p-m p-n. n-m.n-p. m-p m-n, 
— munpo— mng 
.. g-m:q-n.g-p- p-m.p-n,p-qg:i 
FIEBER. 21 __npae 
R-m.n-p:n=-g, m-n.n-p:m-g, 
u. ſ. w. 


Die Art der Zuſammenſetzung it offenbar und überein: 
ſtimmend. In den binomiſchen Factoren der Nenner iſt 
immer derjenige Abſtand vorangeſetzt, der zu dem in — 
Zähler befindlichen Factor aus den Größen a, 6, y; ö 
etc. gehört, um die Sormen ganz übereinftimmig zu 
machen. 

Die Abſtaͤnde der Glieder bon dem Anfangsgliede 
fönnen auch zum Theil negativ genommen werden, fo wie 
auch die Unterſchiede &, 6, y; etc von dem Anfangs: 
glive. Die Werthe von m, n; p, q, etc, brau⸗ 
* u der Größe nach auf einander zu folgen, 
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9. Wenn die Abftände der gegebenen Größen bon’ 
einander gleich groß.und —=m find, wenn fenern —=2m; 
p=3m; q=a4m; u. f.'f. fo verwandeln fich die 
Werthe von P, Q, R, S, etc. in bie vona, b,c,d, 
etc. in (6.). 


10. Wenn die Glieder der —— für y entwickelt, 
und nach den Potenzen von x geordnet werden, 2" gehe 
eine Sormel, wie = 

y=ax-tbx + cx + dx® exit etc. 
hervor, Die Coefficienten von x können mittelſt der für - 
P, Q, etc. gefundenen Werthe beitimmr werden, Un— 
abhängig von diefen liefert fie folgentes Verfahren. | 


Es fenn in den j 84 
Stellen: o, m, m, „p. r, etc. 

die Werthe von y: o, a, B, Y, 6, 8, etc. 

Zu der Stelle x ‚gehöre der durch y bejeichnete Werth, 
und es fey 

y=axt+br+ cx 4 dx+ + Be 

wo a, b, c, d, e, etc. -irgend welche Größen ſeyn 
mögen, Werden für x die Werthe m, n, p, etc. 


geſetzt, fo iſt, wenn Die Gleichung für nicht mehr als 
fünf Glieder hat, 


I. a=am-+ bm - cm + die + ems 
I.8=an +bn? + cn + dns + en? 
u. f. f. indem für die Buchſtaben @, 8, ete. wie auch m, 
nn, etc. nach der ze. der nächjtfolgende geſetzt wird. 


⸗ B-«. — 
m-o n-m | p-n 


| 8 | 
— * = A", u. ſ. fe wo man den Werth von 
A mit dem obigen, als Anfangsgliee, nicht vermwechfeln 

wird, jo iſt | 
B 
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‚=a+bm+cm+dnd + em! 
—a + bim+n)+ om’ + mn+ m) 

+d m’ +-m’n+mn’--n?) Ä 

em’+m’n—-m’n-mn’+ nt) 

uff. für A", A’, ete, ı | 

/ = ı_ A4 U_AH 
Ferner feße man — —=PB; — — E —— 

n p-m . g-n 


= BU, uff. foift 
1 B=b+ c{m+n) dm -+mn+n?) 


rrem’+- m’n + mn?’ + n?)- 
LB—=b+cm+n+p) 
Se 
‘+ e(m? + m’n + m’p + mn? + mnp 
+mp'+n’-+n'p+np'+p9 





u. ſ. f. Ir . . I=B . B'-B' BB 
Man fege nun — = C; -—- —- —C'; 
: ' q-m rn 
— C", fo ift 


.C=c+d(m+n+p) 
ee, 


L.C’=c+d‘m+n-+p-+og) 
. te(m+mn+mp+mgy+n» — 


 rag+rp+pgarM”) 
und fo auch C“. | — 
Ferner fege man a ge 
Ferner be a —— 


ſo iſt 
I D=d+tem+tn+p+g) 
II. — ee! 


och ſey m = E, fo ” 


— 
Die Größen A, B, C, D, P, find die Anfangs: ö 
* glieder der Differenzreien, fo fern bie Differenzen durch 
die Abftände der Glieder auf die gezeigte Are modificirt 


werden, Das Geſetz, wie die mita, b, c, d,, etc. vers 
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bundenen Factoren gebildet werden, iſt offenbar. Sie be: 
ſtehen aus den Combinationen der Stellenzahlen m, n, 
p, etc. mit Wiederholungen, aber ohne Verſetzungen. 
In dem erften Differenzgliede jeder Ordnung ift die Anzahl 
der combinirten Größen um Eins Fleiner als in den folgen 
den Gliedern, weil der Abſtand des Gliedes Null vom 
Anfang = o iſt. 
11. Hieraus ergeben fich Die an der N 

in der Kormel füry. Es iſt 

e — E 

—D— (m+Hn+p+gJE 
o——c— m+-n+pD+mn+mp+ mg 
+aoprng+pg E 
b=B—(m+nC+(mn+mp+np)D | 
— (mnp + mng + mpgq-+npgq)E 

a—A—mB-+-mnC—mnpD-+ mnpgE. . 

Das Geſetz der Formation ift auch bier einleuchtend, 
Die Eombinationen find hier ohne Wiederholungen. 

12. Ordnet man die Glieder der Formel für y nach | 
den Anfangsaliedern der Differenjreiben, fo ift 
y—=Ax+Bx(x—m)+Cx(x—(m+n)x+ mn) 

+ Dx®— (m+n+p)X +, m np)x 
— mnp | 
+ Ex —(m+n+p+gx 
+ (mn +-mp+-mg+nptng+pg’x? - 
— (mnp + mng -+mpq +npq x +,mnpg). 

Die Sactoren zu Bx, Cx, Dx, Ex, werden aus 
ben Factoren —m; X — n; x—p5 ; zuſammen⸗ | 
geſetzt, ſo daß 

y==Ax-+Bx (<—m) + Cx (2m) («—n) 
+ Dx(x—m)(x—n) (x—p: 
+ Ex (x—m) (x—n) ‘x—p) (x—g) 
u. f. w. wenn noch mehrere Glieder cer Reihe — ſind. 

13. Hier haben wir dieſelbe Form für y, welche in 
(8.) gefunden ift, Dort werden aber die Coefficienten P,. - 
Q@, R,S, ete. aus den Groößen «, ß, Y, d, etc. un: 
miftelbar zufammengefestz; hier find A, B, C, D. etc. 
Anfangsglieder von Differenzreiben mit. Rückſicht auf die 
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Abſtände der Glieder von einander, ſowohl der nächften 
als der enfferntern. Die Form für y nach der Zufaminens 
ſetzung in (12) hat Newton in den Princip. Philof. nat. 
L. III. Lemma 5. cal. 2. angegeben, und in caf ı. die 
Form für y in (6.), bey gleich großen Abjtänden der Slies 
Der von einander. 

14. Wo nur zwey Srößen, A und A— a, in dem 
Abſtande m gegeben find, iſt Der Unterſchied der interpo— 
lirten, A+y, von A der arichmetifche oder einfache Pros 


ax 
portionaltheil y = m’ oder es iſ m:kx — a: y. Diefe 


Interpolation findet nur Statt bey Funetionen, deren Vers 
Anderungen: fehr nahe den Linterfchieden ihrer Wurzeln oder 
Stellenzahlen proportional find, oder dient nur zu einer 
ungefähren Beftimmung des eingefchalteren Werthes. 

15. Es feyn drey Größen, A, Ata, A+B, 
mit den Stellenzahlen, oO, m, n, gegeben; das Glied 
A-+- iſt in der Stelle x einzufgate, fo iſt nach der 

Sormelin (8.) 
“ — x—na«x x-m 6Xx 


. « 


m-n m n-m n _ 
Nimmt man zum erften Theile den einfachen Proportional⸗ 


theil RT fo ift 


ax x-m Bx ax 
m :- n-m n am 


| . man aber zum erften Theile den Proportionaltheil 


—, fo a 
on | xn (@ 
4 „- ee N 
m-n 
Die ih, A-+-y verändert fi PR ungleichformig. 


Nimm fie ftärfer zu als nach dem Verhältniſſe mx, fo 
iſt für einen Werth zwiſchen den beiden, A-+ «a, und 


% 
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A — wenn n größer als m iſt, der Proportionaltfeil 
—. Eleiner als y, aber & größer als bZ daher bie 


Berbefferung jenes additiv, a zweyten ſubtraetiv iſt; in 
dem entgegengeſetzten Galle umgekehrt. | 

16, Es feyn vier Größen, A, A-+tas: A+B, 
A-+-Y, gegeben, mit den Stellenzahlen, o,m, = Pp3 
das Glied A+ y in der Stelle x fen einzufcbalten. Mad 
ber Formel (8) ift, wenn diefelbe nach den J ie 
Droportionalceilen geordnet wird, 








__. X-D.X-p. ax 

— m-n.m-p. “m 
.,„ x-m.x-p. x | 
= n-m.np nn. 

x-m.x-n, X 

— pn e pp 


Die Theile von y müſſen aus dem einfachen Provor⸗ 
tionaltheile und aus den Äbſtänden m, n, p, x auf 
gleichförmige Art gebildet werden. Daher braucht man 
nur einen der Theile zu finden, um die andern durch gehö⸗ 
ige Vertauſchungen daraus herzuleiten. 

Wie die Abſtände, m, n, p, und x, der Größe 
nach aufeinander folgen, ift willluhr ich Es iſt hier nur 
auf Die Symmetrie der Zuſammenſetzung geſehen. Einige 
derſelben mögen negativ genommen werden ſo wie die 
Werthe von a, 6, 7. 

Das Gefeg ver Formation flir mehr als drey Linters 
fchiede von dem Anfangsgliede A erhellt ſchon vollfommen, | 

17. Nimmt man zum erften Theile den Proportional« 


theil —, fo muß diefer durch die Unterſchiede deſſelben 


von den beiden andern verbeſſert werden, auf ähnliche Art | 
wie bey ber zweyten Sormel in (15.). | Zu dem Ende ziehe 


| X-n.X-p. i Bee 
v — n | eit 
man von dem Bruche — erſtlich die Einhei 
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— x—m ıt-m—n— ll, 
REN, N Pop Ma Here: 


m--n m—p n—ım. 
x- m—n—-p | 





. ° Dazu addire man den SSactor des 
‚p—ın 
—m x—p , 
eyten Proportionaliheils, nämlid —— ˖ —- 
J Prop üßeils, n 97 ee 
ift, nach den gehörigen ihnen ‚ die Summe 
x—m,x—n. —— X— n. 
= ‚ot 
p--m.n—p.  p-m.p—n., 








Alſo ift _— on 
n-m | ’ 


ax x-m.X- Bx ax X 
Au — — =) 
_ . . aA-ın.n-p. 

| x-m.x-—n. (= 

pm pn \p: 3 


Folgen die Abftände m, n, p der Ordnung nach auf 
einander, und wird x zwiſchen m und n, genommen, fo ift 





ax x-m.p-x. Px ax 
m n-m p-n n m 
" xem.n-v Vx ax 

nenn — — — * 
. p-m.p-n P m 


Die beiden Werbefferungen find, bey diefer Annahme, 
von entgegengefetsrer Befchaffenheit, wenn die am? 
naltheile zunehmen ober abnehmen. 


18. Nimmt man zum erften Theile der Formel pen 
Proportionalefeil er ‚fo braucht man nur a und. 6, fo 


wie m und n mit — zu vertauſchen. Es if} 
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— 





__Bx gen.x-p. fax Bx 
— * m-n.m-p. m — n 
x-n.x-m. Yx Bx 
+ ee 3 

oder | 
__ Bx _ n-x. p-x .@ ax 
15 ” n-mp- m. — 7 
n-X.x-m. yx Px 
F n,p-m \p nn 


Wollte man - jum eriten Theile der Formel neh⸗ 


men, fo hätte man a und y, fo wie m und p miteinander 
zu vertauſchen. 


19. Es ſey p=n+m, undy—ß+3, f Mi 





Bx n-—-X. P-* = ax 

y — — — — * — — 
n . n-m.p-m. m 
n-x.x-m. \ \ Bx 

n.ntm. \m  ı 


Diefe Formel iſt in den Ephemeriden zur Interpola⸗ 
tion der Fänge und Breite des Mondes fehr brauchbar. 


20. Srempel I. Aus dem aftronomifchen Jahrbuche 
für 1303 iſt, nach bürgerlicher Zeit, 


Laͤnge des Mondes 
26. Febr. Mittern. | 47° 3338“ $ wu 
- - . ı pr 48. 8.39% gta 


27, Febr. Mitten, | 61.21.21. 113,47.43=B 
- . - 1Uhr 61. 55.21 114. 21.43 =Y 


Es foll die Länge des Mondes für 22 Uhr Mittags 
am 26. Febr. gefunden werden. Man nehme bloß die 
REN Ya und gebrauche die dritte Formel in 

15 
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ax | m 





| — 1 
— Por 
‚m on = 24 
Bx | 5 | 
= 6.53.51 x. 1° 
Px ax | n—x _' 12 
n m. — — 0. 6. 3I. n—m — 23 


B megung des Mondes in 12 Stunden, 
y— 6° 53° 51" + 0° 5' 19" 657 10‘ 
Lang: Des Mondes zu Mirrag 54. 30. 48. 

Nimmt man die Länge am 27. Febr. Mitternacht 
zum Mvfanasaltede, fo ift | | 


az + 0° 34' 0 . m--+ı 

B.=— 13. 47. 43. n=—324 
Bx ’ | 
* — — — — 12 
a Bene | 
ax ı . .N-X 12 
"u 6.4.0 . —- mt - 
m * n-m + 25 


Dewegung des Mondes in 12 St. rückwärts genommen, 
y — — 6° 53 sı’ + 2“ 48“ — — 6° 51’ 34 
‚Länge des Mondes am 26 Kebr. Mittag, 54 30. 18. 
Der Unterſchied beider Mefultate ıft beträchtlich ; es 
iſt aber auch die Lingleichheir ver Bewegung des Mondes 
ihrer größten Granze nahe. Gewöhnlich iſt die Zeit, für 
welche der Ort des Mondes aefücht wird, nicht über acht 
Stunden von der einen oder-der andern Mitternacht ent _ 
fernt, daher dann. die eine oder Die andere Rechnung mit 
mehrerer Michriafeit gebraucht werven Fann, Kür den 
Fall, da man rückwärts rechner, fee man die Bewegung 
in der 25ften Grunde Soͤ, und nehme alle Bezeichnungen 
abſolut, pt ,„ j a re 
oft _ an. x (x N. 
— uch m/ 
welcher Werth fubrractiv iff. — 
Nach der Formel (19.) wird der Unterſchied der 
mittlern Bewegung von einer Mitternacht zur andern und 
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der wirklichen, um jede dieſer Zeiten, zugleich in Rech⸗ 
nung gebracht, daher ſie ein ſehr genaues Reſultat giebt. 
In unſerm Beyſpiele iſt 

2.13 
— 60 4 4 6. 1“ 
yz6s;z'zı MEreT (0° ) 
— — 5 519) 


=65 3/5 rd 4 * 4 1 — 

— — 5 6’ 5, ö 
Sänge de des Mondes zu Mittag, 5 4° 3013 37°, welche ges 
rade De Mittel — den heiden ER gefundes: 
nen i | | 


Die Sormel (19.) habe ih-in dem — 
| Jahrbuche für 1788 zur Berechnung des Mondslaufes, 
in der dazu ſchicklichen Form, mitgetheilt. Die Vor— 
ſchrift, welche Lambert in dem Jahrbuche für 1776 S. 42. 
gegeben hat, entſteht aus der — Formel in — 





wenn daſelbſt fort Des Faetors — = gefegt, wird — —, 
und bey ruckwaͤrts angeſtellter ee B,n„.x,y 
negativ genommen werden,. Alm die Zeit des Mitengs 
herum giebt dieſe Abfürzung ein genaueres Reſultat. 


Exempel II. Boſſut führt in feinem Traito 
A’Hydrodynamique, T. IL ch. 8 a Paris an. IV, 
Verſuche über die Waffermengen an, die aus einem Behäle 
ter durch horizontale Möhren von verfchiedener Sänge in 
einer gewiflen Zeit ausfloſſen. Unter diefen find folgende, 
Die Höhe des Waſſers in dem Behälter über der Are ver 
Mohre war eim Fuß; der Dürchmefier der Rohre 16 kin. 
Die ausgefllofene nat in einer, Minute war 
wie folge : | 
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Sänge der Röhre | Waffermenge ° 


* 


— — 





— — — nn al 


30 5 2778 Eub, Zoll 
60 >: 1957 
90 € 1587 

120 1351 

130 1 1178 

180 1052 


Die Waſſermenge bey einer kurzen Anſatzröhre von zwey 
Zoll ſetzt Boſſut zu 6330 Cub. Zoll an. Dieſe bezeichne 
man durch M, ven Linterfchied derſelben von der Waſſer⸗ 
menge durch eine Nöhre von der Länge 30x durch y, und 
nehme den erften, driften und fechiten Verſuch heraus, 
um durch dieſe eine empirische Formel für die Waffers 
menge zu finden. Es fern diefe = M —y und 
 y=ax+br+cx, 
Nun ii für | | 


x | 1 | 3 | 6 | 
| yi3552 | 4743 | sar78 
Man fuche zufolge (10.) die gehörig dividirten Anfangs: 
- Differenzen. Esift 


I19I \ 
Am3552; A m 595155 
Alt == = 178,33: Daraus. 


2956 Ä | 17,1 
B=- = ——— 


Fe — — 83,43. 

Hieraus 
re o2 07, — 

'‘ct=+ a 150,34. 

Diefe geben nach (11.) | ä 
a—zA- B+356=+4988,52 
b=B—4C — 1586,86 
c—=C - — 150,34 r 
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alfo \ | 
y=+4988, PEN, 86x’ + 150,34 x. 
Die Nechnunasproße ift, daß man für x fege ı oder 3, 
oder 6, wodurch y die angeführten Werthe erhalten muß, 
wie es auch genau oder fehr nahe geſchieht. Allein für die 
nicht zum runde gelegten Werthe von x weichen Die Rech⸗ 
nungswerthe ven y weit von den berechneten ab. Denn 
für x — — 2 iſt — 4832, und die Waflermenge: 
M == 1498ſtatt 1957 Für »4 iſt * — 4186, 
und M—21344 flatt 135 1. Für x 5 iſt y=4964 
und M = 2366 jtatf 1178. Die Formel für y bat 
ein Größtes und ein Kleinftes, jenes für x zwiſchen + 2 
und + 35 diefes für x nahe = + 5. ie ift daher der 
vorgegebenen Meihe nicht angemefjen , in welcher die Wer: 
the von y ohne Wechfel zunehmen... Diefer Fall iſt daher 
zur Anwendung der arithmetiſchen Reihen nicht: gefchickt. 
Auch bleiben die Differenzen, in den Reihen derfelben fehr 
ungleich, Vielmehr müßte man die Reihe als eine rück⸗ 
laufende betrachten. Boſſut bat dies nicht beachtet, 
auch nicht der Verfaſſer des Artifels, Interpolation, in 
dem mathematifchen Zeile | des Dictionaire encyclope- 
dique. 

22. Wenn in einer Reihe die Unterſchiede der Glie⸗ 
der von dem Anfangsgliede für gleiche entgegengeſetzte x 
gleich und gleichnamig ſind; oder als ſolche ſchicklich an⸗ 
genemmen werden, ſo hat y die Form | 

yzmax+bt rc + dx? + etc. 
und nach der Kormel in (8.) | | 
_P* Qx! (x®- mt). Rx’kx"—m’)\(x’—n?) 
m. - am’n* 2 De 
| — etc. | 
In den — Formeln ift x’, m’; n?,'p’, ete, 
ftatt x, m, n, p,. etc. zu fegen, 

28. Sind aber die Unterfchiede der Glieder von 
dem Anfanasgliede für — entgegengeſetzte x gleich und 
ungleichnamig, ſo muß 

ax-4 bxs * ex⸗ * dx? + ere. 
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un werben. Die Formel in (8.) erhält die Ger 
alt 
Qx (x —  — m’) Rx (x’-m?) (x’-n‘) 





— m — an | mn?°p?° 
ri en eh Eee + etc, 
mn°p*g 


Aus der letztern Formel wird auf gleiche Are wie in 
(15.), bey zwey gegebenen Linterfchieden, La, +8, 
erhalten 

x’-n® ax, x’-m? 6x 

nn mt m 
Bey drey gegebenen Unterſchieden, Las +85 +Y, wie 
in (16.) 
_ x!’-n!.x!-pt. ax 
7 m®!-n?.m'!—-p®. "m 
.. x-m?.x’-p®. x 
Tr 


y 





— — 

n’-m’.n’-p. n 

4 x’-m’i.x’-n? Y& 

. m , ⸗ — 4 
p’-m’.p-n p 


Die Ähnlichkeit dieſer Formeln mit denen in (15.16.) 
entſteht daher, daß hier doppelt ſo viele Glieder, auſſer 
dem Anfangsgliede, gegeben ſind, als Unterſchiede von 
dieſem gegeben werden. Daher kommen auſſer den Facto⸗ 
ren (oder Diſtanzunterſchieden), —m, x—n, x—p, 
etc. auch x m, x+n, x-+p, etc. vor, fo au 
nebſt m—n, m—p, n—m, n—p, etc. die Ab⸗ 
ſtaͤnde m +n,m+p, n+m,n+p, etc. 


Es kann auch die Reihe für y aus zwey Reihen, einer 
mit geraden Potenzen von x, der andern mit ungeraden 
Potenzen, zuſammengeſetzt werden müſſen. Man ſehe 
Lambert vom Einſchalten, in dem dritten Theile der Bey⸗ 
träge zur Mathem. $. 36. ff., 
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Anwendung der ruͤcklaufenden Reihen zum 
Einſchalten. 

24. Eine rücklaufende Reihe iſt, worin jedes 
Glied aus einem, zweyen, dreyen, oder mehrern der Ord⸗ 
nung nad vorhergehenden Gliedern, durch die Multipli—⸗ 
cation eines jeden mit einer underänderlichen befondern. 
Größe zufammengefegt wird. Die geometrifche Reihe ift 
die einfachfte diefer Are. ine rücklaufende Reihe der 
zweyten Orbnung iſt die Reihe. 

A,B,C,D,E,F...P,Q,R, etc 
wenn, nach dem A, B willführlich beſtimmt find, die fol 
genden Glieder durch je zwey vorhergehende auf die. ges 
Dachte Art zufammengefeßt werden; nämlich C — aB — 
BA; D=aCc— PB; E=aD— BC;... R=aQ 
— BP, uff. Die Multiplicatoren, a, 3. mögen, auch 
negativ genommen werden. Drefe mit ihrem Vorzeichen 
verbunden machen die Scale der Relation aus, 
namlich + a — B. 

25. Sind in einer rücklaufenden Reihe der zweyten 
Ordnung die vier Glieder, A, B, C, D, gegeben, ſo iſt 
durch dieſe die Scale der relation Gefkimmr Naͤmlich aus 
den Gleichungen, C—=aB - BA, D=aC— BB, folgt 


— AD— Bf — BD —-00 
7 ACC BB’ "TaAc- BB’ 


Yun formire man die quadratifche Gleichung, ı — 
4 62* 0, und ſuche deren Wurzeln, welche — und I. 
feyn. Sind diefe mögliche Größen, wenn naͤmlich 
aa>4ß ift, fo nehme man a — EN 


g9-Pp 
und es ift das nre Glied nach pam Anfangsglieve, P= 
ap" + bg". . 
26 Hat die Gleichung ı — az + Pz* = o zwey 
‚gleiche und gleichnamige Wurzeln, weil a —4B tt, fo 
B—/ 
if ei = ((a+1) “tm pP, wo a * — 
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Ap—B 
— — ZI if In dieſem Falle iſtp — q Ja, 
und p-—ß. 
27. Nat die Gleichung, 1 — az + Bz!=o, 
zwey unmögliche Wuczeln, weil aa <4P it, ſo iſt 
afn(n+ı)ö+binnd 


P= ———— - p, wop = VB; 


oıno® 
op = — pe — of® iſt. 
F 2p pP 


28. Di: Herleitung diefer Kormen des allgemeinen | 


Gliedes wird in dem Artifel, rücklaufende Reihen, gezeigt. 
Inzwiſchen bemerfe man, daß aus den Werthen des Glies 
des P und des nächtt folgenden Q da8 auf dieſes folgende R 


miftelft der Melationsfcale, + a; — S, entſteht. In 


dem erften Kalle (25.) fta=p+g, und — =pg;5 
in dem zweyten (TFT a—=2p= 24, und 6 — -p°; in dem 
Dritten (27.) il «= 2 pcoſ ; E=p*. Für den Kall 
(27.) ift zu erinnern, Daß sin md. — — fin 
(m-+1)®-+ fin (m—1)9 iſt. 

29. Dey der Anwendung einer rücklaufenden Reihe 
der zweyten Ordnung zur Interpolation leite man aus vier 
auf einander in gleichen AÄbſtänden folgenden, gegebenen 
Gliedern erftlich die Ölieder der Seale, « und 8 her, wor⸗ 
aus fih p und q, und ferner a und b ergeben. Kür ein 


einzufchaltendes Glied fee man nun in dem allgemeinen 


Ausdruck eines Gliedes die Stellenzahl veffelben, n, fo 
wird dadurch der Werth jenes Gliedes,gefunden, ‚mehr oder 
. weniger genau, nachdem die Vorausſetzung einer rlicflaus 
fenden Reihe mehr oder weniger der ——— Reihe an⸗ 
gemeſſen iſt. 

30. Wenn von den möglichen Wurzeln eine, als p, 
negativ ift, fo find die geraden Porenzen von p poſitiv, die 
ungeraden negativ, und zwiſchen zwey nachſt auf einander 
folgenden ganzen Potenzen iſt ein Wechſel des Poſitiven 
und Negativen. Um dieſen Wechſel bey der Tinterpolae 
tion —5 ſehe m man zu p" den Factor colnr, wo 


⸗ 


— 


| - Rinfhalten 9x 
die halbe Peripherie des Rreifes, oder 3,141 = bedeutet. 
So darf p als eine abſolute Zahl, ohne Rückſicht auf Qua⸗ 
lität, betrachtet werden, indem-für ein gerades.n das Pro⸗ 


duce p” ecofn r=p". und pofitiv, aber für ein ungeradeg 
n diefes Product =— p” ift, durch die Befchaffenheit des Er 


Coſinus. fen eine gebrochne Zahl, nn fo ift 


cflnr—o „ und es ift der Wechſel des Pofitiven und 
ur 5 4m — 1 m41 
Negativen da, Källtn zwifchen — und ILL, 


4m 





fo ift cof nr pofitiv; fallt es zwiſchen - und i 


4m--3 





‚ft iffcolnr negativ. Die Wurzel poder q 


iſt nur ben wechfelnder Zunahme und Abnahme der Funetion 
negativ. | I —F —8 


‚sr. In einer rücklaufenden Reihe mit einer dreyglie⸗ 
drigen Seale, +a, — 3; 47, wird jedes Glied aus 
drey nächſt vorhergehenden Gliedern zufammengefesr, näm⸗ 
lichs — R60477P. Durch die drey Glieder der 
Scale, und dren naͤchſte Glieder der. Reihe iſt dieſe ganz 
gegeben. Sind fechs auf einander folgende Glieder geges _ 
ben, fo find dadurch die Glieder ver Scale beſtimmt. Eine 
‚ rlicflaufende Reihe ver dritten Ordnung dient eine Folge 
von ſechs, in gleichen Abſtaͤnden von einander befindlichen 
Größen zu interpoliren, im gewiffen Fällen auch zu erwei⸗ 
tern. Das allgemeine Glied har viererley Formen, nach» 
‘dem die Wurzeln der Sleihung, — az + Bz? — zz 
= o, entweder alle drey möglich und ungleich, oder zwey 
gleich und gleihnamig, oder alle dren gleich und gleichnas 
mig, oder zwey unmöglich find. In dem erftern Falle iſt 
"Das allgemeine Glied, in der Stelle n nach dem Anfangs⸗ 
gliede, =ap" + bg"+ cr", wo p, q, r die reciprofen 
‚der Wurzeln jener Gleichung find, und a,b, equf ähn: 
liche Art, wie a, bin (25.) beſtimmt werden, | 


/ 
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Die Coefficienten «, 6, y werden aus ben drey 
Gleichungen 
I. 256 „BE 
 IDLaE—ßD+yCc=F 
hergeleitet, wo A, B,C, D,E, F, ſechs auf" einander 
folgende gegebene. lieber in den Stellen 0, 15.2, 3, 4, 5, 
find. Sind die drey Wurzeln der Gleichung T—az+ßz® 
— 725 = o gefunden, fo bat man'zur Beftimmung der 
Eoefficienten a, b, c in dem allgemeinen Gliede die Glei⸗ 
chungen, 
.nDa+b + c=A 
2) ap bg + cr=B 
3) ap + bg’ + ert=C 
\. Die Formen für die andern Källe werben in bem Ars 
tifel, vücklaufende Reihen, entwickelt werden. | 
| 32. Prony hat juerft fich der rücklaufenden Rei⸗ 
ben zum Einfchalten bedient, um das Gefeg der Expanſiv⸗ 
fraft der Dampfe fochenden Waſſers oder andrer elaftis 
fehen Flüffigfeiten dadurch zu beitimmen, In feiner Ar- 
chitecture hydraulique, II Th. Mote zu $. 1374. bat 
er einen Abriß feiner Interpolations-Methode mirgerheilt, 
welche ausführlicher in den Memoires des Savans etran- 
gers enthalten if. Die Gründe har er in dem Auszuge 
nicht angegeben. In demfelben Werfe, $. 1609-1512. 
beichäftige er fich nochmals mir der Interpolirungs Me: 
thode für die Erfcheinungen bey elaſtiſch-fluͤßigen Maffen, 
Sein Bortsag und feine Bezeichnungsart machen Mühe, 
Zum Benfpiel der Kormel in (25.) nehme ich aus der von 
ihm mirgetheilten Tafel der Ausdehnungsfraft kochenden 
Waflers ($. 1324, 1368, 1522) vier Ölieder, oder 
vier Linterfchiede von einem fünften, 
33. Nah Betancourts Verfuchenift die Höhe der _ 
Dueckfüberfäule, welche der Elaſticität Fochenden Waffers 
im luftleeren Raume das Gleichgewicht halt, für die hier 
ausgezeichneten Temperaturen (Reaumurſche Scale) fol⸗ 
gende in alten Pariſer Zollen und Hunderttheilen . 
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Höhe der Höhe der 

TemperaturQueckſilber⸗Temperatur Queckſilber⸗ 
ſaule SUN We faule ' 
° 00 Ei 9,95 

Io "0,15 - 16,906 ! 

20 | 0 ‚65 28,09 . 

30 "1,52 | | 46,40 
40 ‚2,92 de ; 71.80 

50 5,35 110 |‘ 98,00 . 


34. Man nehme die vier Höhen, 
2,92 =A.; 2800=C 
9,95 = B ; 71,389 D 
und bezeichne ihre Stellen durch q, 1, 2, 35 bie Stelle 
einer andern dureh n, die zu derfelben gehörige Temperafur 
40 


durch x Grade, piffix=yo+20on, md n=- 
| 20 
Nun ijt 





AD= 209,656; BD 714,41 
BC = 3786005 CE = 6959 
AC= 81, 765 BB= 99,002$. 





Daraus ift _— 
., 689440 695900 | 
== ı Ba — . 
72425 172425. 


Die Wurzeln der Sleihung, 1—az + R z?=o, find 
at V (aa—4ß) 
2ß 
die Korm der Glieder in (27.) bier nicht anwendbar, weil 
die Srpanfivfraft eine mic der Temperatur ſtetig zuneh— 
mende Größe iſt. Da aa fehr wenig Fleiner als 48 iſt, 
fo mag es von einem Fehler in der Beobachtung, oder von 
zufälligen Linvegelmäßigfeiten der Verſuche gerrühren, daß 
die Wurzeln der Gleichung unmöglich werden, ws iſt « 
nahe — 4, und A wenig größer als 4. Setzt man beide 
— ‚ fo find die Wurzeln der Gleichung jede = +, alſo 

— q — 2, und das allgemeine Glied der rücflaufenden 


Heiße iſt hier, P=((in-+rn)a--b)2% Die en 


R Hier it aa 4 B; ingwiſchen iſt 
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a,b, mag man aus A und B, oter B und C, oder € 
und D bejtimmen. Nimmt man B und C ,: fo ift 

(2a + b)2= 9,95, ih 

(3a 4 b)4 = 28,00, | 
woraus a—2,025;5 b=0,925, und das Maaß ber Er- 
pahfivfrafr die Höhe, (2,025n + 2,950)2”. Fuͤr n— 
giebt die SSormel vie Hehe 72,2 Start 7ı,8. Kürn = 
oder x — 110 giebt fie Die Hehe 113,56 ftatt 98,00. Es 
ift zu merfen, daß bey der Temperatur 100 bis 110 Gr. 
die — ſehr wenig zunimmt. 
Man nehme die Linterfchiede der vorher ges 

— Hohen von der 0,65 Zoll bey zo Gr. Tempera: 
tur, Go iſt 


Es iſt | 

' . AD=ı61,5105; BD = 661,6950 
‚BC == 2354,35505 CC == 748,0225, 
AC= 62,08455 BB== $86,4900 


— 928445 . — 863275 
| 244055 44055 


log a =0,53026845 log = 0,5486614 | 
Die Wurzeln der Gleichung, 1 — az F Ba’ = —o, 
umgekehrt 9: genommen , find 


pP = 1,61785 log pP 0,20992105 
9 ze 2,1865 log q = 0,3397500. 
Ferner ift | 

a — 7,6256; log a == 0,8822762 


b=+9,89565 log b== 0,9954400 

Golchergeftalt wird der Werth der Formel der Erpanfivs 
fraft, P=ap” + bg",. erhalten. Die Probe der 
Rechnung iſt, daß fi fürn =o; n — ı; n=2 und 
n — 3 vollfommen oder fehr — zutrifft. Für n — 3. 
oder X 70, giebt fie 16,303. Dazu 0,65 addirt wird Die 
Hohe des Drucks = 16,958, Die nad) der Tafel — ı 6,90 
ift. ‚Aber für n—% oder x — 1100 it P=—— 41,068 
-++152,955 =111,887. Wird dazu die Höhe 0,65 ges 
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ſetzt, ſo iſt das Maaß der Expanſivkraft — 112,54, da 


die Erfahrung nur 98,00 giebt. Prony bat in $. 1522 
eine- drengliedrige Fonmel aufgeſtellt, zu welcher auch die 
Druckhöhe bey 110° Temperatur angewandt iſt. In dem 
erften Zeile, $. 1325 ift eine viergliedrige Kormel gegeben, 


welche audy in Langsdorfs Lehrbuche der F. 402. 


nachgeſehen werden Eau: 


Snterpsfarionsformein mit tranäfeendenten 


Größen. 


36.8 harles, ehemals Mitglied der Akademie der 
Wiſſenſchaften zu Paris, hat in dem mathematiſchen Theile 
der Encyclopédie eine Interpolationsformel angegeben, 
welche insbeſondere dazu. geeignet ſeyn wird, unregelmaßige 
Größenfolgen. darzuſtellen. Die Bezeichnung daſelbſt iſt 
nicht faßlich; auf gewöhnliche Are iſt fie in der Nouvelle 
Archit: hydraulique par Prony, T. II. Anmerk. zu 

\$. 1373. 

Es bejeichnen a a,b,c,d, etc bie Werthe einer 
Function y, welche den Werihen o 35 etc. ber 
Wurjel oder Stellenzahl zugehören auch ſeyn p, q, x, 


etc. noch andere Größen, Die zufolge anderer gegebenen 


Werthe zu beftimmen find;  ift die Zahl 3.141... für den 


halben Umfang eines Kreifes: die Interpolationsformel ift 


___ afnrx Obfinr'x-ı) 
| Au finprx Iingrıx-ı) 
“ chnr 'x-?) r 


— — to. 
m. Bnrr(z-2) ee u 


Wenn x — o genommen wird, fo find die Zähler 
alle = — 9, und in dem erften Termitus iſt auch der Nenner 
— 0. Den Werth von — für — zu finden, 

finprx 
verfahre man, wiein dem Artikel, berüihrende Linie (24.), 
und Diffetentialgleichung DL, Es iſt nämlich dieſer 


‘ Et 
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Ofnrx "Ox.cofrx: 


—— 


Werk — = ölinprx = pröx. colprx’ 
Fuͤr x=o werden nn Sofinus — 1, und es iff der 


verlangte Werth = 7 ; daher für x — o ift y==a, wie 


es fen foll. 

Für x = ı find die Zahler wiederum alle — 0, und 
in dem zweyten Terminus iſt auch der Menner —=o: Ganz - 
auf diefelbe Arr, wie bey dem erften, iff nun der Werth 
von y — b. ben fo geht es ben dem dritten, — jedem 
folgenden Terminus. Aber. die Größen p, q, r. etc. 
zu beifimmen wird Gchwierigfeit machen. Die Br 
zu den Sinus in den Nennern dürfen keine Vielfache von 
x ſeyn. 

37. Eine andere von Charles angegebene Formel iſt 
folgende: 

|  afnrx bfnr(x=ı) 
"Terra, Tine 
chnr(x-a 
Ta) 24 4 etc. 


wo h die Baſis der natürlichen Logarithmen iſt, fo daß 
log h— 1. Fuͤr x — o werden alle Zaͤhler — 0, und 
in dem erſten Terminus auch der Nenner. Um den Werth 
des Bruches 2 zu erhalten, verfährt man, wie vorher ges 
ſchehen iſt. "Es it öchr®—ı) = Ohr:hr"pox 


— ofinrx 
Differential» Formeln, 16.). tun it ö Shen) 
moOxicolrx 


7 - . 
Ta welches = für x o ift. . Da; 
durch wird der erfte Terminus = ma. Alm den Factor m 
zu heben; ift y mir vemielben verbunden worden. Der - 
zweyte Terminus erhält für x — ı den Werrh rb, da 
Die andern — o werden, alfo iſt y — b. Auf gleiche 
Arc giebe die Formel y=c für 2, uf f. 
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38. Noch eine Formel von Charles iſt folgende: 
c 


- b 
"y=lnrx (G Far + 


— 
+ + et.) 


finmx’ 
a 


R— 3): 
Für x = 0 mird das erfte Slied der nr r 





x? 


ofinrx® 
== = und die andern werden alle Null. Es iſt — 


afinrx.colrx.rox rfin:rx 2 
— — — ——, welcher 
2XxX0x 2x 


Bruch für x — o wiederum 3 iſt. Man differentiire 
| o.rlin mx , 


Zähler und Menner aufs neue, fo iſt Sr Prod 





amöx.colarx — = 
u. cof2rx, weldes — r* für 
x — o iſt. Daher iftfy=a Eben ſo iſt y — b, für 
ze, y ar, era, lt | 
39. Lambert nimmt für den Tall, da die erften 


Unterfchiebe abwechfelnd pofitiv und negativ find, die ns 
terpolations - En | 


y=atbfin —_ ne c fin 





— 





+ etc. 


zeigt aber nicht, wie * — Größen beftimme | 
werden. Über das Einfchalten, in den Weyträgen zur 
Mathematif. TH, III. q. 5. 

ta range .giebe dem allgemeinen Gliede einer 
Reihe die Geftalt 
a ee: 

etc. 

und zeigt wie die Eofficienten a, b, ©, etc. nebft den 
Winkeln a, ß,y, etc. und 9, x, y, etc.. aus gegebes 
nen Werthen von y in ben Werthen o, tı, 3; #3; ° 
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etc. von x gefunden werden können. Aſtronomiſches 
Jahrbuch für 1783. S. 41. 


Spnterpotation einer Reihe von Producten aus — 
in arithmetiſcher Progreſſion. 


40. Eine Reihe beſtehe aus Producten, deren Fa⸗ 
ctoren die auf einander folgenden Glieder einer arithmeti⸗ 
fiben Reihe find, namlich 

01 2 3 

13 a; ala+b);aca+b)(a+2b); 
4 m m-+ı 
a (a 4 b) ſa 4- :b'(a+ 3h) . . . M; M(a+mb); etc. 
wo die übergeſchriebenen Zahlen die Stellen und die Anzahl 
der Factoren anzeigen. Das Glied ın ver Stelle o iſt — 1, 
damit fuͤr die Stelle ı das Glied der Reihe a werde, 


nach der allgemeinen Form, in welcher für die Stelle ı der | 
Factor mo ift. 


41. Die Korn eines Gliedes in diefer Meihe gehöre 
zu einer befondern Gattung von fransfcendenten Functio— 
nen, welche Euler inexplicabiles nennt. Die Glieder 
find Femme ſolche Function ıhrer Stelle, die allen gemein 
wäre. Die Interpolation folcher Reiben | lehrt Euler in 
den Inftitt Calc. difl. P. IT. c. 17. Ich werde hier 
‚einen leichtern Weg dazu nehmen. 


. &s fen m+ w die Stelle des einzufchaftenden 

Gliedes, m die Stelle des nachit vorhergehenden, alſo eine. 
‚ganze Zahl, und w der Abitand jenes von diefem, ein 

eigentlicher Bruch. Setzen wır nach jedem Gliede in dem 

Abſtande w ein Zwifchenglied, fo müſſen diefe Zwiſchen⸗ 

glieder jedes aus dem vorhergehenden auf diefelbe Art ges 

bildet werden, wie die Glieder der urfprünglichen Glieder 
aus einander entitehen, Damit, wenn w = o oder — 1 

ift, die Glieder- diefer Reihe hervorgehen, Dieſes iſt der 
Analogie der Interpolation geometriſcher und arichmetifcher 
eigen gemäß. | 
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43: Es ſey nım bie Reihe der eingefchalteren Glieder: 
@ I+w. tw 34-0 4+w | 


u; ou 5 Bu 5; yu 35. duzelk 
jo iſt 


au BR EUER SER 

Bu==l(atuwb)(a +b+ wbyu 

vu — (a Pob)t 

su—(a+tub). .(a+3b+ub)u 

und, wenn u das interpoliee Glied in der Stelle. m-+& 

if, 

pu==/a- +ob){a-+b-+ ab)... (a+ (m)b+abim 

‚Diefes. Glied fällt zwifchen die Glieder," _ Ä 

a(a+ b)....(a+(m—ı)b), und 

ala+b)....(atmb), 

alfo fallt u wötfchen die Brüche, | 
aca+b)(a+2b):. .(a+(m— ı\b) 
Gmreugzr ae 


ata+bYa+ 2b) 2b). la mb) 

(a wb) a+b-+ab).. {at mnbrabr 
welchen Werth auch m haben mag. Daher iſt 

__a(a-+b)(a+2b)(a+ 3b).. . in iufin. 

(a +u«b)a+b+ wb)(a + 2b + wb)...ininiin. 

Denn wenn man hier’ zu einer Anzahl Factoren im | 
Nenner entweder eben fo viele oder einen mehr im Zahler 
nimmt, fo erhält man eben folche Partialwerrhe wie dort 
für w Diefes Schmwanfen der unvoliftandigen Werthe 
von u darf nicht befremden. Es iſt ein ſolcher Ball, wie 
mit dem Werthe einer Reihe, die, ohne zu convergiren, 
in ihren Gliedern abwechfelnde Vorzeichen hat. Die Par⸗ 
tialwerthe von u gehen rückwärts und vorwärts, über 1 
und uͤber a hinaus. Es iſt hier nicht ſowohl von der 
Annäherung. zu einem gewiſſen beſtimmten Werthe, als 
von der Ferm dieſes Werthes die Frage. Unten wird ſich 


und 


4 
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‚ doch ein. Mittel zur Annäherung an den wahren Werth 


J und das Glied in der Stelle m-+ w ift 


bon u zeigen. 
44. Mun.ift | 
(a+b)(a + 2b). etc. 
(a+b-+ub)(a+2zb+ub). ete. 
| (a - 2b) (a-4 3b). etc. 
—————— (a+ 2b+wb)(a+3b+ ub.. etc. 


’ b), etc. 
yuz=aa-+b)(a+ — 


b 
iu — * —RX (a+2b)(a+ 3b). — etc. 


au — a. 


(a+r + mb\. etc. _ 
(a+ (a-- mb + ub). etc. ' 


Wenn wo iſt, fo — ſich das eingeſchaltete 
Glied in das naͤchſtvorhergehende Glied der urſprünglichen 
Reihe; wenn = ı iſt, in das nächſtfolgende, wie es 
feyn. muß, 2. 


Nimmt man in dem Brufacs ju dem Slide der 
urfprünglichen Reihe im Zehler und Nenner gleich viele 
Factoren, fo wird das eingeſchaltete Glied Fleiner als das 
nachſte vorhergehende, nimmt man im Zähler einen Factor 
mehr als im Menner, fo wird das eingefchaltere- Glied 


ala-+b).. a En a 


‚größer als das nachite folgende, In dem erften Salle 


namlich wird das nächtte vorhergehende Glied mir einer 
Reihe eigentlicher Brüche mülfiplicirt; in dem zwenyten 
Das nächite folgende mit einer Reihe uneigentlicher Brüche, 
Der Multiplicator wird dort immer Fleiner, bier immer 
größer, wiewohl. die En Brüche fich der Einheit 
immer mehr nahern. 


45. Euler giebt a. a. O. $.4or. für ein in n ber Ötelle 
tw (es fen w ein eigentlicher oder uneigentlicher Bruch) eins 


Ä geiyobenes Glied S die Be 
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se. 2 TTaHb" (rear 

= arbu a tr 
 fa+ bi" be’ %; a+ 3b)“ 
‚a at zb + y 

Man fieht, daß dieſe Formel für w Zr mit a Gier 
für u gefundenen uͤbereinkommt, nur daß in derfelben die. 

Factoren des Zählers: in zwey Wurzelgroͤßen zerlegt ſind. 
Aus jener Formel, w<{ı geſetzt, leitet Euler die bier in 
(447° gefundenen her. Sofern es hier bloß auf die Form 


eines eingefchalteren Gliedes ankommt, geben dieſe Sormeln 
eine fehr faßliche Darſtellung. 


46, ‚Die gegebene Reihe ſey 


etc. 


0 X 2 3 u „ 
Eu — — ——— > 
ee. 

b beb+9. ..bib+e)(b+ 20) J 


Das mte Glied (deſſen Stelle m iſt) y= —=M, fo iſt das 


a+,me 
nächſte — M. Mm. . „Darum Mi das Du in det 
. Stelle o = 1. a, 


Um bie Reihe, " interpolicen — man in dem Ab⸗ 
ſtande w von ı vor n das Glied u, und laſſe auf dieſes in 
den Stellen 1463 2-+w; 3 u etc. die Glieder 


au, Bu, yy, etc, ſolgen ſo iſt nach dem Bejete fuͤr die 
Hauptglieder —— 


atee 
au — u 
- b+we 
(a+ #c)(a-+-c+ wo) 
Bu = 


(b -H wo) (bictee 
(at wo atctae)latschu) 
rare tere 


yu = 


u. ſ. w. 
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Nach derſelben Schlußart wie in (43) if 
__ ala+c)(a+20)... — (b+wc)ib+c+uc).. 
—bib+He)ib+20)... 'ätuc) Karctwe, »su 
und das eingefchaltete Ölied in der Stelle m +w iſt 
 ala-+c (@+ »e)[a-+2c ..in mf. 
b(b-+c)\b+2c)(b+ ;c)... in inf. 

y. & +mc+ec)(b+(m+1)c+we).. in inf. 

” (afmc+«c) @a+(mtr j; ‚c+ we). .ın inf. 
Die Vruchfactoren jedes diefer:beiden Brüche nähern fi ch 
immer mehr der Einheit. Wenn — o genommen wird, 
fo verwandele fich das einaefchaltere Glied in das mte der 
urſpruͤnglichen Reihez wenn == geſetzt wird, in das 
(m+ı)Jte. Euler hat diefelde Formel, a. a. O. $. 460, 
N Zerlegung in Potentialgrößen. | 
= 47, Erempel. In ver Reihe 
a A, IE — 
VETIENRE EFF FT 
| zwiſchen je zwey nächften Gliedern eines einzuſchalten. 


Hier iſta m 2, b=3,0=2, * alſo 


2.46. 8. etc. 4. 6.8. 10. etc. 
U 75.7.9. 6%. 3.5.7. 9. etc.’ 
als das zwifchen 1 und 3 eingefchaltete Glied... Oder 


2 16 36 64 100 = 
— — « — 4 ——— SEN + € 
3" 153563 99 








‚u 


oder. | 
2% 
en, ae, sw ete. 
| 9.25 49 ge . 
Man fieht; wie der partielle Werth von u fich einer ge= 
wifjan Größe nähern koͤnne. 
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2.4 


Das noifchen 2 und 3% eingeſchaltete Glied ift 

2.4.6.8. etc. 6. 8. 10. 12. etc. 

* 3.5.7.9, elic. "5,7% 9.1I1. eto.“ 
2 24:48 80 
oder — — . TI . eto. 


3 25 49 81 
Mein. 2. 2. etc. 
| Ä 35°35..65' 9. 
48. Die Glieder der hier zum Beyſpiele genommenen: 
Reihe ſind die Flächenräume ‚einer Curve, deren Gleis 


hung ift y = (1 -z°)” für die Abſciſſe — 1. Denn 


⸗ 


das Differential der Flaͤche iſ yO 1-zPmdz— 








(1-mz? + Bra euer 
+ etc.)dz Xlfo ift der Slähenraum — 
eh rg 
m.m-T.m-2...0°, 
er 


welches Integral mit z anfangen ſoll. Für z — iſt 


es — Zr 

‚y m»m-1 z m.m-ır.m-2. | 

1—zm-+3- —3 * — etc. 
1.2 1.2.8 


Gest man m folgweife = 15 25 85 43 etc. fo find die 
Werthe der Slachenräume die Glieder der Reihe in (47.). 

49. Für nt — iſt die krumme Linie ein Kreis mie 
dem Halbmeſſer als Einheit, in welchem die Abfeiffe z 
vom Mirtelpuncte aus genommen wird. Wird z — ı ges 
fest, fo iſt die Reihe der vierte Theil der Kreisflaͤche. 
Sie iſt auch das in der Reihe der Produere eingefchaltete 
Glied in der Stelle F. Bolgli if der vierte Theil der 


Br 2.4.6.8 .etc. 4.6.8.10. etc. 
reis A ß une | Ei Ri D . nn nn m _ =, 
K fläch 3.5.7.9. 6te. 3.5.7. 02. eis, 











21 
— > 
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Setzt man den Salben Umfang = r, fo ift eben dieſer 
vierte — I*, und 


F— ——Ieibcc 
J  1.3.3.5.%.7-7 .9. eic. 


Das it der We rth von 4, der in dem Artikel, Cyklo⸗ 
metrie (29.) aus andern Gründen gefunden iſt. Es iſt 
derjenige, welchen Wallis auch durch eine ihm eioene, 
künſtliche Einſchaltungsart herausgebracht har. Arıtlım. 
Tafın. Prop. 191. Dan fehe noch ven Artifel, CEyklo—⸗ 
technie, Th. J. S. 654. a 


50. Die vorher 747.) zum Beyſpiel gegebene Meihe 
fann-man auch mictelſt der Anfangsglieder der Differenz— 
reihen nach der Formel in 7.) interpoliren. Dieſe Ans 
fangsglieder fi find | 

I er +3, — etc. 
negativ naͤmlich, wo die folgenden Glieder kleiner ſind als 
die vorhergehenden. Jene Formel giebt den Unterſchied 
des eingeſchalteten Gliedes Über das in der Stelle o befind⸗ 

liche. Das eingefchaltere fey hier = q, fo iſt 

x.xX-T. x.X-1I.X-2. 

— u 
— Eee 7’ 1.2.8 
R X.X—1.X—2.X—2. | 

TI. 

| 1.2.3.4 

Alfo ift das in der Stelle & eingefchaltere 
| ı ı I 1.1 1 1.1.8 


q —I — — — — uf — — 


32 5 "2.4 7 "2-4-6 











Diefe Reihe ift der vierre Theil det Kreisfläche = ir 
Unter den cyklometriſchen Reihen wird fie noch nicht dor— 
Hefommen fen. Sie convergirt nur langſam, da Der 
fechite Terminus des ſubtractiven Theile exit 0,0015 77 iſt. 
Darauf fommt es inzwifchen nicht an, weil man mehe 
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als eine ſchnell convergirende Reihe für den Umfang des 
Kreiſes hat. Dr | 


51. Srempel. In der Reihe 13 1; 1.2; 1.2.35 
1.2.3.4; etc. zwiſchen je zwey Gliedein eines einzu⸗ 
ſchalten. mA = 

Hier ift in (40, 43.) a=ı; b=ı; wo, ale 
das zwiſchen den beiden erjten eingefchaltete, 

I. 2. 3% A. etc, 


u nennen einen 
dee 


Nimmt man immerforr gleich viele Factoren im Zähler. 
und im Penner, fo wird der Werth von u: immer kleiner; 
nimmt man ım Zahler immer einen Factor mehr als ine 
Dienner, fo wird der Werth immer größer. Lim annäs 
hernde Werthe zu erhalten, müſſen die Bruchfactoren 
abwechſelnd größer und kleiner als die Einheit ſeyn, ſich 
aber derſelben immer mehr nähern. Dieſes wird erhalten, 
wenn man den Werth von u? nimme, und jugleich jeden _ 
Bruchfactor im Zähler und Nenner mit 2 multiplicirt, 

So ift 


"2. 6 | 
Baer, an ne 
3 3 5.5 


2.4.4:.6.6,8.8.etc, 
Dirm- | ! 
7 # WEITER TENDETTET 
pitusiVvm 0.00. J— 
Die eingeſchalteten Glieder in den Stellen J, 2, 3, 
SEEN 
Z, etc. find aus (43.) 3 V nr; 3.4 Vr; 2.,.3Vr3 


—— — etc.. Ä 
2.2.2 


52. Auf diefe Are kann man überhaupt einen converse 
girenden Werth für w erhalten. Esift . 
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a 442446 as 
'arub atab j a+b+wb ö aFb+ub 
atsb— atsb J 

EEE ee Brunn 


wo die Brüche abwechfelnd Fleiner und größer als bie Sin 
heit find, und fich ihr allmahlıg nähern. 


53. Da zufolge (44.) das (m-+ta)te Glied der 
Reihe daſelbſt ift 
(a- mb). eto. 


| RE ER SR ale sche 
‚ a(a+-b) ee, (a+mb+ub). etc. 


wo der Linterfchied der Kackoren im Zahler und Nenner des 
Erganzungsbruches b ıft, wie in der Hauptreihe, ſo kann 
man fuͤr dieſen Bruch auf ähnliche Art einen convergirenden 
Werth finden. Man hat nur in der Formel für u anftare 
a hier. a-pmb zu fegen Wenn die Differenz b negativ 
ft, und Die Producte wechjelnd pofitiv und negativ wer: 
"den, fo ‚erfordert die Interpolation ie ein befonderes 
Verfahren, wie bey einer geometrifchen eihe mit abwech⸗ 
felnden Vorzeichen, 


54. Das eingefchaltere Glied in ber Reihe (46.) ift 
‚convergirend. Man fege nur die Factoren in den Zähler 
des zweyten Bruchs wechfelsweife zwifchen die Factoren 
in dem Zähler des erflen Bruchs, und verfahre eben fo 
mir den Mennern, fo find die Bruchfactoren abwechfelnd 
fleiner und größer als die Kinheit, wie vorher in dem 
Werthe von u?. Rey der Berechnung des Werthes von 
u? oder jenes Sraanzungsbruches bat man nur aus dem 
Zähler oder Nenner des legten Bruchfactorg, bey dem man 
ſtehen bleibe, bie Quadratwurzel zu ziehen. 


aa. 


etc, 





Beyſpiel einer Interpolation aus der mathematiſchen 
Geographie. 


55. Bouguer fand (Figure de la terre p. 290.) 
daß die überſchüſſe der in Frankreich und in Lappland 
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gemefjenen Grade des. Mieridians über den in Peru, näms 
lch 321,und 669 Toiſen fidy nahe wie die Biquadrate der 
Sinus der Breite verhalten: Das Verhältniß wird fol« 
gendergeftalt gefunden. Die geographifche Breite des mitt 
lern Punetes des franzafiichen Grades fey, wie Bouguer 
fie anſetzt, 49° 23’, ‚des lappländifchen 66° 19°. Die 
Länge des peruanifhen Grades fey, nad feiner Beflime 
mung, 56753 Toiſen; des franzoſiſchen 57074 T., des lapp⸗ 
landiſchen 574223 T. Es ſey nun 3217 =allin 49° 233 
669 fin 66° 19 

321 — fin 49° ). 
und 1669 — 1321 —n fin 66° ig'— | fin 49° 23°), 
aljo n 23189241 — 3,913036. 

c‚„o815022 . 

Hierauf laßt fich der unveränderliche Factor a beſtim— 
men. Es iſt 1321 —loga Hol fin 49° 23%. Der 
Logarithme des Sinus als eines eigenzlichen Bruchs if eine 
negative Größe, namlich 1 im 49° 23‘ = 9,8802887 
— 10 = — 60,1197113, alfo nl fin 49° 23°. = 
— 0,468434, und log a 2,97494, fo daß a 943,93. 
Die Breite des mittlern Punctes eines Grades des Mieri« 
dians fy — P, fo it dürch Einſchaltung die Länge des 
Grades — 50753 + 945,93 x Iin 93,93. 


. 56..Mach der neuen Meffung in Sappland halt der 
Meridiangrad in der Breite 66° 20° 12° nur 57209,28 
Toifen, nach einer vorläufigen Berechnung. Der Übers 
ſchuß fiber den peruanifchen Grad beträgt ‚alfo nur 456%. 
und es it mn = 1,871... Das bringt die Figur des Meris 
dians der elliptifchen ſehr nahe. 


57. Da der überſchuß der Länge eines Grades in der 
Breite © auf einem elliptiſchen Meridian durch die Reihe, 
A fin 9° + B. ſin 9% + C fin 9° + etc ausgedrückt 
wird (f. Srfitumungsfreie), we aber A, B, C, etc. 
nicht unabhängige Großen find, fordern alle durch die bei= 
den Aren-der Ellipſe gegeben werden, fo laßt ſich dieſer 
Überfchuf an einer von der elliptifchen wenig ee 


669 = = «(fin 66° 19)", fo iſt — 
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Geſtalt der Meridiane bequem durch eine ähnliche Formel 
Daritellen, wenn die Coefficienten von einander unabhän⸗ 
gig gefetst, und bloß durch gemeſſene Grade beftimme wer: 
den. : Das iſt eine Erweiterung von Bonguers Hypotheſe, 
Die nur. das zwehte Glied der Reihe aufnimmt Man fehe 
meine beiden Auffäge über die Anwendung diefer Formel 
in dem aftfonomifchen Nahrbuche von Bode für 1787 und 
1788. Hier foll dies nur zum Xenfpiele dienen, wie man 
ein einfaches Gefes den Beobachtungen anpaflen möge, 
wenn diefe, der Natur der Erfcheinungen gemäß, nur 
durch Mebenwirfungen Davon abweichen. 

58. Von der Einfchalrung des größten oder Fleinften 
Werthes einer Function, z. B. bey der größten Declinas 
‚ tion der Sonne im Sommer oder Winter; bey der Culmi⸗ 
nation eines Geftiens, f. den Artikel, Größtes und Kleinftes, 


Zur Geſchichte der Theorie des Einſchaltens. 


Zur Berechnung der einfachen Proportionaltheile hat 
ſchon Prolemäus in feinen Tafeln der Chorden eines 
Kreifes den zu einer Minute bey jedem halben Grade gehoͤ— 
rigen Unterſchied der Chorde beyaefügt. | 

Wie Rhaͤticus ſich bey dem Kinfchalten der 
Sinus und Cofinus von To zu 10 Gecunden verhalten 
hat, ift in dem Artikel, Cyklotechnie, (Th. 1. ©. 672.) 
erzahlt. — 

Brigas gebrauchte zur Berechnung der Logarith— 
men die Einſchaltung vieler Glieder in geometrifcher Pro- 
greffion zwifchen der Einheit und einer wenig von ihr vers 
fchievenen Zahl, Er verfuhr daben folgendermaßen. 


Es ſeh a+W-ı=A a4 —ı mA; 


Gar — Ar; (HA ran, u. ſ f. 
Ferner ſey | | 
zA—A—B; JAA Be; FA AU 
B“, uff 
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4B-B=6G; BP — Bu. ſif 


% 


c=-D 40 -—- e&' =D af £ 


6 — 
8 

70D — De— D — DU! = A ſ. 
zE- V=r:wff 


Die Größen B,C,D, E, F, etc. werden ſucceſſto 
kleiner, und nehmen ſehr ab, wenn A ein kleiner Bruch iſt. 
Das fand Briggs durch eine individuelle Rechnung, Da er 
den binomifchen Lehrſatz in feiner Allgemeinheit noch nicht 
kannte. Wird eine der Größen, als F, fo klein, daf fe 
nicht mehr in Betracht kommen kann, fo iR’ — „5 E 
faft genau. Daraus werden fucceffiv DY, CH, BIV, Ar 
gefunden, wenn die Werthe A bis zu dem Arv nebit den 
zugehörigen Differenzen gefunden find, fo daß nun die 
geomerrifche Reihe fortgefegt werden Fann. Das Verfah: 
ren ift aber befchwerlich, nur ein Behelf in Ermangelung 
des binomifchen Lehrſatzes für gebrochne Erponenten. 


Briggs giebt noch eine Methode, die Differenzen zu 
finden, die Huiton in feiner Abhandlung von der Conſtru— 
ction der Logarithmen, in der Einleitung zu feinen mathe— 
marijchen Tafeln, ingenious, but not obvious nenut. 
Sie beruht auf denfelben Gründen als die eritere, 


Es ſey nämlich (1Pu) —-ı—Ak; 
(1 Aſ (tu) — ı=A'; 9 
+ ma ahead, uff 
Kerner fey | ” 
3a — AB; ZA" —-A—B; IA Au 
— Br uhf, Zn | 
3B —B=cC; MM" BC, wff, 
30’—C=D;, 0" — = 2; u. ſ. f. 
D — DE, weh. 
Hieraus it B = Ju — ZA?®;: 
D=73W Hz WU ZH vus. u. ſ. f. 


4 


/ 
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Dadurch finder man die Größen A, AU, Art, etc. 
nach der Meihe, auch in dem Kalle, wenn A +7. ne 
—— iſt, —— Grad eine Potenz der Zwey iſt, 


als (1 Lu)* N (+ dgl. 

Beide Methoden mit Beyſpielen erläutert giebt 
ringe in der Einleitung zu feiner Arithmetica logarith- - 
mica, 1624, woraus die erften eilf Capitel in der Arith- 
metica logarithmica von Vlacq eingerückt find. In 
den folgenden beiden Capiteln, die Vlacq nighr haͤtte weg- 
laſſen ſollen, zeigt Briggs, wie micteſſt der Differenzen 
die Logarithmen durch ee gefunden werden. Er 
berrachter zweyerley Falle, erſtlich, wenn die zweyteu Dif: 
ferenzen ganz; oder nahe gleich groß find, zwenteng, wenn 
die Differenzreiben bis zu irgend einer Ordnung fortgehen. 
Seine Megel für den — Fall ſtimmt mit der Formel 
bx — 

1.2 
entſteht, wenn die Glieder der dritten Differenzreihe und 
der folgenden alle Mull ſind. Fuͤr den zweyten ſchwerern 
Fall ſtimmen feine | Borfhrifren ganz mit denen überein, 
die Cotes in. feiner Canonotechnia gegeben bat, da die 
Differenzen , welche Briggs mittlere und verbeſſer te nennt, 
von Cotes runde und viereckte genannt werden, weil er ſie 
durch Zahlen bezeichnet, die in einen kleinen Kreis und in 
ein Duadrat eingeſchloſſen ſind. (Hutton in der vorgedach⸗ 
ten Abhandlung). In der Trigonometria Britannica, 
L. 1x cap. 12. giebt Briggs einen Abriß ſeiner Methode 
des Einſchaltens, und zeige ihre Anwendung bey der Eine 
fchaltung in einer berechneten Kolge von — deren 
Winkel eine arithmetiſche Reihe ausmachen. Priggs iſt 
alfo der Erfinder der Methode durch Dif erenzen einzufchäfe 








y=ax 2 überein, die aus der in (6.) 


‚ten, Er nimmt in dem gedachten jweyten (alle andere 


Glieder der lu als bey der Formel in (6.) 
angewandt find, 

Wallis fand auf eine ſehr ſinnreiche Art die In— 
kerpolatton ſolcher Bruͤche, deren. Zähler und Nemner 


Einfhalten Sr 
fusceffive Probducte aus den Gliedern arithmetiſcher Pro; 
greffionen find, die in (47.) auf eine andere Arr bewerk⸗ 
ſtelligt iſt. Er ſcheint den Ausdruck, Interpolation, zuerſt 
gebraucht zu haben. Die. Arithmetica infinitorum, 
worin er jene Erfindung vortraͤgt, erſchien im J. 1653 
In dieſem Werke zeigt er auch, wie die fignrirten Zehlen 
zu interpoliren ſind, aus der allgemeinen Form derſelben, 


Mouton, ein Geiſtlicher, der zu Hon lebte (geſt,. 
1694.), gebrauchte zu aſtronomiſchen Rechnungen eine 
Saterpolations- Methode, die er einem Hoͤner Mathemas. 
tiker, Namens Regnault, verdankt, Er jeigte, wie man 
Dadurch fowohl zwiſchen den Angaben berechneter Tafeln 
mittlere Größen finden, als in einer Reihe von Beobahenn 
gen die fehlenden einſchieben könne, und zwar genauer als 
durch einfache Proportionaltheile. Vermittel ſt dieſer Me 
thode berechnete er Tafeln der Declination der Sonne und 
der ſcheinbaren Größen ihres Durchmeſſers bis zu Secuu— 
den und Tertien, in einer Schrift: Obferv. diametr. 
Solis et-Lunae apparentium. Lugduni 1670. 4; 
(Montucla hift. des Mathem. T. II. p- 640 IIL.p. 301.) 


Leibnis fand au, wie die Glieder einer Reihe 
aus den Anfangsgliedern der Differenzreihen zuſammenge⸗ 
fest werden, S. 36.2 ©. 839. Be, 


Allgemeine, zur Anwendung geeignete Vorſchriften 
gab Newton in den Principüs Philof, natur. L. III, 
Lemm. 5. für beide Fälle, da die Abftände der gegebenen 
Grsßen von einander gleich groß oder ungleich find. - Das 
Lemma hat die Überfchrift: Invenire lineam curvam, 
generis parabolici, quae per data quotcunque 
puncta tranfit. Die gegebenen und vie einzufchaltenden 
Grsgen werden, nach der damahls gewöhnlichen Methode, 
alle Relationen geometrifch Darzuftellen, als Drvinaten einer 
paraboliſchen Curve betrachtet, deren Gleichung iſt y ⸗ A 
tax bxe - cxs -4 etc... in einem fleinen Aufſatze: 
Methodus differentialis, der ı7rr. gedruckt ift, zeigt 
Newton, wie. flir irgend. cine Anzahl gegebener Größen, 
die als Drdinaten einer parabolifchen. Curve angeſehen wers 
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den, die Gleichung fuͤr die Curve beſtimmt wird. Die 
Rechnung iſt faſt dieſelbe, wie die oben in (10. 14) ge— 
führte. Er leitet daraus noch einige Formeln zur Berech— 
nung der eingeſchalteten Größe her, welche man in jener 


Schrift ſelbſt nachzuſehen hat. 


Ehe die Newtoniſche Schrift Über den Gebraud der 
Differenzen zum Einfchalten. befannt gemacht war, ſuchte 
Cotes, veranlaßt durch das Lemma in den Principien, 
eine Auflsfung der Aufgabe, und trug fie nebft den dazu 
gehörigen Sägen, feinen Zuhörern in Cambridge vor. Der 
Auffaß ift der Ausgabe feiner Harmonia menfurärunı 
durh Rob. Smirh, Cantabr.' 1722. beygefügr. 


Eben viefer Schrift ift angehängt: Canonotechnia, 
five conftructio tabularum per .differentias, worin 
Cotes Formeln zum Einſchalten angiebt. Die Rechnung 
nach denfelben aber ift fehr zufammengefeßt, ob ‚gleich Das 
Berfahren fehr finnreich ift. Die gegebenen Größen ſetzt 
er in gleichen Abftänden von einander, und nimmt das 
Anfangsglied in ver Mitte derſelben, fo auch die Anfangss 
glieder der Differenzreihen. Aus den Differenzen aller 
vorhandenen Ordnungen füchter die Anfangsglieder der Dif⸗ 
ferenzreihen für die erweiterte Meihe. Diefe Anfangsglier 
der nehmen ebenfalls. die, mittelſte Stelle in ihren Reihen 
ein. An der Erfindung der Beweiſe zu jenen Formeln mag 
man feinen Scharfiinn üben. Beide Abhandlungen find 
nebit noch zjwey Eleinen dem Hauptwerke a 
Schriften el Perfaffers, von Matsko, Prof. i 
Rinteln, zu Jemgo 1768 befonders herausgegeben, ne 
dem allgemeinen Titel: Opera mifcellanea Rogeri Cotes. 


In Jakob Stirlings Methodus diflerentia- 
lis, Lond. 1730. handelt der zweyte Theil won der Inter— 
polation der Reihen. Es wird darin nicht allein gezeigt; 
wie zwifchen Größen von der Form der Ordinaten parabo⸗ 
liſcher Linien die Einfchalrung gefchieht, fondern auch wie 
es bey continutrlichen Probieren ausgeführt wird, bey den 
leztern nicht ſo kurz als es in dieſem Artikel gerviefen iſt 


J 
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Fuͤr die Interpolation der erſtern Art giebt der Verfaſſer 
eigenthümliche Formeln. J— 


F. C. Maier, in Petersburq, zeigte in den Gom-: 
mentarüs Acad.‘Petrop. T. I. a. a. 1727, wie bet 
Zeitpunct des Gonnenftiliftandes durch Huͤlfe einer Inter— 
polations: Formel gefunden wird. Er giebt dafelbit auch 
die Kormeln für Größen von der Korm a + 6x + yx° 
+ 5x3 + etc. mit dem Gefeg ihrer Fortſchreitung. Ihre 
Glieder find anders geordnet, als; die von den Formeln 
(15, 16.). | 

Die Abhandlung, De Ta methode des differences 
et de la Sommation des Series par Walmesley, in 
den Mem. de l’Acad. de Berlin, T. XIV. a. 1758 ı 
wird kaum efwas neues enthalten, es möchte denn in der 
Entwicklung der Termeln feyn. Die Formeln, Probl; 
I, III. ftchen in Stirlings Abhandlung, propof. XX. 


In tambertsiBenträgen zum Gebrauch der Ma: 
themarıf, zten Th. Berlin 1772. find Anmerfungen über 
das Einſchaften befindlich, die insbeſondere auf Die ſchick⸗ 
liche Wahl der Formel zum Einſchalten aufmerkſam machen. 
Mir dieſem Aufſatze verbinde mar den über das Einſchal—⸗ 
ten beym Gebrauche der Ephemeriden, im altron Jahr⸗ 
buche für 1776. In den Zufägen zu den logar und tri— 
gonom. Tabellen, Tab. 38. har Jambert die obigen For—⸗ 
mein :8.22.23.) und noch eine diefer Hartung entwickelt. 


Problems concerning Interpolations by E. 
Waring. Philof. Transact. vol LXIX. 17 °9.), 
nr. VII. Die allgemeine Kormel kommt mit der in (16.) 
der Geſtalt nach überein. Warina giebt auch eine Merhode 
an, eime angenommene Function für eine Folge von Größen 
fo zu verändern, daß fie.nicht allein die gegebenen Glieder, | 
fondern aud; die nach derfelben berechneten richtig darftelle: 


ta Grange bat in den Memoiren der Parifer Aea⸗ 
demie für 1771. eine Abhandlung über das Einſchalten 
bey Reihen geliefert, deren Unterſchiede ſehr ungleich find, 
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vd zunehmen, bald abnehmen. Machher hak ihn die. 
Betrachtung des von Newton in der Schrift über die Dif— 
ferenzen-Methode, in dem dritten Satze gebrauchten Ver- 
fahrens zu einer Bemerkung vera! laß , wodurch er feine 
in jener Abhandlung gebrauchte Methode noch fehr abges 
kürzt bat. Er heile fein neues Berfaßren in dem aſtro⸗ 
nonnfchen Jahrbuche fuͤr das J. 1783. mit. Hier entz 
wickelt er ein allgemeines Glied, von der Form 
y=alın («+x$)+ bfin@+xx)+efin(y-Fxy) 
+ etc - 
und zeige fehr fcharffinnig, wie Die unveränderlichen Coeffi⸗ 
cienten ſowohl als die Winkel a, 6, y, etc. O, X, W, etc. 
beit immt werden fonnen. Man fommt daben auf Hliez 
der ſucceſſiver Differenzenreihen, die rücklaufende Rethen 
ausmachen. Noch cine Abhandlung über das Einſchalten 
von dieſem großen Analyſten iſt in den Memoiren der Berz 
liner Akademie für die Jahre 1792 und 1793 enthalten. 


2a Place hat fich * mit der Theorie des Ein: - 
fehaltens beſchäftigt, in einer Abhandlung über die Reihen, 
in den Parifer Memoiren für das J. 1775. 


Was Prony und Charles in dieſem Fache —— 

— iſt oben ſchon angeführt worden. | 
x i * 
* 

Mach der AInterpolations-Methode von Brigqs, 
Newton Meth. diff Prop. III. IV.); Cotes, Stirling 
(Prop. XX.), !a Grange (Aſtron. Jahrb. 1783.) werden 
nicht die Anfangsglieder der Hauptreihe und der Differenz⸗ 
reihen, wie in der hier (0.) zum Grunde gelegten Formel, 
ſondern Glieder aus der Mitte dieſer Reihen genommen, 
um daraus und aus der Stellenzahl eines Gliedes die For—⸗ 
mel fir daffelbe zufammen zu fegen. Man fchreibe die 
Hauptreihe und die Differenzreißen folgenvdergeftale unter. 
emander: 
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mo bie Differenzen unterhalb zwiſchen betjenigen Gliedern 
ſtehen, von welchen fie die Differenzen find. Das Anfangs- 
glied der Hauprreihe ift A, die Glieder, * A, A, 
gehören zu den Stellen 1, #2, —3 die linker Hand 
zu den Stellen —ı, —2, —3; fo daß A die Stelle o 
bat. Da aus der Hayptreibe hier eine ungerade Anzahl 
Glieder genommen ift, fo. enthalten die Differenzreihen mit 
einer ungeraden Ordnungszahl eine gerade Anzahl Glieder, 
und bie mit einer geraden Ordnungszahl eine ungerade 
Anzahl Glieder. Man feße deshalb in jenen eritern 
ZCB+B)=B; Z(D+D)=D; 4 F+M)=F, 
u. f. f. wenn aus der Hauptreihe noch — Glieder in un⸗ 
gerader Anzahl genommen waren. Nun werden in den 
Sormelt der angeführten Verfaſſer die Interpolationsfor⸗ 
mein aus den Gliedern B, C,D, E, F, G, und aus 
der Stellenzahl des einzufchaltenden Gliedes zufammenges 
fest. Mac der Kormel (6) werden dazu die Differenze 
Ölieder B’, C', D“, E", F, G'', etc. genommen, 
Nun muß man diefe Differenzgfieder, B', C’, D‘, ete, 
in‘ jene B, C, D, etc. verwandeln, welches leichte iſt, 
und in der Tormel (6.) ihre Werthe durch dieſe ausgedruckt, 
fegen, fo erhält man die Kormel | 


x (x? x) 2er) 


ht C+ 1 
1.2 1.2.3 1.2.34 
z@-r)(-4). x: (x 1)(x°-4) 
me F G-+ etc, 
1.8-3.4-5 ——— 1.2.3.4.5.6 au 


: Das ift die Kormel in Men Meth. diff. Prop. II. 
eal. Is 
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Auf eine ähnliche Art hätte man zu verfahren, wenn 
ju ber. Hauptreihe eine gerade Anzahl Glieder genommen . 
wäre. Man häfte aber das arithmetifche Mittel von den 
beiden mittlern Gliedern in den Differenzreihen von einer 
geraden Ordnungszahl zu nehnten. 


In unfern allgemeinen Sormeln (8. 10. u. f. fi) 
mögen von den Abftanden m, n, p, g, r, etc. der gege: 
benen Glieder von dem Anfangsaliede, welche man will, 
negativ genommen werden, daher man zu dem Anfangs⸗ 
Hliede, welches man will, nehmen kann. Die Kormel in 
(7.) enthält nur einen befondern Fall, der gebraucht iüft, 
um die allgemeine Form eines einzufchaltenden Gliedes zu 
erhalen. Man har nicht nerhig, in dem Kalle, da das 
Anfanaeglied in der Mirte zwiſchen den gegebenen Gliedern 
liegen ſoll, eine befondere Formel zu fuchen. 


-.  Einfchreibung der Figuren (Inferiptio) ift bey 

einer geradlinichten, wenn diefe innerhalb einer gegebenen 
Figur, geradlinichren eder Frummlinichten, fo gezeichnet 
wird, daß fie mir jeder igrer Ecken oder Winfelpunete den 
Umfang diefer trifft; bey einer Erummlinichren in einer 
geradlinichten, wenn fie alle Seiten diefer berührt. Die - 
andere Rigur iff um die eingefchriebene befehriebem (cir- 
cumifcripta) 


Eine eingefehriebene Hyperbel iſt diejenige, 
die ganz in dem Winfel ihrer Aſymptoten enthalten it, wie 
bie gewöhnliche. Kine umfchriebene Hnverbel ift 
ein Theil einer Linie der dritten Ordnung, welche ihre 
Aſymptoten fehneider, und diefelben von dem Durchſchnitts⸗ 
puncten an unendlich weir hinaus zwifchen ihren Schenfeln 
begreift: ine zwitterartige (ambigena) ift, welche 
mir einem Schenkel innerhalb, mit dem andern aufjerhald 
des Afnmproten : Winfels liegt. 


» Der Rall, der am meiften vorkommt, ift die Ein: 
fhreibung und Umſchreibung des Kreifes und eines ordente 
ichen Vielecks in und um einander, f. Kreis und Vieleck. 


Zinthellamg , f. Theilung. 
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Elcataym, die Benennung einer Rechnungsregel 
ben Lucas de Burgo, nämlich der Regel von zwey unrichtis 
gen Annahmen. Das Wort verräth einen arabiſchen 
lirfprung. : Raftners Geſch ver Mathem I. S. 69. 
Llectio, f. Somplerion. | 

femente, in der höhern Geometrie, find die mit 
jeder, auch noch fo fleinen, endlichen Größe umnvergleich- 
baren Theile einer Linie, lache oder Koörpers, was man 
allgemein ben- jeder Art veränterlicher Großen Diffsrene 
tiale nenne Auf diefe bloß relativ denkbaren Theile 
kommt man nothwendig, wenn man eine Große ſich ſteti— 
ger Weiſe verändern läßt. Die Unterſchiede der veränder— 
ten Größen find Theile des endlichen Ganzen, aber wegen 
der Bedingung der Stetigkeit in der Zunahme oder Abe 
nahme Fönnen fie Feine meßbare Größe haben... ©. Di: 
ferentiale, ©. 815. an 

Der Ausdruck ift aus der Naturlehre entlehnt. Ele— 
mente der Körper heißen die nranfanglıchen Beſtandtheile 
derſelben, es fen nun, daß. man fie ſinnlich darſtellen zur 
fönnen glaube, wie die altern Philoſophen, oder daß iman 
ihnen cine für uns unfinnliche Beſchaffenheit benlege, 
Freylich kann man nicht fagen, Gold beftehe aus gold: 
nen Theilchen. | a 

Elemente einer marhemarifchen Miffenfchaft find 
die Hauprjäge, aus welchen alle beſondern Säge hergeleiret 
werben, fie mögen von der leichtern oder fchwerern Gattung 
fean. Die Dauptfäge unterfcheiden fich von den Folge— 
fagen durch die Verbindung mir einem Begriffe, ver in 
den vorhergehenden Ichrfägen noch nicht angewandt war, 
So lange in der Verfeftung der Saͤtze bloß dieſelbe Anzahl 
vou Begriffen-gebraucht wird, find die Saͤtze Folgerungen 
aus den vorhergehenden, Umwandlungen gewifler Formen. 
So wie aber ein neuer Begriff eingeführt wird, fo entſteht 
eine Abrheilung der Kette, oder ein neuer Zweig, und der 
Satz, oder die Sätze, die diefen Zweig anfangen, gehören 
zu ven Elementen. z. B. in der Geometrie ſey man mit 
den Lehrſaͤtzen über Gleichheit der Dreyecke, Linien und 


’ 
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Winkel fertig, und führe nun die Parallelen ein, fo bat 
man in den Gäßen, worin dieſes geichieht;, eim Element 
der Wiffenfchaft. ‚Kin anderes Element giebe darauf Die 
Betrachtung der Ähnlichkeit durch die Verbindung mit: 
den? Degriffe ver Proportionalitär; dann die Verbindung 
eben diefes Begriffs mir den Parallelogrammen von einer— 
Ion Hehe. In der höhern Seomerrie find die Differenriale 
foimeln von dem Flächenraume einer diqur, Dev Längt deß 
Bogens, dem Forperliben Raum, ver durch Nie Umdre— 
hung um eine Are erzeugt wird, Elemente dirfes Theils ver 
Wiſſenſchaft. Go auch die Verbindung eines Kreisbogens 
mie dem Bogen einer Curve ; sur 9 Meſſung ver Krümmung; 

die Verbindung einer geraden? Linie mir demſelben zur Der 
ſtimmung der Richtung, einer ſolchen oder eines hyperboli— 
ſchen Zweiges jur Beſtimmung der Lage oder Geſtalt des 
unendlich entfernten Theils der Curve, wo dieſes Statt hat. 


Elemente in dem Lehrvortrage ſind eine Samm: 
lung der Grundlehren, mit den wichtigiten Kolgelägen, ins 
nerhalb eines gewiſſen vergejeichneren Limfanges, mit 
miehrerer oder geringerer Ausführlichkeit, nach dem Be— 
dürfniß der Leſer, für welche der Verfaſſer ſeine Schrift 
beſtimmt. Bepy den Alten waren die Elemente der Geo— 
metrie und Arithmetik von Euklides ein allgemeines claffi= 
ſches Jehrbuch, die auch in der Urſchrift ven Tırel, arorxsıa 
(Elemente) haben, Er felbijt ward manchmal 0 arorgsıwn- 
7ys, elementarius, genannt. Was in feinem Werke 
betwiefen war, ward von endern Geomerern als befanne 
vorausgefeßt; was fi nicht darin fand, aber doch zur 
Ausfüihrung einer Alnterfuchung nerhig war, ohne dazu 
unmittelbar zu gehören, ward unter der Rubrik, Lemma, 
eingefchalter. 


- Wir Fönnen ſchwerlich ein folches allgemein angenom: 
menes Lehrbuch ver Mathematik erhalten, Die Wolfifchen 
Anfangsgründe waren es in Deuffchland beynahe eine gute 
Zeit hindurch. Allein die fehnelle Zunahme der Wiflen- 
ſchaft und Werbefferung der Merhoven verdrängen bald ein 
gutes Lehrbuch, Ein bleibendes wäre auchinur in der reis 
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nen Mathematik zu heffen. Es iſt nicht ſo leicht zu ber⸗ 
faſſen, als es unſere rüſtigen Schriftſteller glauben. Die 
Elemente muß man nicht bloß erlernt, ſondern durch hau⸗ 
fige eigene Anwendungen ſich eigenthümlich gemacht haben. 
Bir werden mit einer Menge Lehrbücher überhaͤuft, ohne, 
daß Das Studium der Mathematik Dadurch befördert würde, 
Man ſchreibt die Vorgänger nur ab, verändert die Nuords 
nung, laßt bier etwas weg, feßt da hinzu, verbeſſert hier 
eine Kleinigkeit, verfchlimmert da vielleicht mehr; man haft 
feine unausgebilderen, verworrnen Vorſtellungen für Belle 


Begriffes man fehmeichelt fich, daß nıan der Wiſſenſchaft 


Dienſte leiſten möge, und cs iſt nur die Begierde als 
Schriftſteller fih zu zeigen, oder fih dadurch als Lehrer 

zu empfehlen. ber auch geübten Gelehrten mag die Aus: 
arbeitung eines Lehrbuches mißrathen. Sie Fönnen leicht 
verſucht werden, hier ihre Gelehrſamkeit zu zeigen, oder 
etwas eigenthümliches anzubringen. Allein in einem Lehr⸗ 
buche muß nichts als das ſchon bekannte vorgetragen wer— 


den, nur auf die möglich gruͤndlichſte, kürzeſte md licht⸗ 


vollſte Art. Die Form macht das ganze Verdienſt des 
Werks aus. Alles dieſes mag auch auf die Lehrbücher in 
andern Wiſſenſchaften angewandt werden, 


| Elimination Güliminatio, exterminatio) in der 
Analnfis ift das Vorfahren, da eine Große, welche in zwey 
oder mehrern, weſentlich Verfehiedenen und unabhänaigen 
Sleichungen vorkommt, herausgeichafft wird, ſo daß da— 
durch eine oder mehrere Gleichungen zwiſchen den übrigen, 
frey von der weggeſchafften Größe, erhalten werden.— 


1. Man habe zwey Gleichungen und in Beiden dieſelbe 
Größe z. Zu diefer haben die übrigen Größen eine be- 
ſtimmte Relation; fie haben daher auch unter ſich eine be- 
ſtimmte Relation... Diefe ift aber nur mittelbar gegeben, 
wegen ber Einmiſchung der Größe z. Die neue Gleichung, 
welche durch Die Wegſchaffang derfelben erhalten wird, fteilt 
die Melation der übrigen unabhängig von z, und unmittel: 
bar dar. Jede derſelben wird nun Durch wie damit verbun⸗ 


\ 


— 
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denen beſtimmt, und zwar fo, daß ihre Relation gegen z 
den beiden zuerſt gegebenen Öleichungen gemaß iſt. 


a. Überfaupt, wenn n Öleichungen gegeben werden, 
in Deren jeder von den n— 1 Größen, z,'y, x, etc. 
wenigiteng eine vorkommt, fo wird Durch Die Mesihaft: ng’ 
einer diefer Großea eine neue Gleichung (eine Bedingungse 
gleichung) erhalten, in welcher die Relation der Übrigen; 
in den gegebenen Bl ichungen enthaltenen Größen gegen 
einander fo beſtimmt wird, daß jede derielben zu ver wig? 
gofchafften Größe die Nelation bat, die in jenen Gleichun⸗ 
gen ausgedruckt iſt. 


3. Die Algebra ‚gebraucht. die Elimin ation zur Ab⸗ 
ſonderung einer der unbekannten Größen von den übrigen. 
Sind n Öleichungen vorhanden, und n unbefannre Grö— 
Gen, fo lafjen fih mn — ı derjelben wegichaffen, und es gebt 
eine beſtimmte Öleichung jwifchen der einen übrig aelajie: 
nen und den befannten Größen hervor, die in den Gleis 
chungen gegeben werden. 

4: Die beiden Hauptfälle find, erftlih, wenn afle 
unbefannte Größen bloß in der erjten Poren; vorhanden 
find, zweytens, wenn von allen oder von einigen höhere Pos 
tenzen vorkommen. 


1. Elimination der unbekannten Groͤßen, die nur in 
der erften Potenz vorhanden find. 
. Für zwey unbekannte Großen, z, y, ſeyn die 
Beiden Gleichungen gegeben: 
I. a2 +by=p. 
UI. Az+By=P. 
Man mulriplieire I. mit B, und IT. mit b, und ziehe 
darauf I. don IT. ab, fo wird erhalten, 
III. (Ab— aBjz2=Pb—pB. 
Auf ähnliche Arc oder durch gegenfeitige Vertau⸗ 
ſchung von A und à mit Bimdb, iſt 
IV, (Ba—bA)y = Pa — pa. 
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In der Gfeichung für z ſtehen iy dem Theile rechter 
Hand P und p für A und a indem Theile linfer Hand, 
fo wie in der Öleihung für y jene für B und b ſtehen. 

6. Die unbefannten: Größen feyn 2, y, x, und 
die drey Gleichungen: | 

I. az + by cp. 
MA +By+ cx=P 
IH, az + öy ty me | 

Man multiplicire I. durch By— BC: ferner IT durch 
Be — by; und IL. durch bDC— Be, und addire die Pro— 
duete, fo hebt fi) alles auf „was yundx enthält, und 
es iſt 

(aBy — aßC + Aßc — Aby tobt — aBc)z 


— 
— — 


pBy — pßC + Pc — Pby+ rbC — rBc. 

Verwechſelt man gegenfeitig a, A, « mit b, B, 8, 
fo erhält man die Öleichung für y. Vertauſcht man gegen: 
feitig a, A, a mit c, C, 7, fo wird die Öleihung für x 
erhalten. E 


7. Das Sefe der Formation iſt ein combinatoriſches. 
Man bejeicine die drey Alphabete, a,b, c; A, B,C; 
a, B, y; durch die Zahlen 1, =, 35 die Buchitaben durch 
die Stelle, indem a, A, a in die erſte, b, B, 8 in die 
zweyte, c, C, y, ın die dritte Stelle gefege werden. Es 
ift ſonach der Faetor von 2 — + 123 — 132 + 231 
— 313 * :12.— 321. Das Product von z ın dieſen 
Factor wird auf dieſ⸗elbe At⸗ ausgedruckt, wenn p, P 
ſtatt a, A, & geſetzt werden. Es ſind hier alle —— 
gen der Zapfen I, 2,43, vorhanden. Das Vorzeichen 
der Glieder it +, wenn die Anzahl der Folgen einer Fleie 
nern Zahl auf eıne größere. gerade oder null (wie in 123) 
ift, und —, wenn diefe Anzahl ungerade ift. Oper es ift +, 
wenn die Ziffern aus der Reihe 12312 von der linfen nad) 
der rechten Hand genonmmen werden, —, wenn es auf Die 
entgegengeſetzte Art geichieht. 3.8. in 4 231 find zwey 
Folgen, a1, 31, in — 322 find drey Solgen 32, 31, 21, 
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. Kür vier unbefannte Größen, z, Y, X, U, wer ⸗ 
den die Gleichungen gegeben: | 
I. azt+bytx+dw=p. 
= -: Az+By+CcxrDw=P 
Il.oz +ßytyaxtiwor 
- W.%+Vy+&+Ddv=%, 
es follen die Gleichungen für z, y, x, W, jede befonders 
gefunden werden. Man bezeichne die für die Coefficienten 


gebrauchten Alphabere nach ‘der Folge der Gleichungen 
Durch 1, 2, 3, 4; die Buchftaben ſelbſt durch ihre Stelle, 


wie in dem bengefügten Zafeın, la» 4 
fo dag z. B. 3412 das Produet ik © 2 u 
&Bc Deventer. Man ber rn 
zeichne num die Sleichung für z 3 | y 2 & S 
obgefürzt duch MZ=N, fo iſt 4 | | 


M= . * 
+ 1234 — 1243 + 1342 — 1324 + 1423 — 1432 | 
‘+ 2314 — 2341 + 2431 — 2413 + 2143 — 2134 i 
+ 3412 — 3421 + 3124 — 3142 + 32417 — 3214 
+ 4182 — 4123 + 4213 — 4231 + 4321 — 4312 


Die GrößeN entfteht aus M, wenn für a, A, a, A folg⸗ 
weife p, P, m, P gefest werden, Der Factor M ent« 
Hält alle Berfegungen der Ziffern, 1, 2,.3, 4 Das 
Vorzeichen: 4 wird gefegt, wenn Die Anzahl der Folgen 
einer Fleinern Zahl nad) einer größern gerade oder Mull 
(in 1234) ift, das Vorzeichen —, wenn diefe Anzahl 
ungerade iſt. 3. B. in + 3412 find 4 ſolche Folgen, 3r, 
92, 41, 425 in — 3142 find 3 folche Kolgen 31, 32, 42. 
Der, das Vorzeichen einer Combination ift in der erſten 
und dritten Zeile -+, wenn die drey legten Ziffern derſelben 
aus der Kolgeder Ziffern 1234123 von der linfen nach der 
rechten Hand, mit Übergehung der erjten, genommen wer: 
den, und —, wenn e8 von der ‚rechten. nad). der linfen 
Hand gefchiehtz hingegen in der zweyten und vierten Zeil 
— in dem erftern Falle, * in dem zweyten. u. o. 
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Für die unbefannte Größe y wird die Gleichung ex: 
halten, wenn die Buchſtaben in der Ordnung, wieb, c, 


d,. a, gefchrieben werden, wie . 


in dem bepgefügten Taflein, ſo r{[b cd a 
daß nun 3422 das Product 2|B CC. D A 
BCEd A bedeutet. Auch werden 318 vw ö & 
num P, P, m, P für b, B, BB A B ‘ee DD” X 


Die Rechnung, um die Gleichung für z zu finden, 
wird folgenvergeftalr gemacht. Man mulfiplicire die Gleis 
hung L mit den fechs erſten Größen in M, nachdem fie 
durch a dibidirt find, Die Gleichung IL. mir den ſechs fol⸗ 
genden, durch A vorher dividirten Größen; die Gleichung 
III. mit dem nachſten ſechs folgenden, durch « dividirten; 
endlich die Gleichung IV. mit den legten ſechs, durch X 
dividirten Größen. Hierauf addirt man die multiplicirten 
Gleichungen, das iſt, die Theile auf jeder Seite, ſo hebt 
ſich alles, was y, x, w enthält. Je zwey Partialpros 
ducte heben fick, die aus Gliedern in M entſtehen, worin 
‚die dritte und vierte Ziffer diefelben find, und die.beiden 
erſten ihre Stellen vertaufcht Haben, wie 1234 und 2134. 


9. Wenn in den Öleichungen das gegebene Glied, 
als p/ P, =, P, fehle, fo ift . 
bey zwey Gleichungen 
Ab=ab, 
bey drey Gleichungen | 
aBy + Aßc + abc — aßc 4 Aby + aBe, 
| bey vier Gleichungen P 
M=o aus (8), j 
Diefes find Bedingungsgleichungen für die gegebenen FE 


gen, wodurch die Relarion derfelben gegeben wird, ſo daß 
man fie nicht alle willkührlich annehmen Bf 
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II. Elimination der Größen, von melden Potenzen 
vorh nden ſind. | 
10. Die Methode, weiche fich zur Elimination einer 
Größe y aus zwey Gleichungen zwiſchen diefer y und einer 
andern unbefannten x am erſten anbiefer, iſt folgende. 
Steigt fie in der einen Gleihung auf eine höhere Potenz 
als in der andern, fo multiplieire man die letztere Gle ichung | 
nit einer Potenz von y, fo daf Die böchite P oten er 
Größe in beiden Gleichungen dieſelbe ſey. Durch — NMal⸗ 
siplicafion jeder Gleichung mit dem Factor der hochſten 
Potenz in der andern wird der hachite Terminus ut beiden‘ 
‚einerlen, und durch die Subtraction der kinen GSleichung 
von der andern erhält man eine neue Öleichung. ın weicher 
y auf einen niedrigern Grad ſteigt, als in der Gleichung 
von dem höhern Grade. So fahrt man fort, bis daß man 
zwen Gleichungen von demſelben Grade in Kbfichr auf y 
erhält. Aus diefen fchaffe man durch gehörige Multiplis 
cationem fowohl den Terminus mir der höchſten Poren; von 
y, als denjenigen, der y nicht enthält, weg, jo werden 
zwey neue Öleichungen erhalten in weichen y einen niedris 
gern Grad hat, und auf diefem Wege gelangt man endlich 
zu zwey gleichen Werthen von y, die eine Öleichung fir 
die zweyte unbefannre Größe und'die befannten geben, es 
ſey denn, daß beide Werthe von y Mull find. 
Hier folgen einige Beyſpiele. I. Der Fall, da y in der 
einen Gleſchung nur in der erſten Potenz vorkommt, ift 


leicht, weil man nur den Werth von y aus Gleichung 
in Die andere zu ſetzen braucht. 


II. Es fyn P,Q,R,p,g, r — einer 
unbekannten x, und die beiden Gleichungen für x und y 
feyn: 

L.P+ Qy-+ Be=o N 
H.p+qgy+ ıy=o 


Dan multiplicive I. durch x; II. durch A, und ziehe das 
Gi Product von dem erften ab; dann multiplicire man 
J. durch p, und’ IL, duch P, und ziehe das erjte Product 
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von dem zweyten ab, worauf man den Unterſchied bey der 
legtern Gubtraction durch y dividire. Go entſtehen Die 
Gleichungen, i | | 
j IH. (fr — Rpy+ (Or—Ro)y=o 

IV. ꝑq - p) Er — Rpy=o. 
Da aus dieſen Gleichungen erhalten wird 


_Pr—Rp ___0Op—Pq . 
177 Rq—Qr' ° ” Pr--Rp ’ 


fo ift | 
In diefer Gleichung ift die Nelarion zwifchen x und 
den gegebenen Größen enthalten, wodurch diejenigen x 
beſtimmt werden, welche in beiden Gleichungen, L, und IL, , 
einerlen Werth von y geben. | 


12. Sind die Gleichungen zwifchen den Größen x 
und y vom zweyten Örade, fo überſteigt die Anzahl ver 
Factoren x und y in feinem Gliede die Zahl 2. Daher 
find FR und r gegebene Größen, ohne x undy. Kerner 
bat Q die Sorm A + Bx, und P die Korm C + Dx ° 
+ Ex*. Eben fo bat q die Sorm a + bx, und p die 
Form c+dx+rex?. Wenn diefe Formen bollftandig 
gegeben find, fo iſt die höchfte Potenz von x in Pr—Rp’ 
die zweyte, in dem quadratifchen Produer die viertes in 
Qp — Pq die drifte, in Rq — Or die erfte, in dem Pro. 
ducte beider die vierte, Daher iſt IV. eine Gleichung für 
x vom vierten Örade, Da eine ſolche Gleichung entweder 
vier, oder zwey, oder gar feine, mögliche Wurzeln hat, 
. fo Fönnen die beiden Gleichungen I. und. II. entweder auf 

viererley oder zweyerley Art, oder gar nicht neben einander 

befteben, das iſt, es giebt entweder vier Werthe von x 
(vorunter auch gleiche feyn Finnen), oder zwey, oder gar 
feine, für welche y in jenen beiden Gleichungen einerley 
Werth erhält. Setzt man die Wurzeln der Gleichung V. 
in die ‘Formel für y, fo werden dadurch die Werthe der 
in beiden gegebenen Gleichungen für jene Wurzeln überein: 
ſtimmenden y gefunden, 3 @ 
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Setzt man die möglichen Werthe von x in eine der 
Gleichungen I. oder IL. fo erhält y für jeven diefer Werthe 
zwey Werrhe, weldye möglich find, da y durch eine Glei— 
hung vom eriten Grade gegeben — Hätte num x vier 
Werthe, fo befäme y zwar acht Merthe, allein nur vier 
derfelben fommen mit vier Werthen von y in der andern 
Gleichung überein. Denn y kann, Yermöge der einfacher 
Gleichung, nur fo viele mögliche Werthe erhalten, als 
x hot. | 


13. Es fey in der einen Gleichung die dritte Potenz 
von y nebſt niedrigern vorhanden; in der andern fey die 
böchite Potenz von y die zweyte, wie folget. 

1. P+-Qy+Ry° 
| I. p+qy+ry’+sy’=o, 
woP, Q, R, p, q, r eben die Bedeutung haben, wie 
vorher, und s auch eine Function von x allein it. Man 
‚multiplieire I. durch sy, und IL. durch R, ziehe darauf I. 
von II. ab, ſo iſt 

IH. Rp+(Rgq— Ps) y-+(Rr—0Os)y?=o. 
Nun haben wir zwey Öleichungen, in deren jeder die höchfte 
‚Potenz von y die zweyte ift. Man fege daher für die Fun— 
efionen p, q, r in (11.) hier Rp; Rqo—Ps; Rr—0s; 
fo erhält man 
| P(Rr—0Qs — Rep 


Nnña⸗o —Q Rr— 0)’ 
_... QRp—P(Rq— Ps) 
PRO) —Rp 
Alſo ift 


IV (PRr— PQs — R’p\ — 
(QRp — PRq + P’s) (R’9—PRs — ORr-+ Du 
Diefe Gleichung entwickelt wird 
P3s® — Q°ps + R’p* + P°(Rr? — — — 0rs) 
z Q*(Pgs + Rpr) + R’(Pg? — — ꝛr9) 
PQBR (3ps — gr) = 0. 
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Zu den Combinationen find von den Functionen P, 
Q, R je drey, und von den Functionen Ps; 9, tr, s je 
zwey genommen. Setzt man zu jeder die zugehörige Po: 
ten; von y, fo bekomme jedes Glied die fechfte Potenz von 
y als Sactor, Re: 


14. Wenn in der Gleichung I. höchſtens zwey unbe: 
kannte Größen in einander multiplicirt borfommen, und in 
der Gleichung IL. höchſtens drey, fo find R, 3 gegebene 
Größen ohne x; und die andern Sunctionen haben folgende - 
Kormen: | = | 


=—=A+B<+CxX;Q0=D-{ Ex; ae 
p=a-+bx + cx? + dx; q=e +fx + gx; 
r—h+ie. Die Gleichung IV. für.x ſteigt alfo ‚auf 
den fechiten Grad, wenn nicht durch gewiſſe Beſtimmun⸗ 
gen der gegebenen Größen der Coefficient von xs, oder bie 
von x° und x°, oder mehrerer Porenzen von oben herab 


Null find. 


Da eine Öleihung vom fechften Grabe entweder fechs, 
ober vier, oder zwey mögliche Wurzeln oder gar Feine hat, 
fo find es ſechs, oder vier, oder zwey Werthe von x, wodurq 
beide Gleichungen J. II. in den Werthen bon y zuſammen⸗ 
treffen, ‚oder es werden dieſe für keinen Werth von ber⸗ 
einſtimmig. | ee — 

Beyſpiele von hoͤhern Gleichungen ſind in Eulers 
Introd. in Anal. Inf. T. IL cap. 19. "anzutreffen, a. 


ie 


RT 


. oA, .r * 
nt — 


15. Die Gleichungen zwiſchen x und y in (ar5 130) 
Fonnen auch als unabhängige, jede als eine zwiſchen zwey 
veranderlichen Größen/ angeſehen werden, nur baf-als- 
dann, wenn x in beiden dieſelbe Größe bedeutet, yınicht 
einerley Werth hat; außer für ſolche Werthe von x, welche 
bieBurzeln der durch die Elimination von y erhaltenen&nd: 
gleichung find. Co iſt ed auch mit den beiden Gleichuu⸗ 
gen in (5.) beſchaffen, worin y nur,für denjenigen Werth 
bon zZ, der durch die Gleſchung 1IIJ. Ddaſ beſtimmt iſt, 
uͤbereinſtimmende Werthe erhalt: © - =, . 


“* % 
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16. Die beiden Gleichungen in (5.) ftellen jede eine 
gerade Linie mit den Coordinaten Z und y vor. Kür den 
Punet, wo fie fich fehneiden, (wenn fienämlich in einer 
Ebene liegen und nicht parallel find ; ift die Ordinate zu 
der Abfeiffe 2 gemeinfchaftlihb. Für jede andere Abfriffe 
muß man die Ordinaten y ın Gedanken oder durch eine Be⸗ 
- zeichnung unterfcheiden. | 


17. Die Öleichungen in (11.) gehoeren für zwey 
$inien der zweyten Ordnung. Hier find vier Abjeiffen x 
möglich, für welche die Ordinaten y einerley Werth erhal: 
ten, oder die beiden Curven Fonnen fich in vier Puncren 
fehneiden. So wie es aber auch nur zwey folche x geben 
fann, oder auch gar feine möglich find, fo giebt es Jagen 
Diefer Curven, ben welchen fie fich nur in zwey Puncten 
oder gar nicht ſchneiden. Wo ein Durchfchnirtspunct ges 
funden ift, ift auch außer diefem noch einer vorhanden; zu 
drey Durchfehnittspuneten fommt noch immer der vierte, 
Diefes wird durch die Geſtalt diefer Curven gut erläutert. 

18: Die erſte Gleihung in (13.) ift für eine Linie 
der zweyten Ordnung, Die zweyte für eine ‚der dritten. 
Diefe können ſich alſo in ſechs Puncten fchneiden; es 
mögen aber der Durchſchnitte auch nur vier, oder zwey 
vorhanden feyn, oder ed mag Feiner Statt haben. 


19. Ben der hier vorgetragenen Methode ver Elimina⸗ 
tion iſt zu erinnern, daß die Dadurch erhaltene Endgleichung 
für die eine,der unbefannten, x, auf einen höhern Grad 
führen fann, als es nach der Beſchaffenheit der Gleihune 
‚gen feyn follre, und daß fie alsdann auf den gehörigen, 
moglich niedrigften Grad durch die Diviſion mit einem Fa⸗ 
ctor gebracht wird, der feine gemeinfchaftliche y für vie 
beiden Öleichungen enthält. In dem Beyſpiele (13.) ent⸗ 
halt die Endgleichung IV. den Factor Rz bey höhern Gleis 
chungen enthält fie einen mehr zufammengefeßten, - Die 
beiden Gleichungen, — 


Ryt 4 Sys0, 
VV — — 


2 
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führen zu einee Endgleichung mit dem Faetor Sp—Ps' 
der Feine gemeinfchaftliche y liefert. 

Diefes ift einellnbequemlichfeit, weil man ben höhern 
Gleichungen den Factor ber Endgleichung vielleicht nicht 
mag finden Fonnen. | 

20. Euler giebt a. a. O. noch ein Verfahren an, wel⸗ 
des meniger Gubftitutionen bedarf, als das erftere bey 
hohern Gleichungen erfordert. Allein in dem Falle (13.) 
iſt es Doch viel befchwerlicher, als'jenes. Lim diefelbe Zeit, 
als feine introduction herausfam, -(1748.), trug er in 
ben Abhandlungen der Berliner Akademie für das J. 1748. 
eine ſinnreiche Methode der Elimination vor, beſonders in 
der Abſicht zu erweiſen, daß zwey Linien, eine vom mten 
Grade, die andere vom nten Grade ſich in nicht mehr als 
m><n Puncten ſchneiden koͤnnen. Sch will fie hier gn 
dem Benfpiele (13.) zeigen, 

21. Es fey 

.LP+0Qy+Ry=o, 

U.p+ry+try'+y=o 
Wenn für einen gemeinfchaftlishen Werrh von x beide Gleis 
“Hungen auch denfelben Werth für y geben, fo iſt diefer 
legtere eine der beiden Wurzeln in I. oder eine der drey 
Wurzeln in II. Die beiden Wurzeln in J. ſeyn A, B, 
fo ift entweder 


.p+qgA+rA 4 sA5o, 


oder 

.. p+trqB+rB’+-sB’=o. 
Das Produet diefer Gleichungen ift Null, es mag A oder 
B, oder jedes derfelben der gemeinfchaftliche Werth von 
y für dafjelbe x fenn. Laſſen ſich aus diefem Produere die 
A und B berausfchaffen , fo erhält man eine Gleichung für 
x mirtelft der ‘Sunctionen P, 0; R,p,g,r, s. 

Das Produer ift | ‘ 

p’ + pg(A+B) + pr(A'-+-B*) + ps(A5+B$) 
+ g’AB + grAB(A--B) + qsAB(A®-+-BP),- 
+ AB + ısAB’(A+B) + st As Bs. 


1 
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Mun iſt nach der Theorie der Sleihungen f. Glei— 
chung VI. 6.) und derer vom zweyten Grade insbeſondere, 


A+B=— 2 ABEL. 


R R 
Serner ift 
_ Q*-2PR', 
" — B)? — — — —, 
A⸗Be (AB — 24B = 
und | 
am 03 
AS+BS—=(A+B)>—3AB Ar = TE 


(f. auch combinarorifche Analnfis, 53.). Alſo ift das Pro: 
duet der beiden Gleichungen für A und für B, 

= p?R3 — pqQR° + prR(Q?— 2PR) 

+ ps(3 POR — Q?) + q PR? — qrPQR 

+ qs PQ*— 2P n) +r’P’R— rsP°Qd 

+sP=o 
übereinftimmig mit der Sleichung in (13.). Nach dieſem 
Verfahren geſchieht nichts überflüſſiges in der Rechnung, 
wie bey der erſtern geſchah, wo mehrere Glieder ſich auf⸗ 
heben, und die ganze Gleichung darauf nod) durch R divis 
dire werden muß. 


22. Die Bedingunasgleichung für x kann * durch 
ein Product dr ner Gleichungen, wie I. dargeſtellt werben. 
Die drey Wurzeln der Gleichung IL. für irgend ein x ſeyn 
a,b, c. Soll eine derfelben auch eine Wurzel von L. 
feyn, fo iſt | 
* entweder P+Qat+Ra=o 

oder P+0b+Rbb=o 


oder P+QetrRec=o. 


Die Bedingungsgleichung für x ns das Product die⸗ 
‚fer drey Gleichungen, un: 
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PS + P'Q(a+b+0+P’R(@+b+c) 
+ PQ°(ab + ac+ bc) + PR’(a’b’+a’c? + bc!) 
+ PQOR.a’b+a’c+b’a+b’c+c’a+cb) 
+ Q’abe + Q’R (abc? + ach? + bca?) 
+ QR?°(ab?c?+ ba?c? + cab?) + Riab’c—=o. 


Zur Wegfchaffung von a, b, c, dienen folgende 
Gleichungen: 


1) — =; 2) EERERENEN 4, 


3) abe =— T (Steigung III. s, und VI. 6.) 


Serner 
4) a +b’+-c’==(a+b — — — abe . 
s)ab 4 ac + — — (ab + ac + bc)? — 

zabce\a+b+ c) 
6) ab+atcHbra+bic+tcea+chb— 
(ab+act be) (a+ b-+-c) — zabc 
7) abc? +acb? + bcea®—=abe (a+b+c) 2 
g) ab?c* + ba®!c? + ca’b®—abe(be + ac+ ab). 

Durd die Subftitution dieſer Werthe entſteht wiederum 

die in (13.) gefundene Gleichung. 

23. Bald nah Euler har Cramer (Analyle des 
lignes courbes, 17350.) bie Methode, welche jener nur 
gieichfam angedeutet, und in ein paar Beyſpielen erlautert 
hatte, völlig ausgeführt und erwiefen, in dem zweyten 
Anbange des gedachten Werks, pag. 660 — 671. 

24. Euler felbft har das Berfahren noch etwas ab: 
geändert, in den Mem. de l’Acad. de Berlin, 1764. 
T.XX. Er zeigt es zuerſt an folgenden beiden Glei⸗ 
chungen, 

2° +#-Pz - Q=o 
25 >.p2’ -gz + r=o, 


— 
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aus welchen z herausgefchafft werben fol. Die Buchſta⸗ 


ben, P, Q, p, 9, r, enthalten die übrigen unbefannren - 


Größen aujjer z. - Damit beide Öleichungen mir einander 


zugleich beitehen können, müſſen fie für einen gewiſſen 


Werth von z beide auf Null gebracht werden Fonnen, oder 
beide Sleichungen haben eine gemeinfchaftliche Wurzel, oder 
auch „mebrere, Eine folbe Wurzel fen w, fo ft — w 
ein Factor von beiden Gleichungen ‚ und es ift Glei⸗ 


chung VL) 


2? + Pa +Q—= (zw 242u 


— pz + qgz+r=|z—u) (z?+az+b),- 


wo der zweyte Kactor in dem Produere rechter Hand der 
Duorient des Werrhes der Gleichung durch den sur 
z—wilt. Hieraus ergiebt fih nun, daß 
(2? + Pz+0)\(2 +ız+b, = 
+ pr+gtNe@+N 
ift, 
Wird das Produet auf beiden Seiten entwickelt, ſo 

find die. Coefficienten der gleichnamigen Potenzen von z 
einander gleich, nämlich 

‚EPta=p+N. ILQ+P+b=g+pl. 

Il. PP +Q@=gX+r WOQO=rl. 
Aus diefen vier Gleichungen laſſen fich die dren einfachen 
Größenzeichen, A, a, b, wegichaffen, und es bleivr die 


| Bedingungsgleichung für die P, 8: p, 9 FE 


uͤbrig. 
25. La Sranae hat in den Mem. de l'Acad. de 


Berlin, 1769. T.XXV. jur Elimination einer unbekann⸗ 


ten Große aus zwey Gleichungen ein lehrreicheg Verfahren 


-angewandf. Die beiden Gleichungen find 


ı Ax+Bx’+Cx53+Dx’-+ete.=o, 
a b c d = 
„on abe + pr 7 x + pr} + etc. = a 
erſtere vom Grade ma, dieſe vom Grade n. 
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Diefe verwandelt er jede in ein Product aus zwey⸗ 
theiligen Factoren von ber orın — ax. Den ogarirh: 
men des Products zerlegt er in einzelne Zogarirfmen, und 
diefe entwickelt er in Reihen. Den Logarirhmen des Aggre⸗ 
gats von den Gliedern der Gleichung entwickelt er even fo 
in Reihen mir Zuziehung der Porenzirung einer Reihe, und 
finder dadurch ein Mittel, die Wurzeln der Gleichungen 
herauszujchaffen, wobey er auch. den Gaß gebraucht, daß 
die Bedingungsgleichung ein folches Producer iſt, wie oben 
in den DBeyipielen gemacht worden. Die Beringungss 
oder Endgleichung ift der Form nach eine unendliche Neihe, 
von melcher er aber zeigt, daß alle Producte aus A, B, 
C, etc. die über n Dimenfionen enthalten, darın megs 
fallen müſſen, fo wie auch alle Producte aus a, b, £, etc. 
von mehr als m Dimenfionen. Auf welche Are aber ſich 
diefelben heben, kann man nur in befondern Fällen einfehen, 


26: Bezout hat in den Mem. de Y’Acad. de 
Paris 1764. ein Memoire fur le degre des equations 
relultantes de l’evanouillement des inconnues geliee 
fert. Derfelbe lehrt auch in feiner Theorie generale des 
equations algebriques, a Paris ı 774, wie aus n Glei⸗ 
ungen, deren jede n unbefannte Größen enthalt, eine 
Gleichung für jede dieſer Größen, hergeleitet werde, 

‚27. In der Vorrede zu Rübigers Specimen analy- 
ticum de lineis fecundi ordinis, Lipf. 1784. hat 
Hindenburg Eramers und Bezouts Methoden zur 
Wegſchaffung der unbekannten Großen aus Gleichungen 
vom eriten Grade vorgetragen, und aus der combinatori: 
fchen Analyrif mit bequemen Abfürzungen bereichert, 


28. Das erſte Beyſpiel einer Flimination möchte 
dasjenige feyn, welches fin in Fermats vermifchten 
Werfen (Opera varia, Tolofae 1679.) ©. 58, finder. 
Nach unferer Bezeichnungsart find die beiden Gleichungen 

.xw+-yp 
U ax+by+-y’=gq.' . ‚ 
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Aus dieſen leitet Fermat, aber auf eine unbequeme, weit⸗ 
ſchweifige Art, einen Werth für y ber. Dieſen ſoll mar 
in die Gleichung II. fegen, welches eine mühſelige Rech— 
nung erfordern würde. Fermat rühmt feine Methode als 
ein allgemeines Mittel, irrationale Ausdrücke aus einer 
Gleichung wegjufchaffen, wozu die [ymmetrica clima- 
tismus Vietaeca nicht immer hinlanglıch jey. 


29. Newton giebt in der Arithm. univerf, 
pag. 62. für vier Faͤlle die allaemeıne Eudgteichung, deren 
man fich in jedem befondern Kalle bedienen fann eine 
Eliminationg: Methode ift nicht fo bequem als die hier in 
(10.) gemiefene. 

30, Ein der Elimination entgegengefestes Verfahren 

ift, wenn zu einer Gleichung für eıne unbefannre x zwey 
Gleichungen zwifchen diefer x und einer neben eingeführ- 
ten, als unbekannt betrachteten Große y, gefucht werden, 
fo daß durch Elimination von y jene eritere für x entftehe, 
Oder man verbinder ‘die gegebene Gleichung für x mit einer 
unbeftimmten zwifchen x und y, um eine Gleichung von 
einer gegebenen Form zu erhalten. Dergleichen Kalle kom⸗ 
men in ver Mlgebra vor, f. Gleihung V. u. X. | 


Ellipfe ift eine Frumme Linie, für welche die Geiz 
chung zwifchen rechtwinflichten Coordinaten u und y ift 
cu-m® u?==y?, mo ceine gegebene Linie, und m der 
Erponent des Verhältniffes zweyer ‚gegebenen Linien iſt. 
Wenn m == ı genommen wird, fo verwandelt fich vie 
Ellipſe in einen Kreis, deffen Durchmefjer =c ift, 

Die Benennung Ellipfe, (DBerminderung), foll 
anzeigen, daß das Quadrat der Ordinate Fleiner ift als 
Dos Mechtecf von der Abfeifje und einer conftanten Linie, 
Nimmt man m=o, ſo hat man die Parabel, an 
welcher das Quadrat der Ordinate gleich ift ven Nechte 
ecfe von der Abfeiffe und einer Sonitante, Die Gleichung 
cu + m’u? = y? gehört für die Hnperbel, mworan das 
Quadrat der Ordinate größer it, als das Rechteck cu, 

Wie diefe dren Lınien Durch den Schnitt eines Kegels 
mie einer Ebene entjtehen, wird in dem Artikel, Kegel: 
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ſchnitt, gezeigt. Hier wird, was die Ellipſe betrifft, alles 
aus ihrer Gleichung, als einer vollſtändigen Frflärung ders 
felben, hergeleitet. Die Hülfsfage aus der Trigonomes 
trie finden fich in dem Artikel, Goniometrie. 


. 2. Für jedes u hat y zwey gleich große, entgegenges 
feßte Werthe. Die Are der Abfeiffen u theilt die Ellipſe 


in zwey gleiche und ähnliche Hälften, wie ein Durchmeſſer 
ſeinen Kreis. 


Für u=o ifty—o d ir. — DR 
F ty =03 un fü um if in 


falls y—o. Man feße — — 2, ſo iſt. 


m? (2au⸗- u)—yt. Die Ordinaten an der Eilipfe vers 


Halten ſich wie die Ordinaten an einem rl deſſen Durchs 
meſſer 2a iſt. 


2. Man ſetze u=a—x, fo iſt 
m’(a —x’)=y?, 
und die größte Ordinate an der Eilipfe iſt — ma. 
3, Dan fee b? — m?a?, fo ift 


1 

— (b?-y?) = x*. | 
Diefe Gleichung ift jener ganz ahnlich. Der unverändere 
liche Sactor des erften Theils der einen ift das Meciprofe 
des Sactors der andern, - Betrachtet man hier x als Orbi⸗ 


| b 
nate, fo ii ihr größter De = ma 
4. Setzt man hart m deſſen Werth, — ſo ift 


/22 — dB. 
—— ar-x)z=y®,; 


oder | — (be * xc. 


I 


f} u 


6 Ellipſe 


5. Hieraus ergiebt ſich eine Conſtruction der Ellipſe. 
Aus c als Mittelpunct (Tab. IX. Fig. 5.) beſchreibe 
man mit den Halbmeffern AC=a, CD=b, Kreiſe. 
Diefe Halbmefjer ſeyn fenfrechr auf einander. Willkuͤhrlich 
jiehe man einen Halbmefler CQ in dem eritern Kreife, wels 
cher den zweyten in R fehneide. Durch Q ziehe man die 
fenfrechte QP auf AC, und durch R die jenfrehte RN 
auf CD. Der Durchfchnire jener mır der verlängerten 
NR inM ift ein Puner der Fllivfe, 
Denn man feße CP=x; PM=y, fit OP’ — 
a’-xt; R®—=b?-y. DacQ:CR=PQ:PM, 


CR. P be 
fo iſt PM oder y = ur 2 ‚„ oder y? — 'a’-x?). 
Desgleichen,, = CR:CQ=NR:CP, fit . » » 
_eQ.N a® 
— 2 — (b?— 2 
—— CR’ und x = ar 1iy ) 


Diefe Werthe von y? und x? find biejenigen, welche 
fienach (4) an der Ellipſe haben. 

Für diefelbe Abſciſſe CP verhält fich die Ordinate am 
Kreife zu der an der Ellipſe, wie die große Are zur kleinen. 

Die hier gezeigte Conſtruction einer Eilipfe wird in 
der Aitronomie gebraucht, die elliptifche Projection eines 
Paratielfreifes der Erde der Zeit proportional einzutheilen. 

6. Die Durchmeſſer AB, DE der beiden Kreife 
heißen die Aren der Ellipſe. Sie theilen die Ellipſe in 
vier gleiche und ähnliche Quadranten. Die größere 
(Axis principalis, transverlus, latus transver[um) 
wird hinführo durch 2a bezeichnet werden, die Eleinere 
(mente, Meben:Are,) durch 2b. Weide mit einander 
verbunden heißen conjugirte Aren. Ihr Durchſchnitts⸗ 
punct, C, heißt der Mittelpunct der Ellipſe. Die Ends 
puncre ber großen Are heißen die Gcheitelpuncte 
(vertices' der Fllipfe. , 

7. Die dritte geometrifche Proportionale zu der gro⸗ 


ab 2bb 
Gen und Fleinen Age, ober 7 abe >, beißt der. 


Parameter (latus rectum) der Eilipfe, Wenn diefe 
Diebenlinie, das iſt c, in die Gleichungen (4.) gefegt wirh, 
ſo iſt | 


Br: 
cu — u? y® 
2a 


— (@-x) = y: 
— (by) = xt. 


Die Benennung, Parameter, har Apollonius nicht. 
Er nennt diefe Linie ſowohl diejenige, in Beziehung auf 
welche (map’ yv) die Ordinaten potenziren, als auch die 
ſenkrechte Seite, - Die große Are, oder überhaupt 
. einen Durchmeſſer nennt er die fchiefe Seite (miayıa), 
das Rechteck von beiden die Figur ('stöos) zu dem Durch - 
meſſer. Die Beywoͤrter, fenfrecht und fchief, bejieben 
fib auf die Zage, welche beide Linien in der Zeichnung des 
Apollonius haben. Ä 
-8. Aufg. - Die Gleichung für. die krumme Sinie zu 
finden, auf welcher die Scheitelpunete aller Drehecke, wie 
FMG, FmG (Fig. 6. liegen, worin die Seite FG ges 
meinfchaftlib, und die Summe der beiden andern gleich 
groß ift, nämlih FM -- GM = Fm -- Gm. 

Man halbire FG in C, und feße FC oder GC — e; 
ferne FM HGM= 243; FM=aHtt, al 
GM=a—t. Bon M ziehe man die fenfrechte MP auf 

« FG, und feße CP=x, alfo FP=e+x; GP=e-x, 
Auch ſey PM y. Nunift 
(e p—x— (a4 ), 
(e —x4y* (a — ). 
Daraus wird durch Addition und durch Subtraction, 
e x 4y ar · t⸗ | 
"ex —at. 


Durch Wegſchaffung von t wird erhalten 
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29 
e x· +y =a+ ex ‚ 
oder 
a?’ —e? 
re 2, y” 


Der geomerrifche Ort des Punetes M, oder bie ge⸗ 
ſuchte krumme Linie, iſt eine Ellipſe, deren große Area, 
und deren: Eleine Are = 2y (a?-e?; iſt 


g. 9. Umgekehrt, wenn AMB eine halbe Ellipſe ift, 
deren. große Are AB, halbe Fleine CD, Mittelpunct, C, 
und wenn aus dem Endpunecte D an AB die dinien DF, 
DG gezogen werden, deren jede —= CA oder CB it, fo ift 
die Summe der Linien FM, GM, die von den Puniten 
F, G an irgend einen Punit der Euipſ⸗ gezogen werden, 
der großen Axe AB gleich. 
Bew. Zufolge ver Conſtruction ift CF a®-b?. 
Man ſetze CF —e, ſo iſt b— a — e. Da FMe — 


b2 
(e +’ Hy’, uny? = — 





(a —x?) ift, fo wird 





FM—ar + zer + — 
IM=a+-.. 
a 


Eben fo wird 


ex 
GM = a — m, 
A 


alſo FM-+GM=.a. 

10. Die beiden merkwürdigen Puncte, F, G, bei: 
Ben ‚bey den alten Geometern Puncta ex comparatione, 
(ra ysvopsva ’er ryS. mapaßoAys oyusıa) bey den Meuern, 
Foci, auch Umbilici, Brennpuncte, wegen einer 
Eigenfchaft, die unten vorfommen wird. Npollonius trägt 
den Hier in (9.) erwiefenen Sag erſt im dritten Buche, 
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oſten Satze, vor, Er erweiſet ihn aus Betrachtungen 
über die berührenden Linien, und ihre Verbindungen unter 
ſich und mit andern. Der nächſte Satz dazu iſt der, daß 
die Linien, welche von den Vergleichungspunecten an einen 
Berührungspunct gezogen werden, mit der berührenden 
gleiche Winfel machen. Er nennt fie Vergleichungs oder 
vielmehr Gleichheits Puncte, weil er ſetzt, daß (Fig. 6.) 
AF><FB=AGXx GB=CD: iſt, oder gleich dem 
vierten Theil der Figur zu der Are, wie er es ausprückt, 
Man fieht nicht, wie er auf diefe Puncte gefommen ſeyn 
mag. Die Gleichung für die Coordinaten auf den Aren 
bietet Feine Beranlaffung dazu dar. Die leichtefte möchte , 
die in (8.) borgerragene Aufgabe ſeyn. | 


11. Die Irdinafe i in den Brennpunceten iſt bear hal⸗ 
ben Parameter gleich, oder die Doppelordinate dem ganzen 
Parameter. Denn es iſt in denſelben x — te, alſo 


b+ b⸗ 
a⸗ —xbe, und herr ; — Das iſt auch 


der Werth des halben Parametrs m) 
12..&8 fg FM =z, AFM O, fo iſt 
I. aarex=az; II. a—ee — (a-ecof P)z. 


Die erite Gleichung ift diefelbe mit der Gleichung, 
ex —atin (8), dat — 2 — a iſt. Hieraus folgt die 
jwenfe, wegen x—2col® —e. In der Aftronomie 
wird die leßtere vorzüglich gebraucht. Die Winkel an F 
find in diefer Formel von dem entferntern Scheitelpuncte 
A an genommen. Werden fie von dem nächiten Scheitels 


puncte B an gerechnet, ſo it aa —ee==(a-+ ecol®,z, 
wo BFM = ift. 


'13. &s fen CH die dritte Proportionale zu CG und 
CA, fit CA: CG—= HP: : GM, 


Bern. Man fege nun GM=z, hitt=a—z, 
und ex — aa —az, oder az —aa —ex. Es ſey 
HP =v, und ev =aa—ex, foputa=e(iv+x) 
oder CA? CGX CH, das ift, CH die dritte Propors 


4 
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tisnallinie zu CG und CA. Limgefehrt, folgt aus Ser 


Annahme das Verbhälfniß vonHP:GM. 


Die Linie GH iſt die dritte Proportionale zu der GC 
und der halben kleinen Are CD; der Abſtand AH die vierte 
Proportionale zu CG,’GA, CA. 

Pan Fann fich des gefundenen Berhältnifjes bedie⸗ 
nen, um mit Hülfe eines Proportionalzirkels eine Ellipfe 
ju zeichnen, 


14. Innerhalb des rechten Winkels ACE (Fig. 7.) 


iſt eine gerade Linie von 'eftimmter fange FG, gelegt, 


und auf ihre V zerla ngerung iſt ein Pun.t M gegeben; es 
wird die Beſchaffenheit der krummen Linie geſucht welche 
der Punet M beſchreibt, indem der Punct F von A nach 
C, fo wie G von C nach E hin geichoben wird, und diefe 
Bewegung der beiden Puncre rückwärts oder vorwärts auch 


‚ in den drey andern rechten Winkeln um © gefchicht. 


Man ziehe MP fenfrecht auf CA, und MN parallel _ 


mit derfelben, fo ıft MG: FG == MN: FC, und MF:FG 


— MP:CG. Es ſey — FM=b: CP=x; 


-b bo 
MP—y, ſo iſt FC— — x} = —y. Da 


\ FE'FC:+CGH, fo ift (a-b ey (® +2) 


Daraus toird — — — (aa -xx = = yy, eine Gleichung für 


die Ellipſe, Ne balbe "große Are —a—=6GM (CA), 


und halbe kleine Are =b=FM (=CD;) if. 
Wird der Punct M zwifchen F und G genommen, 
fo wird von demfelben ebenfalls eine Eilipfe befchrieben,. 
Anſtatt des rechten Winfeld ACE mag audy ein fehies 
fer genommen mwerden, ſ. Newtoni Arithm. univ. 
Quaelt. geom. probl: 35. Man fann auch die gegebene 
MF unter einem rechten Winkel in Fauf FG ſetzen, eb. 


daſ. probl. 36. 


Denn zwey Winfel ACB, ach um ihre firen Schei⸗ 


| eelpunete, | O, c, gedreht werben, und der Durchſchnitt 


Eitipfe _ dt - 


der Schenkel CA, ca auf einer geraden inie fortrficke, 
fo befchreibt der. Dürchfehnice der Schenfel. CB, chb eine 
Eilipfe oder auch einen andern Kegelfchnitt, Newtonf 
Princip. Phil, nat: L.I. Lemma 21. Maclaurin Geo: 
metria organica. Lond, t72e:. Prop. 1 Man hat 
nech mehrere dergleichen Entftehungsarten einer Eilipfe 
oder Jauch anderer Kegelſchnitte erdacht, |, van Schooten 
exercit. mathem, L:. IV. | 
15. Es fey (Fig: 8.) AB die große Xre einer Ellipſe, 
C ihr Mittelpunee, DE und FG feyn zwey durch den 
Mittelpunet C in in ihr gezögehe.gerade-Sinien, und MN, 
welche DE in P fchneider, der FG parallel; Wenn tang 


ACD x taigBCG — — iſt, fo wird jede mit FG 


parallele von DE halbirt. | 
Bew. Die halbe groke Axe Acift —a; die halbe 
Heine ac —b, CP=x: PM=y, dr ®, ACD=O9, 
der W. BEG—w. Von M ziehe man MO fenfrecht auf 
AB, und durch P die-parallele PR mit AC; wie auch die 
fenfrechte PS auf dieſelbe. Es iſt per W. MPR = GC: 
(megen ber parallelen: MP; GC, und PR, CB), alſo 
MPR=w Daher it MAR=yfind; PR=ycofw, 
Serner QR=PS—xfind; CS—=xcol 9. Dadurch 
it MO =xfin +yfina, id C xcoſ - 
y cof w; Nun ift 
* a’b? —be. CR? + a‘, MQ*, 


a®b?=—b? (x? cof 9° —2xycold col w ER y cof w*) 
+ a* (x? fin 9° + axy fin © fin w + y? fin w), 
Sollen nun in diefer Gleichung für jedes x die 
erthe von y gleich und entgegengefest fenn, fo müſſen 
diejenigen Glieder ſich anfheben ; welche y enthalten, das 
iſt, es muß ſeyn 
ab°xycofo. colw—=satxyfin®. fin w. 
oder. 4 cof ©. colw — a® IinG. fin 7 


ft · —— tang 06. tang; w. 
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16, Zwey Linien, welche durch. den Mittelpunet unter 
den Winkeln O und w mit der großen Are, der Bedine 
gung in (15. .) gemäß, gezogen find, beiten conjuairte 
Durchmeſſer. Der eine halbirt alle Chorden, die dem 
. andern parallel gezogen find. Die Gleichung zwifchen Ders 
Soordinaten CP und PM over PN ift 

a®b? — (a? fin G? ik b* cofA*)x*® 
+ (a? fin w® + b* cola”) y®. 
11. r ey cD=f; een ſo iſt 


er) — 


7 "-(g—- PM) 


Sn Man fege zur Abfürzung in der GBleichung 
- (16.) den Coefficienten von x" — A, ven von y° ſo 
daß ab? — Ax? + By?*. In den Sndpuneten, 1 D, E, 
ty=o, dx —f, alfo ifta’b? = Af?. In dem 
Mittelpuncte C iſt x 0, und y==g, alfo a’b’ == Be?. 
Setzt man nun in jener Öleichung für A undB ihre Werthe 
aus Diefen ee Öleichungen ‚feift 


arb?. = — aeb: En 


lo - 1 = — .—, 
| 5 | 
Daraus ergeben fich fogleich die aufgeftellcen Gleichungen, 


welche den zum Grunde gelegten (4.) ganz iS (ind. 
Aus ihnen folgt 


fig mp g® + fty® Au 
18. Man fege DP = u; alfo cP=f—u Setzt 
man dieſen Werth für x, fo it £ ’— L2fu— u ‚und 
2.8 


— 1 ——umy: 
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Dieſe Gleichung hat genz dieſelbe Form, als die urſprüng— 

lich für die Ellipſe angeſetzte, welche daher für jedes Paar 
eonjugirter Durchmefier gilt, wenn die Abfeiffen auf 
Dem einen von dem Gcheitelpuncre an genomnten, und 2 
Drdinaten dem andern — gezogen werden. 


Auch heißt — der Parameter zu dem — 
meſſer 2f, als die — Proportionale iu af und 28, — 


19. Es iſt | | — 
_... fmw | . Eola br 
= of. mMiorn“ ine. fin @. fin +u) 

ei ;: = col® 
du cofw. fin +0). T fine. n6+s)> 


Bew. Esfena" {in$’+b’ col@*=-A, ſo ip 
aus (16.).a° "b'=Af“, ‚Run ift b’=a* Au mug» 
fin. finw 

cold. colw J a 
—E cold. colw 


— xfin Q. colw 4 coſꝙ. Man) 


aus (a5), oder br en 


a' fin 9' == br. 
coſ 9 





A = bon 
pe. * 





« fin (© + 0). Seigtih iſt 


fin w u est n BR 
— — ta, 
A In (64a) tan für a? ſeinen 
Werth durch be, fo wird der zweyte Werth von ke erhaften. 
Die Werthe von g* entftehen aus denen son ke, wenn 
G und w mit einander vertauſcht werden, welches nichts 
anders ift, als die Durchmeffer DE und FG vertauſchen, 
wobey ſtatt des W. AGD der W. BCG, und — ae 
jener genommen wird, ’ 


— 
m 


2 min 
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fin 26 
— ei \ eo fin 20 


.. 31. Man - Te und Ge ſenkrecht auf AB, ſo iſt 
Ee:Gg=0g:Ce, und bie Dreyede ECe, GCg find 
gleich. 
Ben. Daf’fin29=g’ fin 2w, fo it ? ſin 6. 
cof$ — g’ finw. colw, folslih flin :gfinu — 
g colw : f cofp; Dieſes ift die angegebene Proporfion. 
Der zweyte Theil des Gases folgt daher aus der rehre von 
den Dreyecken; ſ. Dreyeck, 30. 

Der Satz sile für je zwey —— von — 
ſ. unten 37. 


aus (19.8 Pi 


j , Pr fin w A f . a 
22, Es ini = —— F und —* BD 


Der erſte Satz aus (19.). — zweyte erhellt folgender⸗ 


tango 
ang (90-9) 
fo ift 90°-$ > w; Ba fin (90°- 9> inw, oder 


— er dem Falle , daß 


£<g iſt, iſt der — Sat für fi ch klar. 

Apollonius beweiſet die zweyte — in ſeinem 
Werke von den Kegelſchnitten, B. VII. © 24 | 

23: Es iſt fg in (C4) = ab , oder, F Paral⸗ 
lelogramm, welches von zwey conjugirten Durchmeſſern 
mit dem ihnen. zugehörigen Winkel gemacht wird, iſt dem 
Rechteck von den beiden Axen gleich, Der Winfel 9. w 
ift der W. DCG der Durchmeſſer, innerhalb deſſen die 
kleine Axe liegt. 

Apollonius hat den Satz sende, Conicor, L. vi 
prop. 31. | — 

224. "Sit? hg: ug? — — — 
Bew. Aus (19.) iſt He en 


be 
maßen. Da — * — tang u = | 


col® > finw;i 
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ek 


— — ey "Dee ʒweyte 
fin (S+») cold . cobw e 2 


fin w.cöofw ſin 0. col — I | 
Fartor ws cofp.cofu ° — = 
fin 20 + fin 29 | TR ER 
2c0f®.colw. * coſ. coſ 
Gn® .finw a 
fin 8 + #) ( — cold. —— 


ſin (+ «) (1 7 tang „tang u) = — lin @ + N 
(+ — — man dazu den gen hactor des Werths 


von f® n g" ‚fo erhält man bie Formel des San, 
Den merfmürdigen Satz hat fhon Apollonius, co- 
nicorum L. VII. prop. 12, 
25. Ssiff+g> a+b, und f—g — 
Bew. Denn + + sf&in (P +%) = 
a: + bt $ gab, aus (23 u, 24.), und .+g+ + afg — | 
E 8. Nun if fg >fghn (6-+0), alfo erhellt 
der Sag. Bey Apollonius L5 VII prop, 26. 27. ; 
26. Der Lintericied zwiſchen {+ g? + — 
fü (+), das iſt (a + bb’ und FF — 


afg (1 fin (P+u))=2ab ——— 1). — 


iſt am groͤßten, wenn fin (®-+ w) am kleinſten iſt, und 
dieſer Sinus iſt am kleinſten J wenn AR 9 das ift, 
* 


wenn t=gif, — | — | 
2 er — dei) use up 


b 
Beh uno. unge # und‘ 


tan tan . 
tamgO + tange .; ßp iſt 


1 — tang .tangw- 


tang (+ ) 
ang @+ = (ng? + vrs · Run 
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iſt, wenn das Peoduct zweyer veränderlichen Größen eine 
gegebene Groͤße iſt, ihre Summe ein Kleinftes, wenn 
beide gleich groß find (Brößtes u. Kleinſtes.). Alſo iſt 
tang® + tangw ein Kleinſtes, wenn D — w genommen 
wird, Alsdann iſt tang (G + w) ein Kleinſtes, daher 
auch in(@-+w). Folglich iſt der-vorher geſuchte Unter⸗ 
ſchied ein Größtes. | ) | 
Daher ift nun auch der Linterfchied zwiſchen der 
Summe zweyer conjugirten Durchmeſſer und der Summe 
ber beiden Axen am größten, wenn bie beiden Durchmefjer 
gleich groß find. Alnd die Summe zweyer gleichen conjus 
girten Durchmeffer ift größer als ‚die. Summe je zweyer 
andern .. Apollonius L. VII. prop. 26. J 


ers 
27. Sin - = 

ob) na 

ber- — ee . 

— Bin: | Aue (190 iſt ah Fre — nl 


Du umgetchete Bruch iſt ru ©. cotw + col@. ==: 
a fin ꝛ + b’cofPp: 

—, tangQ. fap +: cp = ET Bro 

i Umfehrung dieſes Bruches giebt den Werth von 


3 — 0 6 die — — des — „Jun 


hervor. tt 2 TAG . Tu 

Diefe Rormeln — ſich von benen in — 
dadurch, daß der Durchmeſſer darin bloß durch den Winfel 
O, den er mit der. geoßen Are.macht, nebft a’ und b aus: 
gedruckt wird. 

Die Formeln find in ber mathematiſchen Geograpfie 
anwenbbar. | 
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| 28. Die beiden egnjugirten Durchimeffer, welche eins 
ander gleich nd, machen mit der Axe ben Winfel, beffen, 


Tangente — = iſt. Daher fi nd fie parallel mit den Chor⸗ 


ben Aa und Ba (Fig. 8.), durch die Endpuncte der go⸗— 
ßen Axe, und einen Endpunet der kleinen. 


| 29. Di- durch den Endpunct D eines Durmeffers 
DE (Fig. ) mit dem zugeordneten FG gezogene parals 
lele TDt iff eine berüßrende in bem Puncte D. 

| Denn wenn fie die Ellipſe ſchnitte, fo würde der 
Durchmefler, welcher die auf. ihre enthaftene Chorde Hals 
biete, der zu FG gehörige Durchmeſſer feyn, nicht DE, (16.) 


Der: die mit FG parallelen Chorden find Theile von 
ſchneidenden Linien, welche von DE hafbirt werden. . In 
dem Endpunete D. fallen die Durchſchnittspunete mit der 
Ellipſe in einen einzigen Punet zuſammen, und die durch 
D mie FG parallele bat nur.diefen Punet mir der Ellipſe 
gemein, daher ſie eine berührende iſt. 


30. Es ſchneide TDt (Fig: 9.) die verlängerte große 
Are in T, und von D werde DP ſenkrecht ar AB deio⸗ | 
gen, ed iſt CP: CA=CA:CT. | 


Bew. Denn er meta, * und e= — 


ecoco, alſo CT.CP = = — * 2; f—an, 





aus (1p.). — A a INT it 


dam 


31. Hieraus folgt OP: PA ca: AT, und" hier⸗ 
‚aus CP:PA == BP:PT', fo daß ser Punct P ſomobi En 
‚als BT:in demſelben Berhäftnifie eintheilt. 


Zu vergleichen, "berlihrende finie,'g, 18; In Apol- 
lonii Conic. L. I. ‚Prop::87, iſt der Satz (30.) allge: 
meiner vorgetragen daß nämlich AB irgend ein Durch: 
meſſer ſeyn mag, nur daß DP mit dem zu AB ‚gehörigen 
parallel * ©. unten 38. . 


1 
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32. Es ſey (ig. 9). auf die berüigrende TDt 
in D ſenkrecht, — — — u; r ift tang CDQ 
om fin 20 
—T | ’ 

Dem, DaDCT— 9, und DOT = 90° a, 
fo it CDQ-= 90° — w— GO, alfo jang X — 
cot (“+ P), Ferner iſt 

— tang.® == tang uw 

— nB er — j—tängQ «tangw’ 
EP EEE Er 1, — „tangw, Ä 
—— —c0o[l230 ı+ cof3® 


fin 29 ’ a 2 fin 29 








ungp > 


| Durch die Subſtitutlonen mittelſt der drey letztern Glei⸗ 


I.» 


hai ge wird 


tang (P + — at 4 b’—(a:-b®) col29 


(ab) in29  ", 


Der umgekehrte Bruch iſt so (P+e) = tang CDQ. 


Dividirt man Zapler und: Nenner durch aa +-bb, und 
gebraucht die abgefürzte Bejeishnung „m, fo bat man, ‚die 


| Sermel des Gases, 


In der heſe elliptiſcher Meridiane it CDO der 
Winkl! der Nichrung der Schwere mic dem Halbmefjer der 
Erde an einem- Orte, . 


33., Es iſt (ME ro Stno — 


b 
cp. um o⸗ — — —-a=Sc 


‚Bew. ::Denn PQ—DR, — —** DP= 
füno; und W. PDQO =PTDEw un 
son PQ folgt fogleich der Werth von CQ. 
ffin® .. :. bb E> 
834 er — Roy 
(ans 19). — J | — 
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35. Man siehe (Fig. 9.) Q5 ſenkrecht auf DO, fo 
iſt cD xDSs— 
Dem DS = "IQ. cof QDs = — DQ, fin 7 + w) 


bb 
7 ‚aus 44 


86. Es ſeyn wiederum DE, FG (Fig. 10.) zwey 
conjugirte Durchmeſſer. Anſtatt ſie auf die beiden Axen 
zu beziehen, nehme man irgend ein Paar anderer conjugir⸗ 
ter Durchmeſſer HI, KL, deren Winfel ICK ift. _ Es iſt 
I. CH'x fin HCD x fnHEG = CR’ fin KCD 
>< fin RCG. 
u CH«, fin HCK. fin HG = — CD*, fin DoG. 
x fin DER. . 
III, Dt, ‚fin DCH. in DCK = = 6G°.finGCH 
2. x fin 6Ck. . r 
Bew. Man ſetze IK a, HCD—9; | 
ICG=u; ferner DE—Ff, CG=g; Hözch, .: 
R=k,: Dann ziehe man durch irgend einen Pinet M 
des Umfanges "MP parallel mit CG, .ald Ordinate auf 
dem Durchmeiler DE; und MQ parallel mit CR, als Ordi⸗ 
nate auf HI; ferner PR parallel mie HC; PS alt mit 
CK, und fee OP —= x; PM = y, Nun iſt 


— 
u 


nn ei 
nt — PS; metd 4 cs, 
* fin w xfn® e 
* — — — 
x — 
—— 


Da die Ordinaten MQ mit dem conjugirten Durch⸗ 
meſſer parallel ſind, ſo iſt (17.) | 


h’k’ck’.cQt-+h’. un 
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Daraus iſt | | 
h’k: fin a* ⸗ K (x fin (« + 6)" — 2xy fin (a-+ ©). 
fin (a — w) + y' fin (a —w/*). 
+ h:(x:fin 9’ + 2xy fin®. ſin + y’ fin «°) 
Weil die Ordinaten MP mit dem conjugirten Durchmeffer 
zu DE parallel find, fo hat y immer zwey Das entgegenz 
gefegte Werthe, alfo ift 
 »#fno9.finwm=k fin(«+9). ſin (a — w). 
Dies ift die erſte Kormel des Gates. 
Die Gleihung zwifchen x und y ift num 
h’ k fin « = (h* fin$® + k* fin (a + 0)) x⸗ 
J + (h’ fin w" + k’ in (a — w’))y?. 
&iry —=oifx=f, uw 
h’k* fin «’ — (h’ fin $? + K fin (a + 0))F. 
Setzt man-in dem zweyten Theile für. h? feinen Werth 


duch) k’, fo it 
‚ fin (« + 9). fin (@-4). —— 
fin « =( Eine 
| + fin («+ Of Jf. 
Entwickelt man die Sinus der zuſammengeſetzten Winkel, 
ſo wird der Factor von k dt 


nern (ine. cofa. ‚ind + ine. baw. coL 6) 


fina. fin’«-+6). fin GEN 
zu fin w | 
Solchergeftalt ift ae ri 

h’ fina. fin» —=f' fin (®-+u). fin (a-+ 9), 
welches die zweyte Formel des Satzes iſt. 

Die dritte Formel iſt der erſten ganz ähnlich, indem 
nur die conjugirten Durchmeffer HI, RL mit. ben Durchs 
meſſern, DE, FG, vertauſcht ſind. | 

37. Man ziehe (Fig. 10.) durch die Endpuncte E, 
G, der beiden Durchmeſſer, DE, FG, die mit bem zu 
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HI ronjueirten Dur · hmeſſ r KL — Ze Gr an 
CI: es it Be:Gg— Cg; Ce, und bie Dreyecke ECe; 
GCg find fi gleich. 
Bew. Es ift 
CE : Ee=- in CeE : fin ECe 
CE : Ce=in CeR: fin CEe 
und. Gg: CG=lin 60: fin CgG 
Cz:CG—=ÄinCGg: fin CgG. 
Da W. ECe—DCH; CEe=DCK;, CGg— GcK, 
und fin CeE = {fin CgG; fin GCg —= fin GCH ift, fo 
entſteht durch : Zufammenfeßung , der Berhältniffe rechter 
Sand das Berbältniß fin GCH x finGCK: fin DCH 
> fin DCK. Diefes iſt gleich dem Berhältniffe CD:: 
CG: nah (36. TIL); oder dem CE’: CG". Xus den 
Verhäftniffen linker Hand entſteht das zuſammengeſetzte 
CE’? x Gg x 0g: CG’ x Be x Ce. Da diefes dem 
CE; c6“ gleich iſt, fo iſt das Verhaltniß GgX Cg: 
EexCe=r:1, oder es iſt Ee:Gg—Cg:Ce 


38. Es ſey (Fig. tt.) HI irgend ein Durchmeffer, 
und DT eine berührende in D, welche Die verlängerte IH 
in T fchneide, Man ziehe U? parallel mit dem zu HE 
conjugirten Durchmeffer KL, fo it CP:CH=CH: CT 

Bew. Durch D ziehe man den Durchmefler DE, 
und den zugeoröneten FG, fo ift DT parallel mid FG. 
Mit Beybehaltung der vorigen Dejeichnungen it DC =-f; 
HC=h; ©. HCD=$; IIG=DTC=u; CPD 
4 CD’ = 180° («a + 0); CDT == 180° — 


9+ 0); alle r= on cd; CT 


fin (ö+w) ® ——— +9).Än(@+0) 
— an ot) on, bahercr cr— re Se rer 


>x< CD’, alfo aus (36. IL.) CP. CT =- EH?..Hieraus ift 
CP: PH=IP:PT, und IP:PH—IT:TH. 


9. Die verlängerte Drdinare ſchneide die Ellipſe i in d, 
und * ———— daſelbſt Die verlangerte CH in T. Ss: 


92 Ellipſe 


werde an d der Halbmeſſer Cd gezogen, fo wird für die 
berührende in d eben fo erwiefen, daß CP: CH—=CH: 

CT’. Daher it CT=CT’. Dover, der Durchſchnitt T 
der berührenden in ziwen Puncten, D, d, liegt mit dem Mir: 
telpuncte der Ellipſe, und dem Mirrelpuncte der Ehorde Dd 
in gerader $inie. (Apollon, Conic. II, 29.) 


40. Die berüßrende in D (Fig. ır.) ſchneide die 
conjugirten Durchmeſſer HI, LK, jenen in T, dieſen in t, 
auf ihren Berlängerungen,. nnd FG fen der sonjugirre 
Durchmeſſer ju dem durch D gelegten, öder der —E 
den parallel: es it TD’x.-Di = CG. 

Ben Es iſt fin CTD : fin TCD=CD:TD, 

 finCtD : fin tCD=DC: Dt, | 

er fin CTD=finIC6G = fin GCH; . 
ſin CtD = fin GCK, alſo ift durch Verbindung beider 
Proportionen, | 

‚fin -GCH . fin GCK: fin, HCD . An RoD 

CD’; TD x Dt !': ⸗ 
Das erftere Verhaͤltniß ift gleich dem CD’: Cor, ni III.) 
alfo ift TD x Di = C6”, 

ar. Durch die Endpuntte des Durchmeffers HI ziehe 
man mit dem conjugirten KL die parallelen HM, IN bis 
an die in D berührende TDt: es it MD:DN =HM:IN. 

Den MD; DN = Hr: PFI= TH: TI = 
HM : IN. (f. 38.). | 


442. Von einer Eliipſe ſi * gegeben drey — 
M, N, P, (Fig. 12.). und die ii a inM, N, 
die Stlipfe zu beftimmen. 

Die berübrenden fchneiden fih in T. Sieht man 
durch T und die Mitte Q derChorden MN die gerade TQ, 
fo geht diefe, wenn es nöthig, verlängert durch den Mittel: 
punct der Ellipfe. (39.). Eben. diefe Linie halbirt alle mit. 
MN parallelen Chorden, ‚weil eine gerade Linie, ‚welche 
die parallelen Chorden Halbirt, durch zwey Puncte, bier 
C und Q, beftuftut wird, Sie treffe die Ellipſe nD- 
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und E. Die mit MN durch C parallele FG ift ber ju DE 
conjugirte Durchmeffer, deffen Winfel mir DE, nämlich 
ECF = CQM,„ durch das Dreyef MTN gegeben wird, 
Die gegebenen Größen find PR = p, wenn PR 
parallel mie MN gejogen wird, QN= 9; wo — 
QOT=t; die geſuchten D f; CF=GL =g; Q=x. 
gift | 
I. f=g’x’+ f’g‘. 
I. fg’ a ı f*p’ (17) 
DI. (t+ —8R (38.). 
Aus dieſen Gleichungen wird durch Elimination d von 





28, 8, — erhalten: 


r20* J 
x * ng i 
| gQ—p)t—arg 

Die dritte Gleichung giebt nun den Werth von nf. ’ oder 
CD’. Die erfte Gleichung, oder die aus L und III. her⸗ 
geleitete, g’tx =f*q’ giebt ven Werth von g* oder FG. 
Da der Winkel ECK € gegeben wird, fo ift in der Öleichung, 
fg in(P +) =ab (22.), ve Winfel uw = ECF 
befannt, Dadurch wird ab, das Product der Beiden Hal: 
ben Axen gefinden. Da ferner P’+’=.+bif 
(24.); fo wird nun ſowohl a-+b, als a—-b, bekannt. 
Da endlich f?:ig’=finzw: fin 20 ift — ſo wird 
dadurch ſowohl w ? als O gefunden, von welchen letzterer der 
Winkel der großen Are mit dem Durchmeſſer DE ift.: Es 
ift nämlich £’ + g’ : f? — g’ fin aw ſin 20: 
fin 20 — fin 20 = tang (a Fir ) : tang (w— OP). 
Die Ellipſe laßt fich aber Auch, ohne die Axen und ihre 
age zu Fennen , befchreiben, weil die Quadrate der Ordis 
naten ju dem Durchmeſſer DE ſich wie die Rechtecke von 
den jugehörigen Segmenten verhalten. Es ijt nämlich 
QN?’ RP:ZDQX OR ; ; DRX RE, und fo mit 
jedem andern Paate ; mie es aus der Gleichung in 17) 
ſogleich folgr. | 

‚Die Lage und Linge der Xren aus zwey gegebenen con⸗ 
jugirten, Durchmeffern durch Conſtruction zu finden, lehrt 
Pappus in den mathematiſchen Sammlungen. VIII. 14. 


| * 
94 Ellipſe 
Dieſe Aufgabe hat ihre Anwendung in der Baukunſt 
ben der Zeichnung ungleichſchenklichter Gewolbebogen (arcs 
rampants), wo Die Kaͤmpfer an den Gewolbepfeilern un= 
‚gleiche Höhe haben, und außer ihnen noch ein Punct geges 
ben wird, durch welchen ver Gewölbebogen geben fol, 


43. Es iſt AMB (Fig. 13.) eine halbe Eilipfe, 
deren große Are AB, Mittelpunet C, Brennpuncte, F, G. 
In M fey die berihrende TMt, und die darauf fenfrechte 
MQ. Don den Brennpuneten, F, G, werden die gera⸗ 
den, FM, GM, an M gejogen:. es iſt der W. FMQ 
== GMQ, fo wie W. FMt= GMT. 

Bew, Man ziehe MP ſenkrecht auf AB. Aus - 


G3.) ift Q=- CP, wo a die halbe große Are, € 
der Abftand der Brennpunete vom Mittelpuncte C iſt. 
Alſo iſt QO=e+ CP, und Q—=e— * CP. 


Nun ift (12.) FM =a-t . CP, alſo GM = 2a-FM 


—y — — CP. Solslich ift FQ: GQ=FM : GM. 


Daher halbirt die MQ_den Winfel FMG, zufolge des 
umgekehrten Gases in dem Artikel, Dreyeck, nr. 9. ©. 
Apollonius, B. II ©, 48. | 


44. Wenn die Ellipſe als eine phyſiſche, die Licht: 
ſtrahlen zurückwerfende Linie betrachtet wird, fo werden die 
von dem einen Brennpuncte auffallenden Strahlen nad) 
dem andern hin zurückgeworfen. Daher die Benennung 
der Brennpuncte, = | . 

e.colw 


"45. Es it in FMQLoter in OMQ= IT 
wo = CTM ift. (Fig. 13.) J | [= 
29 Ber” In dem Bteyeck FMO it FM: FO = 
fi MOF ::fin FMQ = colw :fin FMQ, Ferner iſt 
3 NV weinen Be Te V i α9ν. 


FM=a+ —CP, ind FQ= e + CP; alfa FM: 
FQ=at:re, daher a :e = colw : fin FMQ. | 

| | 
colw „cof(P + u) 


46. Es iſt (fin —X — 


co[® | 
| | 6 
tangw.tang(® + w); cot FMQ = = ne wo 
— 

f=MC; O der Winkel ACM; w der Winkel des zu MC 
eonjugirten Halbmeflers mit der Are ift. Die erfte Kormel 
wird leicht aus der in (45.) gefunden,, wenn man für e® 

| — * be 
. den Werth defielben, a’ — b°, einführt, und für F 
ſeinen Werth aus (15.) ſetzt. Aus ·der erſten Formel folgt 
unmittelbar die zweyte, aus beiden die dritte. Die vierte 
wird folgendergeſtalt gefunden. 








> cola! 
Es ift (fin FMQ)' = — * ; (co FMO) 
a Su a ; 
nun ne — en w* ’ alſo 
a ' A” JE 
. @finw + becolw? 
(cot FMQ)’ — — —* * Aus der in 


(1 6.) gefundenen Gleichung ergieb' fi, daß abi 
(a’ fin w® + b’ cof wg: iſt, nämlich wenn zo, alſo 
; ab 


y=g ift, . Daburd) iſt cot FMOQ—= ————, if 


ge colw 


über aus (23.) {gen (9 + w) == ab, folglich cor FMÜ 
ICH W 


— 4 


e Ellipſe 
47 ER ende (= je coſ -4 


coſ . — ——— 


aa4 : col(®-w), ib _. coff®+») 


aa. —cof9. colw aa+bb — nr 
Bew. ‚Aus (15.) iſt a—bb= . v 
cofdQ. Cola —— fin ® En 


Art . = aa 
an (s-tangP. 15m) ==2 colP.cplw 


co(p+u) | 
=: a4 — — Auf chalche Art wird die zweyte 
Formel erwieſen, woraus bie dritte unmittelbar folgt. 


8. Es iſt FM x GM = gg dem Quadrat des 
iu CM conjugirten Halbmeſſers. (is 13.)« | 


— DorM=a+- “cp; CM=a-—Ch, 


ih TMxCM=at —* E coto· =a'—e" 


finw.col® _ A = finw. cof(p+«) 
> fin($+ « An+eo) . colw. fin(P-to) , 
fin. | 

a a’ nn - II, R 8 t & 

— " colw. fin(ö+w w) & (an 9) | 
49. Es fern FH, GR fenfrecht auf die beruͤhrende 

_TMt, ? ift FH x GK=bb= dem Quadrat der hal⸗ 

ben kleinen Are. (Fig: 13.). 
Bew, Da FH = FM: fin FMH — FM 
“ cof FMQ, und GR = GM. cof 6MO = GM. 
ehr ſin 0 Een 
| sol FM ferner FM x — En ® — 


finw. fi j 
auch (cof FMQY— = —— ift, fe iſt 


IHxG6K=a — tango —— aus (15.) 
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Ich finde den Sag benm Apollonius nicht. Er diene 
zur Auflsſung der aſtronomiſchen Aufgabe, den Stillſtands— 
punct eines Planeten in einer elliptiſchen Dahn zu — 
Reillũ Introd. in Aſtron. Lect. XVII. 


50. In den Scheitelpuncten ber arofen Are, A. B, 
fenn bie fenfrechten , AD, BE, en diefe!be errichtet, 
welche vie berührende TM in D, E, treffen; 88 iſt 
AD x BE—bb. (Fig. 13.), 2 


F CA: i 
Bew. Es iſt cCT= — aus (30.), alf AT | 

CA .,,CcAkı 
Ad Beth 1), und AT | 


CA? | * 
x BT op (CA’—CP’), oder ATX<BT = 


"W-N)or. a 2 a9, aus (am 19). 
x? b’ x: 


Serner ft 42D AT. — BE=BT, tgw, alſo 

a’ 
AD><BE=AT.BT. tangw* =; a⸗. tang x 
tangw’ — u (15.). 


Apollonius hat den Satz — fie jeden Durchs 
meffer erwiefen. L. IIL. prop. 42. Anſtatt des Quadrats 
der halben Fleinen Are iſt nur das Quadrat des conjugirten 
Halbmeſſers zu fegen. Nach der hier gebrauchten Merhode 
fann der allgemeinere Gas, mit Zuziehung 36. I. erwiefen 
werden. Der Winkel CPM ift daſelbſt «, CA ifih, und 
ſtatt b ift ku ſetzen. Der befontere Gag ift wegen der 
Verbindung mit dem Eat (49.) merfwärdig, 


51. Der Winfel, welchen die von F oder G nad 
ben Puneten D, E gezogenen geraden tinien in Fig 13. 


mit einander — iſt ein Rechter. Apollonius, >. II, | 


S. 45. Der Sat folgt aus den Werthen von AD und 
BE, verbunden mit denen von AG und BG. Es ift 
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AD=AT X tangu— — tgu; BE=-BT X 
| x 
tang · — ir tgo, (31.). 


52. Es find wie vorher, F, G, bie Brennpuncte, 
T, Q, die Puncte, wo die berüßrende MT und die Nor⸗ 
male MQ die Are treffen; es it TG:TQ = TC: TF. 
(Fig. 13.). ! 

Erhellt aus den Werthen diefer Linien, 


53. Man ziehe aus C an die Puncte H, K, wo die 
fenfrechten FH, GR auf die berührende-fie treffen, die 
‘geraden CH, CK, fo ift CH mit GM, und CK mic FM 
‘> „parallel. (Fig. 13.). 

Bew. Es it TM:TH=TQ:TF = TG:TC 
(52.), alfo find GM, CH parallel. Eben fo it TR: TM 
— TG:TQ=- TC: TF, daber KC und MF parallel, 


54 Es it CH—=CK=CA. 
aa 


Dem TF:TC=TM:CK, das ift — te: — — 
j % x 


a+ - x:CK, alſo CK—a. Eben ſo iſt TG: TC— 


_ | ex 
GM:CH, das ift, = em: CH, alfo 


x 
CH =a. 


55. Ein ganz geometrifcher Beweis des Satzes (54.) 
ift folgender. An die Ellipſe AMB (Fig. 14.) ift inM 
die berührende Tt gezogen, und an M aus den Brenn⸗ 
puncten F, G die geraden FM, GM, die nah D und E 
verlängert werden bis an: Die gleichfalls verlängerten Per» 
pendifel GR, FH auf die berührende. Wegen der gleir 
chen Winfel, FMH, GMK, HME, KMD, it FM =. 
ME; GM=MD, alſo FD= AB, un GE=—=AB. 
Man. ziehe aus dem MittelpuncteC die CH und CK, fo ift, 


un.‘ 
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welFH= HE, und CK= BD: fo wie FC=CG 
iſt, CH parallel mit GME und = GE. Eben fo ift 


CK parallel mit FMD, und —1 FD. Das it, CH 
—=CKR==AC .' 


56. Iſt die große Are der Länge * air nach geger 
ben , alfo auch der Mittelpunct, fo ergiebt ſich hieraus die 
Eenſtructien der Ellipſe, welche eine der Lage nach gegebene 
gerade Linie beruͤhrt. Die Forderung kann unmöglich ſeyn. 

Sind bloß die Lange der großen Are und der Mittel— 
punct gegeben, dazu aber noch zwey gerade Linien, die von 
der Fllipfe berührt werden follen, fo befchreiße man aus 
C mit der halben Are einen Kreis, welcher auf jeder der 
berührenden zwey Puncre, wie H, K, angiebt, wenn die 
Forderung anders möglich iſt. Die Merpendifel ‚auf Die 
berührenden in den Durchfehnittspuncten mit dem Kreiſe 
beſtimmen die Brennpuncte, und dadurch ſowohl die Lage 
der großen Are als die Größe ber kleinen. 


57. Diefes_ find Die wichtigften und merfwürdigften 
Eigenfchaften. ver Ellipfe. Die Verhältniffe an ven Ab⸗ 
ſchnitten zugeordneter Linien bey irgend einer.Lage der Axen 
der Coordinaten werden aus der allgemeinen Gleichung für 
alle dren Kegelfchnitte in dem Artifel, worin von diefen 
Linien allgemein gehandelt wird, hergeleitet werden, da fie | 
ihnen allen ganz gemein find. . 

Die Nectification und Duadrafur der Eilipfe wird in 
den Artikeln, die dazu überhaupt die Merhoden angeben, 
gezeigt werden. Die Formel für den Halbmeſſer der Krüm⸗ 
mung in dem Artifel, Krümmungsfreis. 


Ellipſen hoͤherer Art (elliptoides) find Frumme 
Linien, die durch die Gleichung, ay"+" — bx" (a—x”, 
wenn m und n großer als ı find, beſtimmt werden. Man 
follte noch hinzufeßen, daß m und n beide ungerade Zah: 
len feyn, damit diefe höhere Gattung Feine ins Unendliche 
wachfende Drdinaten haben könne, und daß, mie ben der 
Apolloniſchen Ellipſe, die Abfeiffen, zu welcher mögliche 
Drdinaten'gehören, ‚nicht über eine gewifje Graͤnze, hier a, 
ſich erſtrecken. Sie können aus einem Kegel höherer Art, 
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wie die Ellinfe aus dem gemeinen Kegel, geſchnitten wer⸗ 
den, wenn ſtatt des Kreifes die Linie genommen wird, deren 
Gleichung iſt yPr’ — x" fa-n). Es wird nicht der 
Miihe werrh feyn, Unterſuchungen uͤber diefe Linien anzu— 
ſtellen. Man ſehe de la Hire in dem Appendice ad 
fectiones conicas, und Wolf in den elementis Analy- 
[eos ). 522- fegq. | 
Eitipfimber, (ellipfis imbricata,) hohl gebogene 
Eilipfe, it eine Frumme Linie don doppelter Krümmung 
auf der Oberfläche eines fenfrechten ellipriichen Enlinders, 
deren Abfeiffen Bogen des elliprifchen Llmfanges von der 
Grundfläche diefes Körpers, und die Ordinaten, weiche 
auf die Grundfläche fenfrecht ſtehen, den Ordinaten einer 
krummen Linie von einfacher Krümmung gleich find, an 
welcher die Abſciſſen mit denjenigen zu den Bogen des 
elliptiſchen Umfanges übereinkommen. Dieſe zweyte Curve 
gehe durch die Endpuncte einer ber Aren. Die Durch⸗ 
ſchnittslinie einer Kugelfläche und der Oberfläche eines ſenk⸗ 
rechten Eylinders, der nach feinem ganzen Umfang durch 
die Kugel geftecft ift, fo aber, daß die Are nicht durch 
ihren Mirtelnunct gebt, ift eine Ellipfimber. Frezier 
traite de Stereotomie. T. I. pag. 54. Vergl. Ey: 
kloimber. € | 
Ellivſograph, (Compas elliptique), ein ine 
ftrument, um eine Ellipſe durch fterige Bewegung eines Stif⸗ 
168 zu befchreiben. , Es Fann auf verſchiedene Art eingerich⸗ 
“ger werden. Das einfachite it ein Faden, deffen Yänge 
man der großen Are gleich nimmt. Die Endpuncte befes 
ffigt man in den Brennpuncten. Mir einem Stifte franne 
man den Faden, und führt fo die beiden Theile deſſelben 
rings um die Brennpuncte herum. Dieſes Verfahren 
gründet ſich anf die Eigenſchaft der Ellipſe, daß die 
Summe der Linien aus den Brennpuncten an irgend einen 
Yunct des Umfanges der großen Are gleich iſt. 
Anſtatt des Fadens kann man auch ziven Liniale mit 
‘einem der. Yange nad) gemachten Einfchnirt gebrauchen, 
In der Figur 14, zu Ellipfe (54) find FD, GE, bie 
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fich in dem Puncte M der Ellipſe fchneiden, jede der großen 
- Are gleich, und der Abftand der Punete, D, E, dem Abs 
ftande der Brennpuncte, F, G. Man nehme zwey tiniale 
bon ver fänge FD, GE, fo groß als die Are der Ellipſe, 
und verbinde ſie in den Puneten „D, E, durch ein Linial, 

das dem Abftande ver Brennpuncte gleich ift, mittelſt 
-Zapfen, um melde die, Liniale le feyn. Die 
Punete, F, 6, werden in den Brennpuneten mit einem 
Stifte, um ſchen die Liniale ſich drehen können, befes 
ſtigt. Ein Stift indem Durchſchnitte der Mittellimen bei⸗ 
der Liniale, die nad) der fänge ausgeſchnitten find, beſchreibt 
bey der Drehung derielben die Ellipſe. 

Auf die Eonftru. on einer Eflipfe in, dem Artikel, 
Ellipſe (14.), gründet ſich ein Inſtrument, woran man 
die große Are und den Abſtand der Drenhpunete innerhalb 
gewiller Granzen verändern kann. Zwey Liniale mir einem 
Ausichnifte der Länge nach werden unter einem rechten 
Winfel zufammengefügt, wie Dietinien AB,DE | (Fig. 2.). 
Auf einem dritten Linial werden drey Stifte, M, F, 6, 
eingefteckt, fo daß MG die halbe große Axe, MEF die halbe 
fleine ift. - Den Stift F verfchiebt man auf AB, den 
Stift G zu gleicher Zeit auf DE, fo beſchreibt der Stift 
M die verlangte Eilipfe. - _ 

Das bequemſte Inſtrument zur Zeichnung, einer Ellipſe 
iſt folgendes, welches aus der Eonftruction (2. hergelei⸗ 
ter wird. Zwey !iniale, AB, AC, von gleicher Lange 
(Fig. 15.) find in A durch eın Gewinde beweglich verbuns 
den. Die aüsgeftrecfte Länge beider ift gleich der halben 

mme der beiden Axen. Auf AB iftBD die halbe Fleine 

re, alfo CA + AD die halbe große In dem Puncte 
C wird das Linial AC auf der Ebene der Zeichnung befe⸗ 
ftigt, fo daß es fich um C drehen läßt. Der Endpunct B 
von AB wird auf einer geraden, durch C gezogenen, Linie 
BCb fortgefchoben, fo befchreibtein Stift in dem Puncte 
D die gegebene Ellipſe, um den Mittelpunct C, und die 
große Are fallt in Bb. Denn man nehme auf AC das 
Stück AE= AD, und auf der verlängerten AF—=AD, 
fo ıjt der W. EDE ein rechter, als Winkel in einem Halbe 
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freie. Weil ADALE, fowie AB=AC, ff iſt AD: 
AEZAB:AC, und ED porallel mit CB, (Dreyeck, 6.). 
Man verlängere FD bis G auf CB, fo ift FG fenfrecht 
auf CB, wie FD auf ED. Tin den ähnlichen Dreyecfen 
FED, FCG it FG:GD=FC:EC = FC:DB. Nun 
befchreibt ver Punct F den Umfang eines Kreifes, deffen 
Halbmeſſer CF if. Die Ordinate FG an diefem Kreife 
serhält fich zu der Ordinate an der von D befchriebenen 
Linie durchgehends wie der Halbmeffer FC zu einer gegebe: 
hen DB; alfo ijt Die von D befchriebene Lınie eine Ellipfe, 
deren halbe Axen FC und BD find, 

Den Punct D fann man auch auf der andern Seite 
von B nehmen. 

Don den Tinftrumenten, Ellipſen und die andern 
Kegelſchnitte zu beſchreiben, iſt eine umſtändliche Beſchrei⸗ 
bung in van Schooten Tractatus de organica coni- 
carum fectionum in,plano deſcriptione, befindlich, 
in der Sammlung: Exercitationes mathematicae, 
Lugd. 1657. 

DBefchreibung eines Ellipſograph, ꝛc. Con G. F. 
Parrot). Gotha 1794. | 


Ellipſoid, wird von einigen ftaft Spharoid ge⸗ 
braucht, nicht ganz ſchicklich, weil der Ausdruck eine ellip⸗ 
fenähnliche Figur bedeutet, da er einen Körper anzeigen foll, 
der durch die Umdrehung einer Ellipſe um eine ihrer Aren 
entfteht. Da Spharoid allgemein jeden Körper bedeuten 
fann, der durch die Umdrehung einer in fich wiederfehren- 
den rundlichen F Figur entiteht, fo mag Ellipſoid fur; das 
elliptifhe Sphäroid, das durch die Umdrehung einer Ellipſe 
‚erzeugte, bedeuten. 


Ellipticitaͤt ift der Quotient des Unterſchiedes der 
Aren einer Ellipſe durch die große (oder auch die Fleine) 
Are dividire. Je größer diefer ift, deito mehr entfernt ſich 
die Ellipfe von einem Kreife über der großen Are als Durch» 
mefjer. Der Ausdruck ift noch wenig gebräuchlich , aber 
ganz ſchicklich. Auf deutſch hieße es die Abplartung‘, wie 
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\ 
in der Geographie ber Quotient des Unterſchiedes ber beiden 
Haupt = Durchmeffer der Erde dividirt durdy den Durch) 
meſſer des Nequators ihre Abplattung heißt. Der Abitand 
der Brennpuncte durch. die große Are dividirt, was man 
in der Aftronomie die Ercentrieirät nennt, dient auch die 
Abweichung einer Ellipfe von dem Kreife Über der großen 
Are zu meffen. eo f 


Elliptoides „ ſ. Ellipfe höherer Art. | 
Endecagonalzahl, eilfeckige Zahl, ift eine Polys 
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F 


gonalzahl, von der Form als die Sumirte von 


n Gliedern der arithmetiſchen Reihe 1, 10, 19, ete. 


Endecagonum, ein ordentliches Vieleck von eilf 
©eiten. | ee — 

Endlich iſt jede Größe, die ich mit der Einheit 
unmittelbar oder mittelbar vergleichen läßt. Jede zählbare 
Menge ift endlich; jede begränzte Linie, Kläche oder kör⸗ 
perliche Ausdehnung ift endlich. Der Abftand ver Sonne 
von einem Mebelfleck iftendlih, ob er-gleich vurch unfere _ 
Mittel zur Ausmeffung der Abftände niche meßbar ift. 
Das Unendliche läßt fich weder mit einer abftracten, noch 
einer finnlichen Einheit vergieichen; aber wohl kann man 
ein Linendliches mit einem andern derjelben Gattung ver: 
gleihen. : oe a 

Cine Grsße kann aus unendlich vielen Theilen beſte— 
hen, und dennoch endlich ſeyn. Kine geomerrifche abneh⸗ 
mende Progreffion ins linendliche fortgefegt, bat eine end: 
liheSumme. Daher ift der Raum zwifchen der logarith⸗ 
mifchen Linie und ihrer Afymptote auf der Geite der abneh⸗ 
menden Ordinaten endlich, ob er gleich unendlich Tang iſt. 
Die Körper, die durch die Umdrehung einer Hyperbel und 
Conchoide um ihre Aſpmptote entſtehen, haben einen end⸗ 
lichen inhalt, ob fie gleich, unendlich in die Länge ausger 
dehnt find, S. Conchoide und Eubirung. 
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gonalzahl, von der Form als die Summe 


von n Gliedern derarithmetifchen Progreffion 1,8, 15, etc. 
Enncagonum, ein ordentliches Vieleck von neun 


Seiten. | 
Entgegengefetste Größen find folhe, ben wel: 


chen außer ihrer Quantität noch eine enrgegengefegte Be⸗ 
jiehung, in Abſicht auf Addition und Subtraction, betradys 
tet wird. Dieſes Farin auf zweyerley Art geichehen. 

Erſtlich, es fen der Werth einer Größe der Linter: 
ſchied zweyer Größen, die eintheilig oder mehrtheilig find, 
as A—=a+rb—c—d, fo find die Theile, a, b, den 
Tpeilen der abgejogenen Größe, c, d, enfgegengefegt, 
jene aber find gleichnamig, fo wie Dief. 3.8. Schulden 
find dem baaren Caſſenvorrath und den activen Schuldfor: 
derungen enfgegengefest bey der Berechnung des Vermögen: 
ſtandes. Go find Steigen und Fallen, vorwärts: und 
rüchwärts gerichtete Bewegung, entgegengefeste Größen, 
die ben der Berechnung des zjurückgelegren Weges mit ent 
gegengefegten Vorzeichen zufammengenommen werden, 
Diejenigen Größen, von welchen die ihnen entgegengefeßs 
‚ten abgezogen werden, nennt man pofitive, weil man 
ſetzt, daß der Werth der Größe A, die aus der Verbindung 
der entgegengefesten Größen entiteht, ihnen gleichnamig 
fey. Die abzuziehenden Größen nennt man negative. 
Rande fih, daß diefe in der Quantität jene übertreffen, 
fo legt man A einen negariven Werth bey, namlich in Yes 
ziehung auf die Befchaffenheit, die man von A vorausge: 
fest hatte. Nimmt man aber für A gleich Anfangs diefe 
Beſchaffenheit an, fo iſt, was vorher negativ war, pofitiv, 
amd das Pofitive wird in Megatives verwandelt. Wer fein 
baares Vermögen berechnete, und fände, daß feine Schuls 
‚den mehr betragen als Caſſenvorrath und Sorderungen, ber 
hätte ein negatives Vermögen. Hätte er aber das Reſul⸗ 
tat gleich als Schuld vorausgefest, fo fand er es pofitiv, 


% 


— 
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So verhält es ſich auch mit den Werthen einer Gleichung, 
als xsü— 10x 12 x — 140 — y. Man nennt fie pos 
ſitiv, wenn die mit + bezeichneten Termini mehr ausma— 
chen als die, welche — vor ſich haben, z B.wenn x= 12, 
fo ft y=+ 292. Man nennt die Werthe negativ, wenn. 
Dieje Vorausſetzung nicht erfüllt wird, ;. ». wenn X——5 
ift, wodurh y= — 205 wird. Ueberhaupt muß man - 
bey allen Progreffionen ‚von. Größen, die aus Theilen zu⸗ 
fanmengefegt werden, fie in Abficht der gegenfeirigen Be— 
ſchaffenheit diefer Theile unterfcheiden. Es ift gleichgültig, 
welche Gattung von Theilen man pofitiv, und welche man 
negativ nennen will. Go Fönnte man ſtatt des vorher ges 
gebenen Werthes von y, ohne die Quantität zu ändern, 
auch annehmen 140 — ı2x FIox’—x3=—y, wodurch 
ver Werth von y== + 205 odir poſit v für x—5 wird, 
aber y=— 292 oder negatid fürx —ı2. Eine arith⸗ 
metifche Progreffion wird erhalten, wenn entweder derfelbe 
Unterſchied zu einer gegebenen Größe folgweife addirt oder 
fubtrahirt wird, - Die: Glieder find in dem letzten Falle 
negativ, wenn die. Vielfachen des Linterfchiedes die geger 
bene Grsße übertreffen. Z. B. der Unterfchied — 3; die 
gegebene Größe =7, fo entiteht durdy Addition die Reihe; 
75.105 135 165 ı9,.ete. durch Gubtraction die Reihe 
VA 2; — 5; 8, — etc. Deide Reihen 
machen durch das gemeinſchaftliche Glied, 7, nur eine 
Reihe aus, in welcher die Glieder auf gleiche Art gebildet 
werden, in der einem Folge durch Addition, in der andern 
durch Subtraction. 

Dieſe Anwendung des Entgegengeſetzten iſt inzwiſchen 
nur die unwichtigere, wiewohl in allen Lehrbüchern bloß 
dieſe gelehrt wird, zufolge der Erklärung, daß eutgegeu⸗— 
geſetzte Größen ſolche ſeyn, die unter der Bedingung be— 
trachtet werden, daß ſie ſich einander vermindern, und daß 
die eine durch einen ihr gleich großen Theil der andern aufs 
gehoben wird. Man gründen hierauf auch die Rechnung 
mit Größen, deren Vorzeichen entgegengefegt ſind. Dieſes 
macht aber Dunkelheit, daher auch diefe an fich fo leichte 
Rechnung (ſ. Buchſtabenrechnung) von einigen wir Mühe 


— 
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und Kunſt dargerhan wird. Dieſes Verfahren kann fogar 
Die unrichtige Vorftellung veranlaffen, daß man entgegen» 
gefeßte oder gleichnamige Größen mit Rückſicht auf ihre 
Beziehung in einander multipliciren Fonne, wenn man bey 
den Vorzeichen + und — zugleidy an die zur Erläuterung 
gegebenen DBenfpiele denkt, fih z. B. die Multiplicarion 
von +8 in — 3 ald Multiplicarion von 8 Thlr. Vermö⸗ 
gen in drey Thaler Schulden vorſtellt. In der Thar iſt 
Die bisher erfläarte Arc der Enrgegenfegung nur Vertheilung 
der Werthe einer Jufannnengefegten Größe unter zweyerley 
Mubrifen. 

Zweytens kann man auch die Größen in einer Ber: 
bindung den ihnen gleicharrigen in einer andern ähnlichen 
Verbindung entgegenfeßen. Diele Entgegenſetzung ift die 
‚eigentlich wichtige, wodurch die analytiſchen Säge und Auf⸗ 
Töfungen Allgemeinheit erhalten, und oft viele Fälle aus 
einem einzinen bloß durch gehörige Vertauſchung der Vor⸗ 
zeichen hergeleitet werden Fönnen. Die Alten fannten den 
Gebrauch diefer Entgegenſetzung gar nicht. ever all, 
der fich durch eine andere Sage einer oder mehrerer Linien 
und Winfel unterfcheider, ward von ihnem beſonders be: 
trachtet. Das macht aber Weitläuftigfeit, und ift ermü⸗ 
dend, wenn ein Beweis oder eine Auflöfung mit wenigen 
DBeränderungen oft wiederholt wird, wie in den Büchern 
des Apollonius de fectione rationis, de [ectione deter- 
minata, de locis planis. 

Ben jeder Verbindung von Größen, einige ganz ein: 
fache ausgenommen, find immer mehrere Kalle vorhanden, 
die ſich nur in der gegenfeitigen Beziehung der Großen durch 
Addition und Gubrraction derfelben, ihrer Producte, Quo⸗ 
tienten und Wurzeln unterfcheiden. Alle Mbänderungen 
einer Verbindung, worin eine oder mehrere Größen jene 
‚Beziehung durchaus ändern, find nicht wefentlich verfchie- 
dene Verbindungen, fondern nur verwandte Källe einer und 
derſelben Art von Verbindung. Es genligt, die Rechnung 
für einen diefer Kalle zu machen, um die Nefulrate auch 
für die andern zu gebrauchen, wenn die Vertaufchung der 
Vorzeichen + und — gehörig vorgenommen. wird. 
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| 3.8. die Potenzen von a+ b und a — b unterfcheis 
den fich bloß darin, daß b entgegengefeste Werthe hat, 

Daher die ungeraden Potenzen von b in den Sormeln für 
beide entgegengefesste Vorzeichen erhalten , (ſ. Buchftaben: 
rechnung): Es ift das Produ (a + b) (a—b) = 
a3 + ab — ab? — b5, und (a — b)? (a +b)=ai — 
a®b —ab?’-+b3, Beide nur in den Vorzeichen von b und 
b3 verfchieden. ’ | 

Ein Courier A habe die Gefchwindigfeit a, ein anbes 

rer B die Gefchwindigfeit b, nach einerley Richtung; der 

Abitand der Örter, von welchen fie ausgehen, fey cz der 

erftere gehe m Stunden früher aus, als B, und x fey 

Der Weg des A, bis er von B eingeholt wird, fo iſt 

_a(c-+- mb) __ a(c—mb) 

u re x = —7 penn Am 
Stunden ſpaͤter als Babgeht, wobey . mb ſeyn muß, 
wofern die Antwort für die Frage brauchbar ſeyn ſoll. 
Geht A dem B entgegen, und fruͤher ab, ſo iſt x = 
a(c-+ mb) .. , __. ale-mb) 

ra ° und, wenn er fpäter abgeht, <= — 
Alle dieſe vier Fälle find nur Abänderungen derſelben Auf: 
‚gabe; man mag jeden derfelben wählen, um die Auflöfungen 
Der andern aus der für den einen Fall gefundenen herjulei« 
ten... Welchen man auch nehme, fo werden alle Größen 
‚bloß in Abficht auf ihre Duantität befrachter, und den Um⸗ 

ftänden des Falles nach gehörig mit einander verbunden. 
Iſt es der erfte, fo haben die Geſchwindigkeiten b und a 
‚in dem Menner des Werthes von x enfgegengefegte Vor⸗ 
zeichen, ob fie gleich nach einerley Nichtung genommen 
werden. Allein hier gefchieht auch feine Entgegenfegung 
der verbundenen Größen. Lim den vierten Fall aus dem " 
‚ erften berjuleiten, müflen m, a, x enfgegengefegt, in 
Abſicht auf diefelben Großen in dem erften Talle, genoms 
z Dos aieh _. „=a(c-mb) 5 
‚men werben, as giebt — x: — un 
wenn man unter x und a die Quantität mit Vorausſetzung 
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| | b 

ber Richtung verfteht, x ern Der ar deg 

| | — 

B iſt in dem erſten Falle = ir tan in dem vierten 
u 

— ge . Man fehe die dritte Aufgabe, in dent 


Artikel, Gleichung L Die gte Aufgabe deſſ. Art. zeige 
auch, wie der Tall, da das Waſſer durch die eine Rohre 
aus dem Behaͤlter fließt, aus demjenigen hergeleitet wırd, 
da das Waſſer Durch beide hineinfließt, und wie eine nega= 
tive Antwort für die gefuchte Größe die Vorausfesung 
der Frage berichtigt, 

In dem Dreyelfe ABC (Fig. 16.) foll aus AB, 
AC und dem Winkel A der Winfel B gefunden werden. 
Man fälle das Perpendifel CD auf AB, fo ıft, wenn B 

AC.finA 


ſpitz iſt, tang DB =2 AB_AC coli j und wenn B 
— .coO 


— AC finA 
ftumpfift, tang CBD — Te Weil 
die Segmente DB in beiden Fällen entgegengefetste Jage 
haben, fo, befommen die Nenner entgegengefesre Zeichen. 
- Diefe Nenner find vie Werthe von BD. Gebraucht mar 
für den zweyren Fall die erfte Kormel, fo zeigt die Megation 
des Nenners, und daher der Tangente, an, daß der innere 
Winfel, der zu der Tangente gehört, ftumpf ift. 

In derjenigen Verbindung von Größen, die zum 
Grunde für alle Übrigen verwandten Verbindungen gelegt 
wird, müſſen alle Größen als pofitiv betrachter wer: 
den, das heißt, ihre Symbole bezeichnen bloß die Quan⸗ 
tität, und die Addition und Gubtraction wird durch die 
Vorzeichen + und — angedeutet, fo daß + ein: wirfliche 
Vergrößerung, und — eine wirfliche Verminderung ans 
zeige. Es Fann hier Feine negative Große durch die Sub⸗ 
trastion des Größern von dem Fleinern entſtehen, meıl der 
Fall in Abſicht desjenigen, was addirt und ſubtrahirt wırd, 
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und war eine Summe oder Differenz iſt, ganz beſtimmt ſeyn 
ſoll. Man hat hier bloß additive und fubtractive 
Größen, nicht poſitive ünd negative. Poſitiv heißen fie 
in Beziehung auf andere Kalle, nicht i in dem vorliegenden 
Kalle für ſich allein genommen. 2 

Diejenigen Größen, welche in einer mit dem zum 
Grunde der Rechnung gelegten Fälle, dem Normal—⸗ 
falle, verwandten Verbindung ihre Beziehung ändern, 
find negativ, nicht in Rückſicht auf die mit ihnen dere 
bundenen Größen, fondern in Rückſicht auf die mit ihnen 
gleichnamigen in jenem erften Kalle, 

Eine Änderung der Beziehung einer Größe jiehr eine 
Durchgangige Vertaufchung ihrer Vorzeichen in ver ganzen _ 
Rechnung nach fich. Wo ſie in dem zum Grunde gelegten 
Falle addirt ward, wird ſie nun ſubtrahirt, und umgekehrt. 
Wo ſie Factor war, ändert das Produet ſein Vorzeichen, 
weil der Factor es andert. Kine ungerade Anzahl negati— 
ver Factoren verandert das Vorzeichen des Producers, eine 
gerade Anzahl aber-nicht, da je zwey negative oder ınifr — 
vergefellichaftete Factoren ein Product mir demſelben Vor⸗ 
zeichen geben, was pofitive an ihrer Stelle befommen. 
(Buchftabenrechnung, 14.). Daber behalten die geraden 
Porenzen einer negativen Größe das Vorzeichen, welches 
fie in dem zum Grunde gelegten Kate harten; die ungeras 
den aber andern es Wird durch die Megurion einer G:öfße 
ein Dividendus oder cin Dibiſor negativ, fo wird der Quo: 
tient es auch; werden beide negativ, fo bleibe der Quotient 
pofitiv und behält fein Vorzeichen; denn das Producer des 
Duotienren.in den Divifor muß dafjelbe Vorzeichen mit 
dem Dividendus erhalten. 

Gliebt die Mechnung ein negatives Mefultat, fo zeigt 
Diefes an, daß die gefundene Größe in einer entgegengeieß: 
ren Beziehung gegen diejenige zu nehmen ift, die man ihr 
beyarlegt hatte. Da man nicht immer beftimmen fann, 
wie der Tall, den man behandelt, befchaffen fey, fo muß 
das Nefultar ergeben, nicht allein, wie groß Die gefuchre 
Große fey, fondern auch, in welcher Beziehung man fie 
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zu nehmen habe, durch die Befchaffenheit des Vorjeichens 
ihres Wercthes. 

Wenn man nicht vollkommen deutlich einſieht, daß 
die übertragung der Rechnung von einem Falle auf einen 
andern zuläffig iſt, ſo muß man fie für dieſen Fall beſon⸗ 
ders anftellen, um die Übertragung zu rechtfertigen, oder 
ihre AUlnzuläfligkeit zu erweifen. Die Evidenz; muß durch 
die Allgemeinheit der Nechnungen nicht leiden. 

Die analytifche Behandlung der Geometrie har das 
eigenthümliche, daß fie Die Nechnung nur für einen gewifien 
Rail einer Verbindung von Linien und Winfeln ausführt, 
und dad Pefultat auf alle andere ähnliche Verbindungen, 
die nur in der lage der Linien und Zufammenfegung der 
Winkel unterfchieden find, anwendet, indem diejenigen 
Linien und Winfel, welche eine entgegengefeßte age in Bes 
ziehung auf jenen Mormalfall erhalten, negativ werben, 
und deshalb ihre Worzeichen ändern. Beyſpiele davon 
fommen in diefem ganzen Werfe vor. Insbeſondere fehe 
man die Artifel, Anwendung der Analyfis auf die Geome⸗ 
frie und der Geometrie auf die Algebra. Much der Artifel, 
Coordinaten, zeigt, daß man bey der Veränderung derſel⸗ 
‚ben die Werthe der neuen aus den vorigen durch eine einzige 
Rechnung für alle Fälle beftimmen könne. 

In den frigonomerrifchen Formeln werden alle Abaͤn⸗ 
derungen der Verbindung derjenigen Großen, die ju einer 
Formel geboren, bloß durch die Anwendung des Entgegen: 
gefesten auf bie trigonometriſchen Sunctionen hergeleitet, 
In dem Mormalfalle werden alle Winfel fpis genommen, 
fie mögen üunter einander eine Lage, veelche es ſeyn mag, 
haben. Dadurch find alle rrigonomerrifhe Functionen 
poſitiv. | 

Die analytifche Dioptrik bieter ſehr viele. und ler: 
reiche Beyſpiele der Übertragung der Nechnung von einem 
Falle auf andere verwandte dar, da hier eine große Menge 
von Werbindungen gleihnamiger Größen Start bat. 
Schon bey einem einzelnen dinfenglafe find manche Abanz . 
derungen möglich. Es fey das Glas auf beiven Geiten 
‚conver, der Halbmeffer der Vorderflache —F, der Hinter‘ 


Entgegengefeste Größen Or 


flache =—g; der Abftand des leuchtenden Punctes, oder 


eines DBereinigungspunctes der auffallenden Strahlen. vor. 
dem Slafe —a; der Abſtand des Vereinigungspunctes dee 
gebrochnen Strahlen hinter dem Glaſe = a, das Bre— 
ee aus Luft in Glas = — mee, f if 


ne Iſt ei eine Flache coneab, 


ſo wird ihr Halbmeſſer negativ, liegt der Vereinigungs⸗ 
punct der. gebrochnen Strahlen vor dem Glaſe, To iſt .« 
negativ, und find die. auffallenden Strahlen nad) einem 
Punete hinter dem Glaſe gerichtet, fo ift a — So 
als 
— (n-ı)(f+g)a- — 
Die Negation des Renners, da der Zaͤhler poſitiv bleibt, 
zeigt an, daß der Vereinigungspunct der gebrochnen Straß: 
len vor dem Glaſe liegt. Iſt das Glas ein Meniskus mit 
der converen Släche gegen die auffallenden Strahlen, fo iſt 
| — afg 
(n-ı IE-gJatfg 
— eis Wenn die auffall 
er 2 — — enn die auffallenden Strah⸗ 
len nach einem Puncte hinter demſelben Glaſe fahren, ſo 
afg 


— (n—ı) G—g)a+fg 


ift für ein biconcaves Glas a — 


g negatib, und größer als f, folglich « — 


iff, da a negativ if, « — 


afg 


Dioptrik, im zweyten Theile, wo die Anwendungen der 
allgemeinen Formeln auf beſondere Fälle gemacht werden. 


In allen allgemeinen Formeln werden die Coefficien— 
ten der unbefannten oder veranderlichen Größen als poſitiv 
betrachtet, was fie auch für ein Vorzeichen haben. “ihre 
Snmbole, ohne die Vorzeichen, bedeuten fchlechrhin die 
Duanrirät, ohne weitere Melarion. Wird num mit der 
Normalformel irgend eine andere unter ihr begriffene 


Man ſehe meine analgtifche 
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verglichen , fo find diejenigen Soefficienten negativ, die ein 
anderes Vorzeichen als in jener Formel baßen. 
Die negariven Wurzeln einer Gleichung werden in 


bem Art. Gleichung erflärt, wo ihre WVerhältniffe gegen. 


die vofitiven Wurzeln in allen Fällen der Gleichungen vom 
zweyten, dritten und bierren Grade gezeigt werden. Die 
‚negativen Wurzeln einer Gleichung find die pofifinen einer 
andern Gleichung, welche zur vollffäandigen Beantwortung 
der Aufgabe nöthig wäre, wenn man das Megative umge: 


ben, und alle Größen bloß nach ihrer Quantität betrach⸗ 


ten wollte. Durch die Veränderung der Vorzeichen in 
den ungeraden Potenzen wird die gegebene Gleichung -in 


“jene andere verwandelt. Der Gebrauch der negativen Wur⸗ 


jeln vereinigf beide Gleichungen in eine einzige. 

Megarive Wurzeln, fonnen auch pofirive Werrhe für 
einen andern Kall der Aufgabe enthalten. Z. B. Es fen 
I.x—y’xy, und IL. x+-y=xy. Wem I durd 
II, dividirt wird, fo wird erhalten, — 1. Dieſes 

giebt die Gleichungen, 
| X—-3x-+ 170, und y’ _y—ı=0. 

Die Wurzeln der erjtern find 3 (3 + V 5) und 
303 —V 5); ber zweyten, 3G+V5) und (1 — v5). 
Der erftere Werth von x und von y thun der Trage auf 
die bejtimmte Are, ‚wie fie abgefaßt ift, Genüge Der 
zweyte Werth von y iſt negativ. Dieſer giebt mit x = 
2(3°- V 35) die oe auf eine verwandte Srage, wenn 
y—xxy fen fol. Es ſeyn nämlich die beiden Bedin⸗ 
gungen: Ly—x"—xy;. IL y—xZxv, fo find die 
Gleichungen, Lx’-3xX+ı=Z0; IH.y’+y-ı=o. 

Die Wurzeln der zweyten find den Werthen von y in 
der obigen Gleichung entgegengefest, so daß die dort für 
‚ den beitimmten, wörtlichen Sinn der Frage unbrauchbare 
negative Wurzel y hier poſitiv nach dem Sinn der veraͤñder⸗ 
ten Frage iſt. Die beiden andern Combinationen der Wurs 
zeln beider Gleichungen erfüllen die Forderung nicht 

Ein anderes ſehr erläuterndes Beyſpiel wird in dem 
Artikel, Anwendung der Analyſis auf die Geometrie. 12. 
Aufg. angetroffen. 


* 


* 


% ’ 
* 
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Seit Descartes bis / zn Wolfs Zeiten nannten manche 
bie negativen Wurzeln falſche Wurzeln; weil ſie ſte 
eutweder für ganz unbrauchbar (in dem ·wörtlichen einhes 
ſchränkten Sinne der Frage) hielten / oder auch wiewttzl 
auf eine zweydeutige und mißverſtöndliche ikre,,” Durch 
den Ausdruck, waßre Wurzeln, die,enigen der geſuch— 
ten Größen bezeichneten; welche der Aufgabe, nach den Wort 
ausfegungen derfelben Genüge thun, durch falſche aber 
diejenigen, welche in einem andern Sinne es Teiften. Wie 
Anwendung auf die Geometrie zeigte ihnen, daß die falſchen 
Wurzeln fo gut zur vollſtändigen Auflsfung gehören als 
Die wahren, & u Tr ; es dis chin wi 
Man gebraucht für negative Größen bisweilen den 
paradoren Ausdruck, weniger, dder ‚Eleiner 0 
Nichts. In der. jiventen vorher erFlärten Bedeutung 
negativer Größen laßt fick dieſer Ausdruck nicht anſpenden: 
allein bey den Gliedern kiner Reihe, die darch Fortsetigee 
Verminderung Null, und dann negativ werben, ‚har et 
einen guten Sinn: "* &b wie man ganz tihtighiir, a-b 
aiſt kleiner als a, wenn b<aift, fo ſagt ran auch" aRälh: 
giſch richtig, aa Fb) oder IB, iſt Peiner ars’ a, oc 
“auch der Unterſchied —B abſollit gehomireir größer At 
BES ach beziehungs weif a 4) flöiner 
als — a. Dieſer Sprachgebrauch verhilft zu allgemkin 
aus gedruckten Satzen MNnd erſpart die Aufzahln ig aller 
einzelnen Fälle. Die Hinzuſetzunglpon + aigiehf Gräferds, 
die Hinzuſetzung von — a oder Abziehung von + aigiebr 
Mleineres, wenn gleich der Quantitaͤt nach das umgekehbte 
erfolgt, nãmlich ingdem Falle, wenn / die Hinzuſetzung zu 
‚einer negativen Größe gefcießt 5 5... m 
11.1. Die Veränderung. einer Große wird alſo bloß nach 
bee: Belchaffenheierder Veränderung. benahmt. GSibe ſt 
eine Zunahme, wenn die Veränderung das Vorzeichen 4- 
Hat. oder pofitiv.äftz.fie ift eine Verminderung, wenn dieſe 
das Vorzeichen —>s Bat. oder negativ iſt. Hat ati eine 
DE bon Gräßenz:: nach ırgen® einer analstifcher Form 
ber Zuſammenſetzung, fo werden dieſe als wachſend betrach⸗ 
tet, wenn zu einer vorangehenden y eine Größe Ay ge⸗ 
J ER] 
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ſetzt wird, um. Die nachſtfolgende y* zu echaltem als abneh⸗ 
mend, wenn zu y die Große — Ay geſetzt wird ‚um yau 
befommen; obgleich, wenn y negativ iſt, die Größen in 
jenem Kalle abnehmen, in dieſem aber zunehmen, 


In der Differenitialrechnung zeigt ein poſitiber Qus⸗ 
tient = an, daß beide Größen x und y mit einander der 
X ss ei 


Dmanrität nach wachfen oder. abnehmen; wenn beide gleich 
namige (beide pofitiv oder beide negativ) find. Ein nega⸗ 


tiver Quotient Ye zeigt an, daß die eine der x und y ber 


Quantität nadı abnimint, wenn bie ändere iuniif,, in 
dem Kalle, da beide gleichnamig find. ind fie aber un: 
gleichnamig, ſo zeigt der negative Quotient an, daß fie 
‘zugleich wachfen und abnehmen, z. B. Kreisbbgen und 
Coſinus. 
Principles of Älgebra, by, w. Frend. Londorl 
.2796:, Der Berfaffer fucht_das Studium der Algebra 
‚durch die Ausſchließung der negatipen Großen zu erleichtern. 
Francis Maferes har dazu einen Anhang ‚geliefert, der 
- „stärker iſt als die. Srift albſt, 1798+ Er oa mit 
Frend überein. - Ä 
Meue —— über us 8 Minus re. bon 
F. G. Buſſe. Erſte Abtheilung. Cothen 1801. inig; 
Der Verf, will die Beziehungen der zu einer Verbindung 
gehsrigen Größen durch. die Vorzeichen Fund init 
bezeichnen. Die. Schrift iſt zum: Theil gegen meine Ab⸗ 
handlung über bie Lehre von dei entgegengeſetzten Größen, 
‚in dem, Hindenburgiichen Archiv. der Marhematik, Heft IIE: 
;IV. gerichtet. . Das. dafelbit und hier erflärre Berfagren 
bey der Anwendung entgegengefegrer Größen: ift bisher: int 
- der That von den vorzüglichſten Mathematikern fait immer 
befolgt, nur iſt nirgends die Theorie defjelbeit: gehörig aus⸗ 


einander gefest, und von ungkidharrigen 
rein Dargeftelit worden; ° J 


» 


or# u? 
Ver v isu4 


Epftépkloide dr 
Evieykloide iſt die krumme inie, welche ein in 
der Ebene eines Kreiſes befindlicher Punct befchreibt, indent 
Diefer Kreis auf dem Umfange eines andern; in derſelben 
Ebene mir ihm liegehben ,. Kreifes fich um feinen Mittel 
punct wälzt, ſo daß die Bogen, die auf beiden Kreifen 
groifchen zufainmengebörigen Berührungspuncten liegen; 
" gleich groß find. Oder die Bewegung um Ben Mittelpunet 
des fich wälzendet Kreifes tft fo groß als die fortrlickende 
Bewegung auf dem andern, dem rubenden. Die Wälzung 
kann Auf der converen (äußern), oder auf der Cöncaven 
°(innern) Seite des. ussewegten Kreifes gefcheben. In 
den letztern Kalle. heißt die Curve eine Hypbo«dykloide, 
wiewohl man auch Häufig dieſe eine Epichkloide nennt | 
Alsdann unterſcheidet man beide Gattungen durch die Bey⸗ 
mwerter äußere (oder obere) und innere: (oder untere); 
Der unbewegte Kreis heißt die. Srundlinie oder bie. 
Bafis, der fi) wälzende heißt. der erzeugehde oder 
befhreibende Kreis. Liege der befchreibende Punch 
auf dem Umfange des bewegten Kreiſes, ſo iſt die Curve 
eine Epicykloide im engern Verſtande; liegt derſelbe außer⸗ 
halb des Kreiſes, fo iſt ſie eine verküürzte, (curtata), 
liegt er innerhalb, ſo iſt dieſelbe eine geſtreckte (elon» 
ita). Der befchreibende Punct bewegt fich in allen dry 
Fällen um einen gewiſſen Punct, det wiederum fih um 
* Mittelpunct der Baſis bewegt, allein nur in dem er⸗ 
ſtern Falle iſt ſeine Kreisbewegung gleich der fortrückenden 
Bewegung des Kreiſes auf dem Grundkreiſe; in dem zwe⸗ 
ten iſt jene groͤßer, in dem dritten kleiner alt bie e. Es 
verhält ſich hier wie bey. der: Cykloide, Th: J. S 599. 
Bir wöllen hier nur.die eigentliche Epicnkloide —* 
Zuerſt ein Satz aus Der geometriſchen Lehre, von der 
mengefehten Wewegung, 


1. Es werde bie gerade AB Tab. DK. (Fig. 17.) 
Bon einem Punete gleichförmig befchrieben. über derfel: 
ben als Diagonale verzeichne man das Parallelogramm 
ACBD, fo find AC, AD die telativen Wege nach den 
Nichrungen Ac, AD, in welche der ai Weg AB 
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zerlegt wird, ober, wenn ABcdie Geſchwindiqkeit nach 
der Nichtiitd AB:varitellezfo ift AC die relative Geſchwin⸗ 
digfeit nach der Nichrung RC, und ADidie relativernach 
AD. Aus den relativen‘ — era wird — 
kehrt die abſolute zuſammengeſetzt, u u nu” 

Iſt Ad der krummlinichte Weg eines Körpers: mie der | 
Richtũung und Geſchwindigkeit AB in A, ſo ſind AC, AD 
die relativen Geſdwindigkeitoͤn nach denſelben Richtungen, 

in welche die nach AB zerlegt wid, ſo wie umgetrger dieſe 

aus jenen zuſammengeſetzt wird. 

2Es“ſey AB (Fi r8.y° der —E — 
wegten Kreiſes, CB des bewegten, B Der, beſchreibende 
Punct. Du die Walzung auf jenem komme der Punet 
d auf D, fo daß der Bogen BD Bd fey. Man ziehe 
AD, und nehme auf Ber Verlängerung derfslben -DE = 
OB ‚ beſchreibe aus B einen Kreis, nehme darauf den Bo⸗ 
gen DF == BD; fo iſt F ein Punct der Epieykloide. 

Den Bogeit DF dem BD gleich zu machen, bemerke 
man; daß bey gleich großen Kreisbogen die Winfel ſich um2 
gekehrt wie die Halbmeſſ er verhaͤlten. Alſo it ED: AB 
_ BAD:DEF. In der Figur ib AB: DE =t 20 ::9, und 
BFP die Hälfte der Epieykloide, die nach. einer Ummälzung 


des erzengenden Kreiſes die Baſis trifft, ımd nach zwanzig 


Umwalzungen wieder bey dem Punete Banfangtt 
3: Die Halbmeſſer der Baſis und des erzeugenden 
Kreiſes verhalten ſich wie m: my der Umfang des erſtern 
Kreiſes ſeyBPy des andern = p, fo iſt min Pꝛ p 
und np Hip. Sind in mid. n ganze Zahlen, ſſo trifft 
nach m Umlaufen der⸗ beſchreibende Puncr wieder in den⸗ 
jenigen Punct-der Vafts ein von welchein er ausgieng. 
In dieſem Falle iſt die Epichkloide eine algebraiſche Linie, 
für welche eine Fa Gleichung zwiſchen ven: Coordi⸗ 
naten Statt hat. das Verhältniß mn irrational, 
fo befteht auch die A g ails unendlich vielen Gliedern, 
indem der beſchreibende Punct nie wieder in den Anfangs⸗ 
punct trifft, und Daher die Curve unendlich viele LUmgange 
‚um die Baſis macht, fo daß einegerade Linie fie in unend⸗ 
lich vielen Puneten tieffeh alte 0 rn ee 


Epienkloide 17. 


— Man ziehe die Chorde FN, und. nach dem End⸗ 


puncfe G des Durchmeſſers DG Die ShordeFG: es iſt diefe 


die beruͤhrende an der Epicykloide in F. 


Bew. Der Puntt Fhat zwey relative a 
gen, eine nach der Richtung FH fenftedir auf AF, die 
spdere ag Fl. ſentrecht auf EF,_ Denn fo wie der 
rechten Richtung hat, fo hat jeder Punct der Ebene —* 
Kreiſes ebenfalls eine ſolche, ſenkrecht auf die den Punet 
mit A verbindende gerade Linie. Außerdem hat aber wegen 
der Walzung anf der Baſis, oder der Drehung um E, 
m Puner eine Bewegung fenfrecht auf die von ihhm ı; * 


Kgezogene Linie. Die Geſchwindigkeit des Punctes F 


nach der Richtung FI ift gleich der Geſchwindigkeit des 
Punctes D, und die nach FH verhält ſich zu der des Puns 
ste8 I wie die von F und D hefchriebenen Kreishogen, das 
ift, wie AF:AD, al it FH: FI—AF:AN.:. Man 
vollende das Porm-HFIK, fo iſt FK die abfolute Diche 
fung des Püneres F, ober die berühreube in F, 


Man ſetze AB—=a, CB—=b, AP—z. 
In dem Dreyeck AEF, deſſen Minfel hier alle fit 


find, iſt W. AFEZ=MR. HEFT des Paris FR, und, wenn 


AF.nad £ hin ver langert wird, der außere W. EFf— 38: 


FHR des Porms, Denn es it AFE+EFH = HFI 


m EEH, wegen der rechten Winkel AF H, ‚EFT, 
- Da in bern Dreyeck AEF ift fin AFE — fin E, 
| ” | 
fo ift in HFIöder fin FHK — IT”. fin E. 
2 


- 


Zweytens, in bemſelben Drenet iſt tang APE 





Zoom. ns —— tE 
, — * co 
EF-ABR.olE ver —e 


* 


us Epichkloide 
2R — AFE, fo iſt cot EHR = — cot AFE == 
\ b - 
NT arb) fine 
Drittens, in dem Dreyeck FHR iſt cot FRH 
KH | . 
= IH na HR, oder, weil FH;RH 


k A 
= 234a iſt, cotfKH = 7 —— t FHR. 
z:aift, | * Zfin!Hk _ CO! HR. 
Mittelſt der vorher gefundenen Werrhe des Sinus und der 
Cotangente yon tHK ifl ai 


J | a b. 
* ii (a+b, finE * (a+b)änE nn 
ı-co[E 2 ſin E® 


1 
— 67 ara fnE  afm$E.coljE 
— tang Eʒ folglih FEH — 90° - $E. DaIF mit 
KH parallel iſt, ſo MW.EK—=:KH, un IK= 
90° — IB, Wegen des rechten Winkels TE iſt ER 
—3E, Dian ziehe nach dem Endpuncte G des Durchs 
meſſers DG die FG, fo iſt W. EG =$E, alſo fallt 
}K in G, oder die in F berührende gebt duch G, 


Daß die in F berüßrende durch G gehen mäfßte, 
fonnte man daher fchon abnehmen, weil die Ebene des 
Kreifes fich in jedem Moment der Fortwaͤ zung um den 
Berührungspunct D dreht, daher DF auf die berührende. 


ſenkrecht iſt, alfo diefe ſelbſt durch E geht. 





ZZ aa 
® . F 6— ——— 2 
5. In dem Dreyef FAG iſt I fin 6’ = — 
| (a+3b)' - 22 | 
M co , a 4b ‚at+b) ‚N r | G | 
FLO | | ne . . * 
fa+ 2b)! zz’ 


Ä Bew. In ben Dreyeck FAR ill (a by) + 
bir b) euii — zt, alſo | erB * 


— 


F 
Evieykloide — 119 

aa4 2ab 2bb- zz u ad | 

— Daraus iſt ı — E 


7 222 aa (a+ ab)?-z* 
== 514 er —— 


co[E = 


Zba+b). on 
iſt —colE = 2fin1E’—= 2finG®, und ı + co(E 
— »col$E* — sce[lG?. So find die beiden eriten 
Formeln bargethan, Aus biefen folge unmittelbar die 
driste, . 

6. Dan berlänger die berührende AG auf der andern 


b 
Eeite na Fg, es iſt J. fin AFg = eye 


H. colArg = -0o0lG; ML. ng Alg—_ 


at2b. . _- un K 
=; tang G. ft F — FR 


Die erſte Formel if die befannte caihonometriſche 
Grundformel für das Drepeck FAG; die zweyte iſt eben 

dieſelbe für das Dreyeck FaD, worin aber ſin ADF 
—c0fG, und finAFD == co[AFg iſt, weıl DF auf 
FG inF ſenkrecht fteht. Die dritte Formel iſt eine unmit⸗ 
telbare Folge aus den beiden erſten. 

7. Der Winfel, BAF-des ig Radum der 

Eurv⸗ mit AB ſey — wo, es iſt 
a-ꝓ42b = zz-aa 


a Wh . 
Dem, Es ifftang Ärg—" — —— Linie, 27.). 
Hier ſetze man flir tang Abg feinen Werth aus (6 und 5.), 





02. 
und multiplicire auf beiden ran u — 2 entſteht 


die eufgefelte Berl, 


Ka € Bir ykloide 


8. Der Bogen BFaſey —=.s, und: at abe: - 
“ en ea Veit) 
@a: a er 


-2C+D (ro) I 


J — 


— * 


um 


ober s == 


Ben, & ift nämlic ds vn + 622), 


Rinfſtaton. Nun it z0wW — — day Ä = ‚ alfe 


| ae zV (cc-aa 
os’ * — — und 05 — — 
. aa (cc 22)1 AV (m av (ee) 


Folglich 


* | (cc- cc-72)- a a 
Een Vera) — 
( Integralrechn 40.). In B, wo 2a if, fs—e, 


alſo Conk — —, 


Satzes erhalten. | | | 
‚ Kerner if Die berüßrende Chorde FG — ab cof — 


Da 4b a+b)ec- — an iſt, fo iſt 2(a-+b) x FG 
== Y(cc-aa: (ce - zz). - Durdy die Subſtitutionenaus 
diefen beiden Gleichungen wird die zweyte Formel erhalten. 


9. Nimmt man zma+sb=c, fit - » - 


J cc-aa b(fa+b 
s— * = ( = —— —. $ür dieſen Werth von 


So wird die ap Some des 





b 
2 iſt v ⸗ — m, wo * Der —* Krieg mit dem 
| 3 or airline den 
Halbneſer als Eineit ie Es im BAP = — Er * und 
ter. din * 3 


4 = 


Eicher 0,9 


pP 


AP=a-onb, fo iſt der Vohn BP— — alſo 


der Bagen PB —E oder PF = 


HN) * FG. ep dm Dil Bea 3 


"ro, Die Area BAF. a dem beiden Winkel: 
AB, AR und dem Bogen ber Epicykloide BF 
iſt — | 


ce⸗ zz. x 


(= z * (eo) Aögpen y SE — 
| ua * Veec- 22) (224 aa). — 
a | * — 
ober = * ehe, Som. de BF. 


| Dem. Die Area 2 zZ; "fi: it 22 3 3uh 
ff: Diedrotur) alſo 9 = 20% ven; A cin | 


eng oↄ0 Buy: 
a+ 2b=c geſetzt toich, Dan ee — — un, jo 
it20a——uöu, und ie DE RE 


az — ——— — 8* re 


Die Opmtegrätion giebt Integralr. 36. * — 


* 


"zu Conft“ — ——— zn 
4% 


. Is mAg Ar << .d--3 "dr A Pa 
er re ? 
J tor ri * 427 —E aaa) 
2 
N ik eco- a aag an RER 
— 4a 00 — 1 TER Ja) 


Gr 
— (ee Anka di ul < 
(ee - aa) 


Epichkloid? 41 
AP —=a-kab, ſo iſt der nn alſo 


— oc -aa) (cco-7zz 
der Dagen pF Ze ER] 
‚> 


, ober PF = 
a 
* * FG. 2. = GIB a Br 
J 


to’ Die Area BAF mwſſchen ber beiden Winkel⸗ 
San AB, AE und dem Bogen der Evpicykloide BF 
iſt — | 
Ä CC-2Z_.» 


J —— — — av 0. 8 


J n 
— — ceo⸗ 22){(224 aa) — 


| 4a 
b 
aber = == een Se re Dr 


ie Ben. Die Area’ fey YA ‘fo: it 22 — 220 
(f: Quadratur) alſo 02 =" — 20 V —— Wenn 


Pils y 90 C0- ZZ” 1 


a 26b geſetzt wird, \ Man fee c = —* 
iſt zoa du nah... rd“ 
ge” 22 — En Vloo-aa=), 1 * * et; 


Die Osntegration gie (nee galt, 36. u. 38 — 


"ZZ ‚Conft - wie: ai = 


int Ferag Anh: 7 J— 2. ae 2 
J ee * 
— . 444 25 7 ‘ Meer ad. 
er eQ-a-un! \ 
— —X 44 BA ER 97 477 } RLIR Ia5 — 
34 


— — ae u Anka * 


v (se -aaA) , 
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— Conſt — 7 Vies-22) (2-20) 


c-72 





iu (co-aa) Ang. finy 


cC—-aa : 
Kür za ift Zo, und der Winfel in dem Bas Termis 
ung. = go rad oder $ 7, alle Conſt = —— — em): x 


im. m. 


= — Em (ir =) | 





cc-aa 
— —E — 
4a 2: 
Der Winkel in dem erſten Terminus ift das Comples 
ment des Winkels, deſſen Sinus — F —— iſt, alſo 


iſt es der Winkel, deſſen Coſinus eben — wen hat. 
So iſt die erſte Sormel bed Sage eriviefen. 


Weiter ijt der intel zu Sofinus. — der W. 


ÄGE, (5.) und Vce=zz) (zz Sas) ⸗ = 4bfa+b) fin 
AGF. col AGF = (cc-aa) fin AGF. cof AGF, alſo 


z— = 0-ayCAngAGr - fin AGE. «oLAGF). 


Der Sins DF ift — b. Ang DEF, ober ab. Ang 
AGF, und Seetor DEF bb, ang AGF. Auch iſt 
—E— —— 4 DFx GF Z bb finG. coſG. 

4 b 
Setzt man nun für —* —S ſeinen Werth — 


x b(a +b), fo wird. + & y — — 
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= b b 
zart nn 4» (Sect, DER - ADEF}. 
ae“ ar 2b)« . (a a b) 
Tr 
11. Wenn ber erzeugende Kreis eine halbe Umwäl⸗ 
zung vollender hat, fo Daß der.befchreibende Punct mit. dem 
Berliprungspunete Q und dem Mirtelpuncte des ruhenden 
Kreifes in gerader Linie liegt, namlich in P, fo iſt der 
Slächenraum gwifchen AB; AP und dem Bogen BEP = 


(a+2b)(a+b) 
ab 

(+3 3b) Al-b) 
Fe 


Zu Segm. DE 


> /ärea ſemicirc. ERqr oder 


.#bb r | 


En Der Botalnao it — m ber Bogen BQo=. | 


br, der. Sector BAQ — $abr. Zieht man diefen vom’ 
der ganzen Area BAPB ab, fo bleibt bie Area BQPB 


_ 3a tab ab.  Hbbr = z34 tn ab 


—* ——xX area femic, PRQ. 
13. Die Arca BDF — dem Fleiabogen BD, 
za 42 u 


dem Bogen BF und der chorde pF = — 
fegm. DF. 
Dem. Dem es iſt Beck, BAD = = See, DEF, 


d 


und ADAF = ADEF, Nun ift in dem Beweiſe ber 


zweyten Formel (10.) gefunden 


Arca BAF = ae ($ect. DEE - ADEF). 


Acbiee man dazu das — DAF, und ſubtrahirt den 
©ector BAD, fo bleibt Die Area BDF, und es ift alfe 
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„in 


Area BDi Geet t. DEF — ADER) 


— 3°-.2 


‚a 








—X DE-— - * 2 


| 14 Die ie Kern, DQPF iſt⸗i > —— u 


| Die, Bermel giebe DR Semaul in der. Lett, 


— FDG6. 


ER | — 4— —— 
⸗ 


— 44 


Area, feßhjtite —J 





J 
fi zuſammen = * + m 


85, Der Halbmeſſe e der Keimmung OF An F a | 
— 2(a+ b) > DE. ds 
at eb . 
TB Das Perpendikel auf Die beruͤhrende in F 
aus dem Mittelpuncte A des ruhenden Kreifed ſey AT—t, 
ber Halbmeſſer der Krümmung in dem ‚Puhtte r je: = Br 


zz, en 


ſo if, er — dl Krümmangefrei) ‚Nun af AT == 
AG x "m ker = = @+ 2b) inG = + 2b) 


« ib = a A a N, 
v ves- zZ 
2 “ t=. — ‚umd = = PVez—a)" 


A’ 
r 


ifo —==p V@n—a) = p Kin6. Vab(at®) 


bla+b J b 
a), imo Verb) <TD, weil FDy= 
a-+ 2b — — 


= 2bi fin G iſt. 
16. Die krumme Linie, auf welcher die Mittelpuncre 


her Krümmungskreiſe, wie ©, liegen, — vr 
äönliche: Epichtloide, f. Evoluce Aue 


Ehriheidide 12 


— 17. "SH wie DEF ber Wätzingersinet iſt/ wenn ve 
Kreis von B nach hin ger fickt it, ſo iitGBEFder Wälzungss 


winkel, wenn der Kreis von Q nach D bewegt iſt. Es iſt 


namlich bey der Berührung in’Q der befchreibende Punct 


in P, auf-Der-geraden AQP. Die Gleichung zwiſchen AF. 


und einer trigonometriſchen Function des Walzungswinfelg 
ift daher; eine gedoppelte⸗In dem erftern Kakleift,  - 
: a, 4b (a-+-b)(in 2DEEB,..: 5. 


wo z Z-AF if... In + — * it, —— oder | 


«+ 2% Er geſetzt Wird; 
a co—gb(e- "%) (Ku enrx 4 


Die etfte Formel folgt als (5. L), die zweyte aus derfels. 


ben, wenn für a gefegt mırd c- 2b, und 1 — ini DEF) 
be (eoffDE! )*, das {mir (in FGEF)*Verraufcht wird, 

AIn der zweyten Vormel — dem in der eifhen Formel 
— —— 


Die hier betrachtete Loichklabe fo‘ feßr fie bloß | 


wäh N Scheint, hat doch ihren praktiſchen 
Nuken,,, Die Zähne der "Kännlte der Räder in Mafchinen; 
und die Hebedauinen, welche Hebel bewegen, müffen nach 
einer Epichkloide geforint Tenn, — Maſchine einen 
gleihfernitgen Gang Haben fol, Es fey AB der Halbmeſſer 
bes Rades bis an din Punkt, wo ber ‚Zahn oder Kamıj 
zuerſt bon dem Triebſtocken berührt wird; EN ber Halb⸗ 
meſſer des Getriebes Die an die Axe dei Triebſtecken, die hiet 
als eine Linie ohne Dicke betrachtet werden. Das Getriebe 
dreht ſich wie der erzeugende Kreis für" eine Epicyklbide 
um “er Mirteisunet, aber walzt ſich nicht, dagegen ſchiebt ſich 
ver Amfang des Rades unter demſelben weg. Es iſt einet⸗ 
ley, ob. der Kreis Di E ſich auf BD- waͤlzt, und dadurch 
C nach E rückt; oder ob der Bogen BD fich unter BC weg⸗ 
ſchiebt. Stellt man ſich die Epichkloide auf der Ebene des 
Kreiſes um A gezeichnet wor, ſo bleibt bey der Walzung dee 
beſchreibende Puntt immer auf jener krummen Linie. Iſt 
auf deun Rade der Kamm nach der Epieyfloide BF geforme, 
und verhalten ſich die Winkel, welche B und F befchreiben, 
umgekehrt wie AB und ER, ſo fchiebt der. Kantın den Triche 


- 
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ſtecken ungezwungen fort, ohne Klemmung und Schlottern. 
Auch bleibt das Verhaltniß der gegenwirkenden Krafte 
immer daflelbe, wie in der written Abrheilung, Art ch 
Mad iind Gerriebe, gezeigt werden wird, Ä 


| ft AB der Halbmeffer einer Daumenwelle, BF bee 
epichkloidiſch geförmte Hebedaumen, GFg ein Hebel, der 
um den Ruthepunct G gedreht wird, und verhalten fich die 
von AB und .GFE zugleich befchriebenen Winfel wie GD: - 
AB; fo wirft der Hebedaumen ungezmwungen auf den Hebel, 
indem er ſich daran binfchiebt, und von GFg berührt wird, 
ohne Verluft an Kraft und ohne Lingleichheit in dem Ver⸗ 
—* der entgegen wirkenden Kraͤfte. S. Hebedaumen 
der dritten Abtheilung. 


1. Diefe nuͤtzliche Anwendung iſt die Veranlaſſung 
zu der Conſtruction der, Epichkloiden geweſen. Römer, 
ein Däniſcher Aſtronom, gerieth auf dieſe Curve, als er 
die ſchicklichſte Geſtalt der Zaͤhne oder Kamme eines Rades 
ſuchte, um das J. 1674. Dies bejeugt Leibnitz in einem 
Briefe an Joh. Bernoulli (Commerc. epift. I: 347.). 
Er hat es von Romer ſelbſt, wie er mir ihm zugleich in 

ris war, und von Hüngens vernommen. De la Hire 
hat eine ausführliche, aber fehr verwickelt abgefaßte Abe 
handlung über die Epicpkloiden und ihre Anwendung in der 
Mechanik, gefchrieben,; die in einer Eleinen beſondern 
Sammlung: Memoires de Mathématiques et dePhy- 
fique, & Paris 1694, befindlich ift. Er erwähnt nichts 
von Römer, und ſcheint ſich diefe geometrifche und mecha⸗ 
niſche Entdeckung zuzueignen. 


20. Die äußere Epicykloide, die von einem auf dem 
Hmfange eines fich wälzenden Kreifes befindlichen Puncte 
befchrieben wird, ift die Brennlinie für zurückgeworfene 
Strahlen an einem Kreiſe. Der Halbmeſſer der Baſis 
ift Halb fo groß ald der von dem zurückwerfenden Kreife, 
{nd doppelt fo groß als der von dem erjeugenden Kreiſe, 
wie es de la Hire in einer Abhandlung über die Brenn⸗ 
Unien, in det gedachten Sammlung zuerft gezeigt hat; 
Auch iſt die Brennlinie eine IRRE wenn die Strah⸗ 
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fen von: dem⸗ Endpunete eines De. ‚auffallen. 
SG: Brennlinie und Cauſtica. ©“. 


21. Wonn die Baſt 3 det Eeleytloide einen unendli⸗ 
chen aroßen Halbmeſſer par, fo verwandelt fie fih in eine 
gerade inte, und det erzeugende Kreis giebt eine Enfloide, 

Iſt aber der Halbmeſſer des erzeugenden Kreifes 
unbe roß; fo. entſteht durch Abwicklung des Umfan⸗ 
ges der Baſis ie Linie, "welche inan die. Evolvirende 
femten kayn. Die Baſis iſt ihre Evolute. Anftart des 


Bogens FD iſt eine gerade ine; die den Bogen BD 
gleich ift, von dem Anfange bet Abwicklung an Bis an den 


Berüpritiggpunt, ir Erolure 


.,3 Das, game Verfahren für. Die äußere Epicyfloide 
kann man auf die innere anwenden. In der Rechnung 
wird b durchgehends negativ. Denn in dem Dreyaf-AEF 


wird für dieſe die Seite AE=a—b ſtatt a 4 b ander - 


äußern. Es iſt zur deutlichern Einſicht rathſam, die 
Zeichnung und Rechnung für dieſen Fali beſonders zu 
machen. 

Auch ſieht han aus dem für Die eigentliche Epichkloide 


angewandten Verfahren, wie die interfuchung für geftreckte 


und verkürzte Epichkloiden anzuſtellen ſeyn wuͤrde⸗/ 


Halleny hat in den Philoſ. Tranſ. nr. 219: für den 


Klächenratm. aller Arten von Cykloiden und Epicykloiden 
verglichen. mit dem Flachenraum der zugehotigen Kreisſeg⸗ 
mente folgenden. Sag bewieſeni: Die Area dieſer Curven 
verhaͤlt ſich zu der Area des erzeugenden Kreiſes, wie die 
Summe der doppelten Geſchwindigkeit des Mittelpunctes 
-und, der Geſchwindigkeit der drehenden Bewegung zu der 
Geſchwindigkeit dieſer letztern, und. eben fo uͤberhaupt die 
zuſammengehörigen Flachenraume an der Curve und dem 


Kreiſe. Die Raume werden von, dem Scheitel an gerech⸗ 


net , und. von dem Xogen ber. Bafis, der erde und dem 
Durchue ſa. PQ begranjt,. fe 14. 

23. Man fand. jede Figur Über einer andern Figur 
in derſelben Ebene auf die Krc, wie einen Kreis über. einem 
audern, ſich walzen, und einen Punet in der Ebene der 


‘ 
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erſtern eine Linie beſchreiben laſſen. De larHiere hat in 
den Memoiren der Pariſer Akademie vom X. 1706. den 
—5 au, Dem Verfahren gegeben, der aber unzureichend ift, 
Daten $ Montuela den Aufſatz als ausführlich und nett 
— empfehle, Hingegen bat in derſelben Samm⸗ 
Jung vom J. 1707. Nicole Foͤrmeln angegeben, dur 
welche die Gleichung, für die.auf, gedachte Art erzeugte 
krumme Linie gefunden wird. Es iſt ein Eliminations⸗ 
Proceß zwiſchen drey Paaren veranderlicher Größen, nams 
lich den rechtwinklichten Coordinaten der drey Curven. So 
wie Nicole die Methode vorträgt, ſcheint die bewegte Curve 
mit dem Waͤlzen zugleich rutſchen zu fönnen. , Er bemerkt 
nicht, daß die Elemente der beiden Curven, der bewegen 
. And der unbeweglichen‘, , gfeich groß find, dber doch in der 
Kormel,. als wenn ſie verſchieden wären ‚ beybehalten wer⸗ 
den müſſen, weil Differentiale an zwey vetfehiedenen Curden 
RRge m einander verglichen werden könſen . 


28 Wenn eine Parabel auf einer ihr gleichen ſich 
walk, und zuerſt die Scheitelpuncte zuſammenfallen, ſp 
beſchreibt der Scheitelpuner jener eine Eijpite, Dirdle 
9. 9, © 124 ber hol. Yusg. u 


28. Den Brennpunet ‚der ‚Kewelichen Parabel ber 
Schreibt, ‚ben dieſer Borausfegung, eine gerade Linie, die 
ſenkrecht auf die Axe der Parabel durch den Punet geht, 
Her: auſſerhalb ſo weit. von dem Scheitel abſteht, als der 
Brennpunct von demſelben. y far a 


⸗ 


vs 16 Wenn eine Ehlipſe auf einer ihr gleichen ſich waht, 
und die Scheitelpuncte beider zuerſt in eins fallen‘; fo be⸗ 
ſchreiben die Brennpunete jener Kreife, deren’ Mitrelpuntr 
Her andere Brennpunet ift ,, ımb der Durchmeſſer die große 
Are Eben fo verhält es ſich mit zwey Hyperbeln, bey 
gleicher: Vorausſetzung. Der Durchmeſſer der beſchriebe⸗ 
men Kreiſe iſt die Hauptaxe. Dieſes beruft darauf, dag 
die Linien, die in der Ellipſe und Hyperbel von den Brenn⸗ 
puneten nach einem Puncte der Curven gezogen werden, mit 
der berührenden gleiche Winkel machen. In der Parabel 
kommt ſtatt der einen Linie eine parallele mir der Axe. 
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a7. Eine fpbärifhe Epicnfloibe wird won 
einem Puncte des Umfanges eines fich um feinen Mittels 
punet drehenden Kreifes befchrieben, indem derſelbe zugleich 
auf einem andern Kreife herumgeführe wird, der in einer 
andern Ebene liegt, welche aber mit, der Ebene jenes einen 
unveränverlihen Winfel macht. . Ein fenfrechter Kegel, 
Der eine Ebene mit einer Seite berührt; und auf ihr herz 
umrollt, fo. daß die Spitze an derfelben ‚Stelle bleibt. bes 
ſchreibt mit. einem Puncte des Umfanges feiner Grundfläche 
eine folche Epicykloide Mon diefer handeln Hermann 
in den Comment. Acad. Petrop.. T. I, ferner Joh. 
Bernoulli, Maupertuis, Nicole und Clairaut 
in den Memoiren der Parifer Akademie vom J. 1732. 
Lerell in den Actis Petrop. T. II. a. a. 1779. . 


28. Will man verfchiedene Merhoden zur Entwickẽ⸗ 
lung der Eigenſchaften der Epicyhkloide kennen lernen, fo 
ſehe man nah Halleys Abhandlung in den Philof. 
Tranf. nr. 218. die vorher angeführte Abhandlung von 
de la Hire; L’Höpital Analyfe des infin. petits', 
ar. 100, ff. Ioh. Bernoulli Lect. Hofpit. Lect. XXI. 
ſeqq. Newtoni Principia Phil. nat. Prop. 48. 49- 
Euleri Introd. in Anal Infin. T. II. $. 323. I. 


Epipedometrie iſt derjenige Theil der Geomerrie, 
ber. von der Vergleichung der Flächen Handelt, nach einigen 
die Vergleihung von Körpern, bie einerley Grundflaͤche 
Haben. Das Wort wird jetzt nicht mehr gebraucht. 


Fpitagma, Anordnung, ein Kunſtwort in bir 
alten Geometrie, womit Pappus die verſchiedene Anzahl 
und tage der Punete in der Aufgabe von dem beſtimmten 
Schnitte einer Linie, als befondere Fälle verfchiedener Aufa 
gaben bezeichner, in der Nachricht, die er von des Apols 
lonius Schrift über viefe Aufgabe ertheil. Collect, 
mathem. L. VII. praef. ©. beftimmter Schnitt. 


Erateſthenes, Sieb des (Cribrum, Kosuvos) 
iſt eine Merhode diefes alten fehr gelehrren Machemarifers 
und Aftronomen im aten Jahrh. vor C. ©. die Peingahs 
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»fen aus den übrigen Zahlen auszuſondern. "Sie ift fol- 
gende. "Man fest die Reihe aller ungeraden Zahlen hin, 
ſo weit als man es nörhig findet, ale: "a 
2 3, 57 7, 9, 11, 13, 15, 17,1, 
23, 25, 27, 29: 3', 33) 35, 37, 39, 
41, 437 45, 477495 51, 53, 55, et 
Man ſtreicht zuerſt jede dritte Zahl nach 3 aus, als 
9, 15; etc. dann das Quadrat von 5 oder 25, und jede 
ste Zahl nach 23 , als 35, 44, etc. darauf das Quadrat 
‚von 7 oder 49, -und jede 7te Zahl nach 49. Go fährt 
‚man fort; bis daß die’ erfte nicht ausgeſtrichene Zahl, die 
zunächſt auf diejenige folge, deren Vielfache zuletzt ausge⸗ 
ftrichen worden ; ſo befchaffen ift, daß ihr Quadrat großer 
ift, als die fegre Zahl der Meihe, mit welcher man fie 
beſchließt. Die nun übrig gebliebenen. Zuhlen find ein? 
‚fache oder Primzahlen. - en 5,0. —— 
Mikomachus in feiner Einleitung zur Arithmetik, und 
aus ihm Boethius in feinem Abriſſe derielben, haben von - 
dieſem Verfahren Nachricht. gegeben. Sie machen: aber 
"zugleich die Factoren der Zahlen, welche Vielfache von 
andern find, bemerklich, und fangen deswegen immer bey 
der Einheit des, Vielfachen an, nicht bey ihrem Quadrat 
Der bilvliche Name eines Siebes , den das Verfahren ers 
halten hat, zeigr an, daß diefes nicht die Abficht des Era⸗ 
sgofthenes geweſen iſt, fonderh das Ausſondern der Prim⸗ 
HA 59 ee. 
5 SHorstey haf'in den Philof. Tranfäct: Vol. 6% 
‚eine Abhandlung. über das Sieb des Eratoſthenes geliefert. 
Er iſt mit den gedachten beiden Schriftſtellern unzufrieden; 
daß fie die Erfindung desgleen Griechen verſtellt haben. 
Sie ift hier nach feiner Erklärung, vorgetragen. . In der 
fchönen Orforder Nusgabe des. Aratus vom %. 1672. il 
eine Tafel der ungeraden Zahlen von ı bis 113, mit den 
Theilern der zufammengefegten unter ihnen, angehaͤngt, 
unter der Auffchrift, Sieb des Eratoſthenes. 
Diefe Tafel ift alfo nach der Vörftellung des Mikomachus 
“gemacht, vermuthlich von irgend einem Commentator 
deſſelben. | F % ‘AR 
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Erhebung einer Zahl zu einer Dignirär oder Potenz 
iſt, ein. Product aus Factoren machen, ‚deren jeder ihr 
gleich iſt. | —* pe. u P £ 2 

Erklärung, (definitio), mathematiſche, ift die 
deufliche Daritellung eines marhematifchen Begriffs durch‘ 
. Worte mit, Hinzufuͤgung des Wortzeichens welches für 
ben Begriff. unveränderlich.gebraucht werden ſoll. 4 
In remen marthematiſchen Erklaärungen iſt bie Dar⸗ 
ſtelluna des Begriſfs als. Suhject eines Satzes zu betrach⸗ 
ten, deſſen Pradicat das Wortzeichen iſt, wenn gleich nach 
der grammariſchen Stetling dieſes Das Subjert zu ſeyn 
ſcheint. Das Morrzeichen zum Subjeet machen; iſt hur,) 
es grammatiſch erflaren. Es iſt bier nicht der Kal; daß 
das Erklarte außer und gegeben, und üns ſchon undeuntlich 
und vꝛwollſtandig bekannt ware, fo daß die Erklaͤrung den 
deutuichen uud vollſtandigen Begriff von der Sache geben 
muß; ſondern in der reinen Mathematik entſpringen alle 
Bogriffe gleichſam auf unſerm eigenen Grund und Boden. 
Die Erklärungen enthalten eine Form der Große; welche 
wir eigenmachtig bilden. Wir gehen alſo von dem Begriffe 
zu dem Wortzeichen, nieht von' dem ſchon irgendwoher gege⸗ 
benen Wortzeichen zu dem Begriffe und deſſen Auͤseinan— 
berfegumg; So hat man erſt die Forn der Kegelſchnitte 
gefunden, und darauf die Benennungen, Ellipſe, Parabel, 
Snperbel, eingeführt. Wenn auch ſinnliche Gegenftände 
Veranlaſſung zu einer geometriſchen Form geben; fo iſt | 
Diefes Nur, zufällig und die abſtraecte Form gehört doch 
ganz dem Beritande zu. -Arithmetifche ünd analytiſchẽ 
Zuſammenſetzungen find ganz reine Producte des Verſtandes. 
Eine mathematiſche Erklarung braücht nur in fo fern 
bewieſen zu werden; daß zu zeigen iſt, wie die darin lie⸗ 
gende Form der Größe möglich, und geometrifch Oder ana⸗ 
lytiſch dargeftelle werden Fani 3. B. Euflides erflärt 
ein Quadrat als eine vierfeirige Figur mit bier gleichen 
Seiten und rechten Winkeln. In dein Syſtem jeigt er, 
wie eine ſolche Figur verzeichnet wird. 
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Die Eigenſchaften einer Form der Größe kommen ihr 
ausſchließlich zu, nämlich nach dem grammatiſchen Sinne 
des Worts, Eigenſchaft. Daher kann man dieſelbe Form 
oft ohne Zwang auf verſchiedene Arten charakteriſiren. 
Z. B. die Erklärung, welche Euklides in der zten Erkl. 
des zten Buchs von proportionalen Größen giebt, (ſ. Pros 
portion), ward von ihm gewählt, weil ſie zugleich auf ra⸗ 
tionale und irrationale Verhaltniſſe ſich anwenden läßt, 
ohne daß man für die letztern eine beſondere Erweiterung 
oder Ergänzung nöthig hat. Die Neuern pflegen die Erklä⸗ 
zung ju nehmen, daß für proporfionale Größen die Erponena 
ten ber Verhältniſſe gleich find, weil Diefes ur Rechnung 
bequem ift. Nimmt man Euflivens Erflärung, fo folgt dar⸗ 
aus der Lehrſatz, daß die Erponenten der Berhältniffe gleich 
find, fie mögen rational oder irrarional feyn; fo wie nady 
der Erflärung der Neuern die Euflidifche fich in einen Lehre 
faß verwandelt. — Bon den geraden Parallelen fann 
man verfchiebene Definitionen machen, wodurch dann ein 
verſchiedener Gang in dem Theile des Syſtems, welcher 
die Parallelen betrifft, verurſacht wird. Was nach-der | 
einen Merhode zum Grunde gelegt mwird, das wird nad) - | 
‚ber andern Folge. — Eine Ellipſe iſt eine Erumme Linie, 

Die auf eine gewiffe Art durch den Durchſchnitt eines Kegels 
mir einer Ebene entfteht; man fann fie auch durch die Gleis | 
‚chung erklären, welche aus diefer Eneftehungsart hergeleitet 
wird, ohne. inzwifchen dabey diefe Enrftehung anzugeben. 

Man Fann auch eine Eigenfchaft der Ellipfe zum Grunde 
legen, daß fie diejenige Frumme Linie ſey, in-welcher die 
Summe der beiden aus zwey beftimmten Puncten an.den 
Umfang gezogenen Linien unveränderlich ift. 


Ermeßliche, vergleichbare, commenfurable, Gros 
Een find foldye, welche von einem und demfelben Maaße 
gemeffen werden, ald alle ganze Zahlen, und alle Brüche, 
deren Zähler und Menner ganze Zahlen find, oder auf 
ſoolche gebracht werden können. | 

Ermeßlihe Zahlen unter fich find folche, die 
zwar einzeln von der Einheit oder einem aliquoten Theile 


! 


Pd 
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derfelben nicht gemefjen werben , allein fich doch wie ganze 
Zahlen verhalten, z. B. V8: Vis, die fi verhalten 
wie 2:3, wel VE = 2V2, und Vıs zz 3V2 
Diefe Art ircationaler oder abfolut unvergleichbarer Größen 
_ nennt man communicantes. Wolfii Elem. Anal. $. 63. 
Ermeßlihe Größen in der Potenz find folche, 
deren Quadrate von einer und derfelben rationalen Zahl, 
als geometrifche von einem und demfelben Klachenraume, 
gemefjen werden, wie V's und Vr7. "Unter diefe gehö⸗ 
ven auch die gleich vorher angeführten relativ ermeßlichen 
Größen, Die in der. Potenz ermeßlichen Größen fommen _ 
"in dem zoten Buche der Euflidifchen Elemente viel vor. 


Erniedrigung einer Sfeichung iſt, fie auf die ein⸗ 
fachfte Form, der fie fähig iſt, oder den möglich niedrige 
fien Grad bringen, Dieſes gefchieht, nachdem alle Glieder 
auf eine Geite das Sleichheitszeichen gebracht find, durch 
Abfonderung des Factors, der nicht zum Wefentlichen der 
Verbindung der Größen in der Gleichung gehörr, 


Grrathende Rechenkunſt (Arithmetica divi- 
natoria) ift eine Sammlung von: arichmetifchen Spiele: 
reyen, Zahlen, die jemand im. Sinne hat, durch Bere 
Fnüpfung mit andern Zahlen. zu entdecken. Dahin mag 
man auch rechnen, wenn. aus mehrern Dingen das von 
jemanden in Gedanken gewählte durch Abzählen und Were 
feßungen angezeigt wird, und mehreres dergleichen. Gie 
dient zur Beluftigung, bisweilen auch zur übung in Über: 
fiche arithmetifcher Werbindimgen, wodurch fie bey dem 
Unterricht junger Jeute gut zu gebrauchen iſt. In der 
natürlichen Magie von Wiegleb und Roſenthal 
findet fi ein reicher Vorrath diefer Kunftftücklein. In 
den Recreations mathematiques par Ozanam, T. J. 
find manche für Anfänger vienliche Aufgaben enthalten, 
Dafelbft werden angeführt Problömes plaifans et delee- 
tables par Bachet. Schwenters mathemarifche 
amd philofophifche Erquickſtunden, 1651. nebſt den beiden 
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Fortſetunaen von Harsdörfer, liefern auch deraleichen, 
fo wie Ioco-ferierum naturae et artis, f. Mägiäe 
naturalis cerituriae tres, Auctore a a Caramue- 
lio (Kirchero), 1666. 4 


Ein:paar Beyſpiele mögen zur Anleitung dienen, die 
Beweiſe der Vorſchriften in dieſen Büchern zu finden. 


Eine Zahl x, diejemand in Gevanfen har, zu enfe 
decken, laffe man ihn dazu 2 addiren, die Summe mit 
der. Zahl multipliciren,, dann zu dem Product‘ı advıren, 
und dann die Summe beider, a, angeben. Diefe ift das 
Quadrat von x+ 1, wodurch alſo x leicht gefunden wırd, 


‚Die Zahl beftehe aus‘ jwen Ziffern, den Zehnern a, - 
und den Einern b, fo ift fir aca+b. Dan iafle fie mit 
2 multipliciren, und zu dem Product.eine beliebige Zahl, 7, 
addıren, ſo entſteht die Summe 20a+ 2b+.7. Dieſe 
werde mif.s multıplicirt,” wodurd, 1001 + sob + 35 
erhalten wird. Diefes Product laffe man mit 10 multis 
pliciren, und dann eine Zahl, 4, addıren, ſo ergiebr fich 
10004 + ıoob + 354. Diefe Zahl laffe man fich ane 
geben, umd ziehe von derfelben die befannte Zahl 354 ab, 
fo find die beiden eriten Ziffern die gefuchte Zahl. 

Auf diefe Art kann man zwey und mehrere Zahlen 
berausbringen,, wenn fie nicht über 9 find. Wären fie 
großer als 9, und Fleiner als ı2-, fo müßte man ſtatt ber 
Muitiplicatoren.2.und 5, die 2, 3, 4, 6 gebrauchen, wo⸗ 
durch no mehr Mannigfaltigfeit des Verfahrens entitehtl; 
die Überfchießende befannte Zahl muß aber duodekadiſch 
ausgedruckt werden, Bey noch großern Zahlen harte man 
fih eines mehr erweiterten. Zahlenfritems zu bedienen, 
Dies ift ein Beytrag zu der errarhenden Rechenkunſt, den 
man in den Sammlungen noch nicht finden wird. 

Drey Zahlen, x, y, 2, durch Hülfe der Algebra 
zu entdecken, lafje man fich vie Summen je zweher, als 
x+y; x+2z; y+z, geben, fo bat man dren Glei⸗ 
ehungen fir die drey unbefannten Großen, woraus fie lacht 
beſtimmt werden, | 
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Euthymetria. tird bisweilen derjenige ei der 
Geometrie genannt, welcher die Betrachtung der geradli⸗ 
nichten Figuren enthält. Die erſte Hälfte des Worts ber 
deutet das Gerade, | | 

Evolution, Abwicklung einer krummen Linie, ift 
die ſtetige Bewegung einer geraden berührenden. Linie und 
eines beſtimmten Punctes auf derfelben durch alle ihre: 
Sagen’ an der Curve. Man lege.auf oder am'eine Frumme 
inie AMm (Fig. 19.) einen vollfonimen biegfamen Fa⸗ 
den ohne Dicke, das ift, eine biegſame marhemarifche Linie, 
die mit der Curve vollig zufammenfallt, befeftige ihn in 
irgen® einem Puncte m, und verlangere ihn in einem an⸗ 
dern Puncre A nad) der Richtung der berührenden AB, 
der S 2 werde nach diefer Nichrung gefpannt, und nach 
der Geite jenes Punctes m hin bewegt; immer gefpannt, 
ohne Drehung, fo daß ın dem Puncte M, der gerade Theil 
des Kadens die. Curve daſelbſt berüßre, da der ubrige Theil 
noch auf dem Bogen Mm liegt. Irgend ein Punct des 
Fadens, als der Anfangspunct A des Bogens ſelbſt, oder 
einer auf der, berührenden AB, wie B, beſchreibt eine 
Curve BNn, die man die durch Evolution erjeuate 
(oder ewolvirende, abwickelnde) nennt, fo:wiedie AMm. 
die abgemwickelte, oder Evolute. Es erhellt, daß ver 
gerade Theil des Radens MN der. Summe des Bogens AM 
und der geraden AB ift, wenn B der. beichteibende Punet ift. 


1. Der Radius MN der Evolvirenden ft auf‘ 
diefelbe fenfrecht . 

Die Eoordinaten ber Evolute ſeyn AP=x; PM= *93 
der Evolvirenden AQ—t; Nu, beide Paare rechts 
winflichte, vie Abſciſſen AP, AQ. auf der die-Eurve 
in A berührensen. Der Bogen AM==s,'der Radius 
MN = z. & it PM Y QN=(MS.+ N). An. 


MSP—MN. . fin MSP. Run if tang MSP = 2 | 
% 


Geribee Linie 5 , a 0 ka Msp — an * * 
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EUER a * „weil der Bogen AM und der Radius 

MN immerfort gleichviel zunehmen. Folglich 

y+uz =. Eben fo ift QP=MN. colMSP, oder 
5 


zox | | " 
x—tı — Die ——— giebt 


dy 4 du ⸗ dy *7 J wenn 22 oder ds unverãnderlich 


0° 
genommen wird, — au u Eben fo ift 
a=—! = = Da ds umberänberlich geſetzt ift, fo iſt 


°.(Cx? 4 — =, alſo ex =— a ;„ und 

| ou OV _ OxX 

a Ray“ 

Mun it QS=QN.tang QNS= qm. tang SMP 
uox uru 

= — alſo iſt OS = —7 Dieſes iſt aber der 


Werth der Subnormale für den Punet N oder die Ordi⸗ 
nate u, (beräßr. Linie 41.), alſo iſt NS fenfrecht auf die 
Curve BNn. 


2. Die berährende MN an der Evolute bis an die 
Evolvirende der Halbmeſſer der Krümmung an dieſer. 


Es fg = * == p, der Halbmeſſer der Krümmung in 
Nfp=r, fo ift — — —— > Rrümmungss 


u X _ dx | 
fteis, 2) Ta au ift, fo * *— und 


 Esolutien ° 197 


8p — ———— — (ey + öx’)ork  92°0°%x 





en 

j zO’xX 
In (1.) iſt gefunten dt = — — alſo iſt 
St 23u5 — dy⸗ Höxt 
— — — — . JF i 2 —n z 
* 7 Ferner iſt 14 p — 


025 


— * und (1 +p)? = 5 Folglich if r—z. 


3 


3. Die Evolute ift der geometrifche Ort der Mittel⸗ 


punete der Krüimmungsfreife für diejenige Linie, die aus 
ihrer Evolution entſteht, und wird von ben Halbmeffern der 


Krümmung berührt. Diefe Eigenſchaft kann man auch 


F 


zur Erklaͤrung der Evoluten gebrauchen. 


4. Aus der Gleichung für die Evolvirende BNn laßt 


fi mittelſt der in. (r.) gefundenen Kormeln immer die 

für die Evolute herleiten. Denn es if erftlich 

x _ or — d %Y _ 

2 VORN Vet)". z *— 
dy F Ps n 

Ver Fa) Varpn Semex it 


— — (D® . s Ei ee { zox — — e 
Deo or 


werden nun bie in (1) jwifchen den Eoordinaten beider 
Linien gefundenen Gleichungen folgende: 


ot 
x on kt — (p°+ 1). 
P 


yaı- Br | 


’ 
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Aus der Gleichung flir die Evolvirende werben die Differen: 
ot 

tial: Quotienten p, und * hergeleitet, und durch t nebſt 


u gegeben. Gebt man die Werthe derfelben in jene beiden 
Gleichungen, fo har man nebit der für die Eurve dren Glei— 
chungen, woraus man die beiden beränderlichen- t, u her⸗ 
ausſchaffen, und eine Gleichung — x und y erhalten 
fann. 

Die Ahfeiffen x und t kann man, wo man will, anfanz 
gen- laſſen, da es ihr nn ift, der in der erftern Gleis 


hung durch p und = gegeben wird. , 


5. Aus der Gleichung für die Evolute läßt ſich nicht 
immer eine Gleichung für die Evolvirende, von Differenz 
fialen befrente, herleiten. Iſt die krumme Linie reerifica- 
bel, fo ift z eine Function von x und y ın endlichen Nuss 


— ÖxX oy 
druͤcken, und die Differentialquotienten, m wer: 
= - 2 z 


den durch x und y gegeben. Aus den beiden in (1.) ge 
fundenen Gleichungen und der für x und y gegebenen läßt 
fi nun fowohl x ‘als y’herausfchaffen, fo daß eine Oleis 
chung für t und u hervorgeht. 

Iſt aber z Feine algebraifche Function, von x und y, 
fo ift die Gleichung zwiſchen t und u feine algebraiſche. 
Denn wenn fie e8 wäre, fo wäre die Öleichung zwifchen, 
x und y nicht allein: auch eine algebraifche, ſondern vie 
Evolute wäre auch rectificabel, und z eine algebraifche 
Funetion pon x und y. Es fommt nım darauf an, ob die: 
Gleihung, welche man durch die Subſtitution der in (4.). 
gefundenen Werthe von x und y in der Gleichung * die⸗ 
ſelbe erhalt, ſich integriren laßt. 


6. Exempel. Die Evolvirende BNn fen eine Para⸗ 
bel, deren Are BQ if, die Gleichung für die Evolute zu 
finden. 


X 


/ ; 
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Die Abſciſſen der Parabel laſſe man in dem Scheitel 
anfangen, wohin dann auch der Anfang der Adfeiffen x 
“an der Evolute gelegt wird,. zufolge der Bemerfung in (4.). 

‚Der Parameter der Parabel fen-a, fo daß ihre Gleis“ 


Hung it, at ⸗uun. Alſo iſt adt — 2udu; m 


"dat 4uu | 0 adu | 
1 = ——;0 en, d 
p’ ER — P . — fs 
aa- uu Pie 
2a 

on 4u3 

— mm, ——— 
aa aa. 


Die Verbindung mit der Gleichung at—uw giebt, 


au 27u6 
ja — * F aiſo J Da 


L6u6 27 
ai &- = ar, 
die Gleichung für die Evolute. Wenn in derfelhen x — 


genommen wird, fo iſt y Zo, alfo ift der Anfang der En u 


Iute in A, wo AB=fa, und der Halbmeſſer der Krüm— 
mung an der Evolvirenden in B ift — Fa, Diefer Werth 
folgt us aus ber allgemeinen Kormel für den Halbmeſſer 


—E 


der Kruͤmmung an der Parabel, r= — 


wenn in derſelben ua geſetzt wird, 

Man feße AP—w; fo iſt ws* , welches 
die Gleichung für eine parabola ſemicubica, oder die 
Neiliſche mit dem Parameter a iſt. Sie hat auf der 


andern Seite der Abſciſſenlinie einen dem Zweige AMm 
ahnlichen und gleichen, beide ins Unendliche fortlaufend, 
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und in A eine Spiße, da bier die berüührende indie Abſciſ⸗ 
fenlinie fällt. Vergl. Ih. 1. ©. 137. f. 

| 7. Zu binem Beyſpiele des Verfahrens, aus der 
Evolute die Evolvirende zu finden, nehme man zur Evolute 
Die Meilifche Parabel AMm, mit dem Parameter a, feße 
bir AP=x; PM=y; fo iſt für bie Curve, xs ⸗ay; 
die Differentialgleihung, 3x’0x— 2aydy; das Differen: 
tial des Bogens oder des Radius MN, | 


oz =2ry( ı + -—) =; (FE) x. 
ox? a. 


Die Integration giebt 
— a 4a 4 —— — 
| 27 
wo c eine willführliche kinie ift, Die don der Länge abhängt, 
welche — der Linie AB — In Aiffx=o, und 
— es fo daß AB= — = if, wenn co ge 


| — wird. 


Die beiden Gleichungen für die Coordinaten an beiden 
Linien ſind (1.) 


ae 
0 


— ZOX 
. an“ « 
Daraus ift | 
u__ % 
Au 7 — — oder 
x—t 9x 2ay 


aay? + ↄ2auy 3x* — 3x’. 
Die Verbindung mit der Gleichung fuͤr die Curve giebt 
zauy—xd— zix?, 
Diefe quadrirt, und mit eben derfelben verglichen giebt 
a4au Sx(X—- 5t)? (A). 


| ce ur n 
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| BEN 20x . | | 
Die Gleichung —t= “5” wird durch gehörige, Sub⸗ 


ſtitution 





| BL a : 
ET RTIIHM (=) 


x ‚gt use = Si | | 
| : | ua yrewer-) DEZE 
Aus diefer Gleichung und der gleich vorher gefundenen (A) 
ſchaffe man x weg, fo erhält man eine Gleichung für die 


ober 





Evolvirende mit der beſtimmten Eonftante c. na 
Man feße co, fo ift 9x — 27t 8a, oben 
g(xX — 31) = 8a, ober 81(x — St)? — 648% Dieſe 
Gleichung verbinde man mit der Gleichung (A), ſo ent⸗ 
ſteht die Gleichung gıu® — ı6ax, und, für x feinen 
Werth gefest, gıu? 16a ($a + 3t), oder 4 
16 8 


Diefes - ift die Gleichung für eine Parabel, deren 
16 
Parameter = — a iſt, mit dem Abſtande aa oder 


AB, bes Anfangs der Abfeiffen vom Scheitel. Der Dar 
zameter der Parabel und ihrer Epolute verhalten fih wie 
16:27, fo wie es auch in (6.) gefunden ift. N . 
8. Man ſieht hieraus, wie man einer gegebenen 
frummen Linie eine parallele (gleichlaufende) ziehen könne, 
das iſt, .eine foldye, die ihre Richtung in den ſucceſſiben 
Duncten eben fo ändert, wie Die gegebene, wobey die parale 
lelen berührenden beider in den cörrefpondirenden Puneten 
einen gegebenen Abſtand haben, wie in zwey concentriſchen 
Kreiſen. Man ſuche zu dem Ende die Gleichung für die 
Evolute AMm einer gegebenen Linie BNn, und ſetze den 
Anfangspunct der Abſciſſen in A auf der geraden BAP, 
Aus jener Gleichung leite man ben Werrh von z oder 
JX9x? + 9y*) her und beſtimme die Conſtante fo, daß 
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für x=o ber Werth von z an der parallelen Curbe von 


dem an BNn, oder von AB, um den gegebenen Abſtand der 
parallelen berührenden verſchieden ſey. Nun hat man aus 
der Sleichung für die Svolure, und den beiden allgemeinen, 


nn 


.Zzoy Zox 
y+u= — und x — so Coordinaten, x, 
0Z 


y, wegzuſchaffen, um die Gleichung für die gefuchte Sinie 
zu erhalren, 

Zum praftifchen Gebrauch (bey Gewölbebogen, Räms 
men der Räder in Mafchinen) mag ınan die krumme paral- 
Iele fo befchreiben, Daß man zuerſt die Evolute durch Hilfe 
einiger Punete zeichne, und an diefer, ſtatt des vorher 
‚gebrauchten Radens, ein !inial berumfühte, welches die 
Evolute fletig berührt, und mir einem darauf -bemerften 
Puncte an feiner Schärfe die gegebene Curve befchreibe, fo 
wird irgend ein anderer daran bemerfter Puncr eine paral- 
Iele mir jener befchreiben. - Oder anjtatt die Evolute zu 
zeichnen, ziehe man mehrere Mormalen an die gegebene 
Curve, und frage darauf von Ddiefer an den Abjtand der 
parällelen von jener, fo. erhält man eine Anzahl Puncte, 
die Durch einen freyen Zug zu derbinden find. 


Ein’ fehr gutes Beyſpiel an der Ellipſe giebt von. 


Praffe in Differtatione de Ellipfeos evoluta et 
‚aequidiltantibus. Lipfiae 1798: 


_ Kaeliner de eurvis aequidiftantibus, Comimentt;, 


Soc. Goetting. T. XI. und in der Analyſis des Unendl. 
3. 
⸗ 9. Die ——— Linie zu finden, deren Ebolute mit 
ihr in den zuſammengehörigen, durch Normale an biefer, 
und berührende an jener (der Evolute) verbundenen Pun— 
‚cten gleich große Ordinaten hat, 
Die krumme Linie ſey ANB (Tab. X. Fig. 20.); 
- nd ihre. Evolute AMC. Die Mormale an jener NM 
berührt diefe in M. Es ſey nun die Ordinate NO — 
ſo iſt NSSM, oder MN=2NS: Mit Beybehaltung 


Ra Ba nr * 2 
der vorigen Bezeichnungen iſt y=u; alſo 2y == =, 


— 
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2802 85 u nl 
” r = = Ei » Die ntegration dieſer logarithmi⸗ 


u, 
\ 


fen Differentiale gie >= mr XL Different Formeln 

‚14.), wo a und b zwey  iißihe Conftanten ſind. 
aa aa 

Aifo ift zz — — yo u; oder. kurier 22a, wo € 

eine underätberiche Größe — | 


u - Die Eubnormale os = "(Serie — * 


# 


un anwenden (FEN 2 


2NS=.2, und z2=ucu, fo ijtu,öt® + an‘) =.cr, 
oder —— or, und a 


— 


als die Diferstagtihung für bie — eholbirende 
Linie. 
Die Steihung rn ju machen, verwandle | 
man;fie.in folgende, .. ,, 
ö udu — | — BR N 
vi (ci- —DB | “ 
"Die Integratisn if. Vnaralformeln) giebt 


*ob 





t⸗ GAng. hin. verl; - ——V V (cu - -uü); — 


Cont=ö it Es ſey > fin: verf, = _ =6; fo iſt 


(eu - Me 


ng = => 7G- 2 = — * alſo iſt 


it RER 
uFJc- cold): 


\ 
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Es iſt nämlich 1 == co[®. 


| beiden Seichungen gehören für die Enfloibe 
. Eykloide, J., welche durch Die Wälzung eines Kreiieg, 
deſſen Durchmeffer ce, von einem Puncte des Umfanges 
befchrieben wird. Die Benennungen, x, Y, a, 0.0. Ds 
find Hier mit. t,u, —* vertauſcht. 


Die Subnormale 05 iſt nn Vlen—un) 


2cfn®. Dasp= 08 iſt, > ift AP oder 
x ed +Iin9) Man jiehe AE ſenkrecht auf AP 


und MV parallel der letztern, fo ift an der Evolute 


AV = 3c(r—co[$) — 
VM=3c(P-+fn G). 
Dieſe Linien ſind die Coordinaten einer Cykloide, deren 


erzeugender Kreis den Durchmeſſer c hat, wie die ANB, 


aber an der Enfloide AMC ift A der Scheitel, von wel⸗ 
chem an die Abfeiffen auf der Are AE genommen werden, 
Die Werthe von AV und VM haben eben die Form, welche 


die von EQ und QM in dem Art. Enfloide, IL. haben, 
-Hur gehören daſelbſt diefe Ordinaren zu demfelben Puncre 


mit den Goordinaten AP, PM, bier aber gehören AV 
und VM zu eınem andern Puncte M als der durch Q und 
ON beftimmte N ift, außer in dem Kalle O 90°. 

Man nehme AE—c, fo ift cof. =—1,0d=r, 
und EE=—Ler, dem halben Umfange des erjeugenden 
Kreiſes. ie Evolute der halben Cykloide ANB iſt ſie 
ſelbſt in einer umgekehrten und entgegengeſetzten Lage. Die 
Evolute der andern Hälfte ſchließt ſich an AMC in C mit⸗ 
telſt einer Spitze und gemeinſchaftlicher berührenden zwi⸗ 
ſchen beiden | 


10. Man krümme zwey blecherne Streifen nach der 
Linie AMC, und flige fie auf die Art zuſammen, wie bie 
beiden Hälften der Evolute der Cykloide fi an einander 
ſchließen, ftelle fie umgekehrt, fo daß CFB lorhrecht, und 
R der uncerfie Punct jey, Dann lege man an AMO einen 
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Saben mit einem Gewichte in A: (welches man man fich 
als einen einzigen: fehweren Punck zu gedenken bar), fo 
ſchwingt dieſer ſchwere Punct in der Cykloide hin und ber. 
Läßt man ihn ven irgend einem Puncte N an fallen, fo 
gebraucht er viefelbe Zeit-bis zu dem unterften Puncre, 


und von dba wieder bis zu’dem in der andern Hälfte dee - 


Eyfloide mir N gleich hoch liegenden, wie von jedem andern 
Puncte. Diefe merkwürdige Entderfung, fo wie von der 
Evolute der Enfloide, hat Huygens gemacht, und in der 
Schrift, Horologium ofeillatorium, Parifüs 167°, 
Fol. erwieſen. Die Gleichheit der Schwirgungsgeiten 
findet nur in einem leeren Raume flatt, und in einem 
Mirtel, deſſen Wideritand ver Geſchwindigkeit propertios 
nal if. Euleri Mechanica T. II $. 584. 

11, Die Evolute der Epicykloide zu finden, deren 
befchreibender Punct auf dem Umfange des erjeugenden 
Kreiſes liegt. 

Es iſt (Fig. 18.) BDQ der Örundfreis, A fein Mite 
telpunct; FDG der erjeugende Kreis, E der Mittelpunct; 
F der befchreibende Punct, GFT die "beriprende; FD die 
Normale, auf welcher: der Mitrelpuner des zu F gcho« 
rigen Krüummungsfreifes O ift. In dem Artifel, Epicy— 
kloide, iſt gefegt AD=a; DE—b; AF=z. ers 








j ie. ’ er aa 4 b) 
ner ıft daſelbſt (135.) gefunden FO =. x DF. 
(a +8). — FJ 

Man — — —m, und für DF feinen Werth, 
2b 

2b finG, fo iff FO=2mbfinG. Eben dafelbjt (5.1) 

J zzu—aa . 
iſt gezeigt, daß fin G’= Ares und (6. 1) daß 
. at ob 

En AFs= finG. Da FO ſenkrecht auf- bie 

Z 


atab 
berührende Fg oder FG ift, bo iſt cof AFO=— fin G. 


Die Linie AO aus dem? Mittelpuncte A an den Triipun 
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der Krümmung wird in dem Dreyeck AFO durch AF, FO 
und den Winfel AFO gegeben, Es iſt namlich 
\ AO AF? + FO*— 2AF > FOX cölAFO. 
Aus der zweyten der obigen Formeln ift 
zi—aa} abla4 b)ſin 
alſo iſt 
AO®—aa+4ba +b—m(a + 2b) > mtb) Kuiä 
—aa—4(m— ı)b(a— (m — ) b) fin G“. 
Diefer Werth von AO hat dieſelbe Form mit dert 
für 2, indem ſtatt des Halbmeſſers b des erzeugenden 


Kreifes hier —(m-ı)b, d98 iſt, — — geſetzt iſt. 


Aber die Evolute der Epichkloide kann nicht eine innere ſeyn, 
wie die Negation bon b ſonſt nach (Epicykloide, 22.), an⸗ 
zeigt, weil dieſe nach dem Umfange des Grundkreiſes hin 
hohl iſt, die Evolute aber nach der äußern Epichkloide und 
daher nad) dem Grundfreife Bin conver feyn muß. Allein 
in dem Artikel,. Epicgkloide (17.) iſt bemerkt, daß die 
Formel, | 





22 —cc—4b(c-b) (fin 1GEF)® j 
auch für die äußere EpicyFloide gehört, nur daß der Wäls 
zungswinfel von dem enffernteften Puncte des bewegten 
Kreifes an gerechnet wird, fo wie auch c den Abſtand diefes 
Punctes von dem. Mirkelpuncte des ruhenden Kreifes ber 
deutet. Alſo ift auch hier für die Evolute eine äußere 
Epicykloide zu nehmen, an welcher der Abſtand des Schek— 

tels von Aa; der Halbmeffer des bewegten Kreifes 


— oe ae 
=—=(m-ı)b oder aan er Halbmeſſer des ruhen⸗ 


‚den = und der Wälzungswinkel 2G von dem 


— 
entfernteſten Punete des bewegten Kreiſes an gerechnet 
wird. Der Scheitel liegt in B; der Radius zu der erſten 


— bar b 
Spitze macht mit AB den Winkel — oder — . 180°. 
a a 
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An der imernEiefleibe liegt eine Spige inB, der naͤchſte | 
Sheitelpunet um u Winfel | 





DT m dem. Mittel— 
Rue? an dem Mitte 
punete A davon — wo der Radius — = iit, 


Die Granzen für den Navi find an beiden Epicykloiden 
= aber bey demfelben Wäk 





diejelben, nämlich a und 
| - ar2 


jungswinfel ift die Lage ganz verfchieden. 

ı2. Ein anderes Verfahren, die Evolute der Epicykloide 
zu finden lehrt Joh. Bernoulli, Lect. Hofpit. XXIV. 

Tſchirnhauſen hat fchon gefunden, daß die Brennlinie 
‚bes Kreifes für parallele Strahlen, die eine Epieykloide ift, 
durch Abwickelung die Brennlinie eines im Durchmefler 
doppelt fo großen Kreifes erzeuge. Ks ift aber nur für 
dieien beſondern Fall, daß er es darthut. Acta Erud. 
1090, pas. 169. 

13. Die Evolute der Epieykloide iſt derſelben ähnlich. 
Die Bafis und der erjeugende Kreis der letztern haben bie 
Halbmeſſer, a, b; an der Evolute haben diefe Kreife die 


Halbmeſſ aa ab 
albmeſſer —; —— 

eſer zb’ atab 
ten. S anafprifche Ähnlichkeit. 

Die Halbmefler der Krümmung an beiden Linien für 
gleihe Wälzungswinfel verhalten ſich wie die Halbmeffer 
der erjeugenden Kreife Denn die Chorde diefes Winfels, 
von dem DVerührungspuncte des erzeugenden Kreifes mit 
dem Srundfreife bis an den befchreibenden Punct fey an 
Der evolvpirenden —f, an der Evolute = — 4 fo iſt an jener 


(at 


, welche fich wie a:b en 





der Halbmeſſer der Krümmung — — * Setzt man 
für a und b die gleichnamigen Halbmeſſer, en ju der Evos 
(a+b) 


derfelbe, und 





5 a 2 
lute gehören, ſo bleibt der Factor — 
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der Halbmeſſer der Krümmung era * b) 


— Da — und 
8 ſi ch wie die Halbmeſſer ihrer Reife — ſo verhal⸗ 
ten ſich die Halbmeſſer der Krümmung eben fo. 

Ben der ähnlichen Sorm haben EpicnEloide und Evo⸗ 
lute entgegengefeste Sage. Darum nennt man fie auch 
verkehrt ähnlich. S. Käftners Anal. d. Linendl. 
$. 578» ff. | 

‚14. Die Linie, welche durch die Abwickelung eines 
Kreiſes befchrieben wird, ift als eine Epichkloide anzjufehen, 
Deren erzeugender Kreis einen unendlich großen Halbmefjer 
hat Der xreisbogen FD (Fig. 18.) wird dadurch zu einer 
geraden Linie, der Winfel E wird Null, und W. FDE 
ein Rechter, ſo daß FD die BD berührt. Wir werden 
dieſes aber aus der unmittelbaren Betrachtung dieſer Linie 
folgern. 

Es ſey ADBA (Tab.X. Fig. 21.) ein Kreis, deflen 
Mittelpunct C ift. Man ziehe einen Halbmeffer CD, und 
durch D darauf die fenfrechte DF, nehme DF gleich, dem 
Bogen AD, fo it F ein Puncr der durch die Evolution 
entitandenen Linie. 


Man ſetze AC=a, CFZ=z, AC$ ober ACE=u, 
fo ift n =fec DEF, und DEF — Ang. fec. =, alfo 


| ACD=» + Ang. fec —, und der Bogen AED == 
u | (⸗ + Ang. ſec. -) Diefem ift die gerade 


DF gleich, iR iff a (or Ans fec - —=y(z2-aa), 
und — | 


_ V(zz-aa) 


: E 
— Ang. ſec. > 
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Hieraus entſteht die Differentialgleichung, 
dur MEER) 2, 
az 
Es ift namlich das Differential, bes erften Theile von 
zo Oz "ij 
@ — — und d. Ang. lee = —— — 


av (22-22) zV Gm) 
(Different, Formeln, 33.), wo - -- ein Bogen oder Winkel 


für den Salbmeffer als Eingeie w wie dotelte bier anger u 
nommen ift, 


Die Gleichung eutſteht and Ber fie bie Epieykloide 
(f. dieſe, 5), wenn b unendlich groß geſetzt wird. 


Der Bogen AF iſt— —— 
2 


porfionale zu dem Durchmeſſer AB und dem en 
AD. — Denn es ſey AF—=s, foift | 
SS—V — + 82°), Rectification), das ft, 


a als + Con. Für 2 —a if 





a . j '. 
*oder die dritte pro⸗ 


22- aa 


. Da 
Dog. AD V(z2 — ſo folgt daraus der zweyte 
Ausdruck für AF. 


s=o, alfo Confi = — Ya, unds gu 





| Ä 8 

Die Area ACF iſt = BR Denn es iſt ir 
Differential = 3z2’0w ' — und für 9w feinen 
Werth gefest, ift —— = — ——— woraus ſogleich 


das Integral, als die Area, — eine * Eonſſante zu bedür⸗ 
fen, folgt. 
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Gt __ (Bog. AD)® 
Ga 6a" 
Denn das Dreyeck CDF ift gleich, dem Kreisfector ACD, 
Addirt man zu der Area ACF jenes, und fubrrahirt dafür 
diefen, fo wird die Area zwifchen den Bogen, AF, AD 
und der geraden DF erhalten. 

Zieht man BG feyfrecht auf den Endpunct B des 
Durchineffers AB, und nimmt BG glei dem halben 
Umfange des Kreifes, fo ift G ein Punct der Curve, und 
die Area AEBGA gleich dem fechften Theile des mit dent 
Halbmeffer BG befchriebenen Kreiſes. — Denn da der 
Halbkreis — ra ift, fo ift die Area AEBGA — 
m35a? 

6a | 
befchriebenen Kreifes ift (ma)*. 
Der Halbmeffer der Krümmung in F ift = DF. 
Denn es fen die fenfrechte CT. ans dem Mittelpuncte C 
auf die berührende FT—t, der Halbmefjer der Krüms 


Pr Die Area AEDFA if = 





Zn.m’ar. Die Area des mit dem Halbmeſſer ra 


) Ä j 
‚mung =r, ſo iſt = —— „(ſ. Krümmungskreis). Es 
Pr zo - L » © f 


iſt aber CT —DF, da BF den Kreis berührt, und auf 
die Evolvirende ſenkrecht ift, alfo iſt = Vizz-aa), und 
2 

= ——— folglich x V(zz-aa) —DF. 

Ä V (zz -aa) | 
Die legtere Formel folge fogleich aus der für den 
Halbmeſſer der Krümmung. an der Epicgfloide, wenn 
(ſ. daf. 15.) der Halbmeſſer b unendlich groß genommen 
wird, alfo Bogen und Chorde fich gleich werden. Wegen 
ber Formel für'den Bogen AF, um fie aus der für die 
Epicyhkloide (f. daf. 8.) herzuleiten, ift zu bemerfen, daß 
für einen verfehwindenden Winfel @ ift 1 — colP=3Q*, 
{fe Eyflometrie, 6.), und daß der Bogen der Epicyfloide 


bia+b 
ſich auch fo ausdrucken lafie, s = — (1-co[6G)), 
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abſ(a-— b) 
ader I abaarb).., — ol} 3E), woraus ſich denn für ein 
N b, mit. Zuziehung jener Formel, der Werth des 
Bogens ergiebt. Was die Area baniffe ſo iſt zu merken, 
daß. ein Kreisſegment für den Winkel © mir dem Halb— 
mefer bit = 3 9 — b?’ fin} G. cf} $ = 
3b® —— Da nd=9—1 9° + etc. ft (En: 
klometrie, 5.) fo berwanbeit ſich für ein verſchwindendes 
© das Gegment in „.b°93, wo b 9. der Bogen zu dem 
verfchwindenden Winkel iſt. Mittelſt diefes Werthes des 
Segmente verwandelt ſich die Formel für die Epichkloide 
(10.) in die hier gefundene. 

Die Abwicklung des Kreiſes kann unendlich oft wier 
derholt werden, daher die dadurch erzeugte Curve unendlich 
viele, ſich immer mehr erwdeiternde Umläufe um C macht. 

015. Die Linie, deren Evolute der Kreis iſt, bat 
einen wichtigen Mugen in der Mechanik. Wenn die Hebe- 
latte eines fenfrechten Stampfers mit gleichfermiger Kraft 
und Bewegung ohne Klemmung gehoben werben foll, fo 
muß der Hebedaumen nach einer Curve, wie jene ift, geformt 
ſeyn. Es iſt AB der Durchmefjer der Daumenmelle oder 
eines eoncenfrifchen Kreifs, Man ſehe meine Encyklopaͤ⸗ 
die, zte Ausg. Th. III. S. 476. 

16, Die mechaniſche ——— der Curve iſt leicht. 

Tan ſetze BG ſenkrecht auf AB in B, und mache BG dem 
halben Umfange gleich, ſo genau als es der Maaßſtab zu⸗ 
laͤßt. Den halben Umfang theile man in 3, oder 4 oder 
mehr Theile, und in eben ſo viele die Linie BG, fo erhält 
man für jeden Theilungspunct wie D die Länge dev. auf CD 
feufrechten DF. Auf ähnliche Ark wird die Frumume Linie 
weiter fortgefeßt. Man kann fich bequem des Halbmeflers 
der Krümmung in jedem Puncte bedienen, und die. Curve 
beynahe aus Kreisbogen zuſammen ſetzen. | 

17. Die Evolute der logarithmiſchen Spirallinie, an 
welcher der Winkel der Curve mit der beruͤhrenden ein halber 
Rechter iſt, iſt fie ſelbſt, in einer ähnlichen Lage, wie dieſe; 
iſt jener Winkel ein anderer, auch beſtändiger, ſo iſt die 
Evolute eine ahnlide Spirale. S. Spirallinie. 
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18, Die Evolution einer Frummen Linie ift — von 
Huygens eingeführt worden. Tin der Schrift, Horo- 
logium ofcillatorium, hat er fie ſonthetiſch, nach ver 
Methode der Alten, behandelt. Die Analnfis des Unend— 
lichen war 1673. als die Schrift herauskam, noch nich£ 
im Gebrauche, nur Newtons Figenrbum, Tfhirnhaus 
ſens Bemerfung über die Evolution einer Epicyfloide in 
einem einzelnen Kalle ift in (12.) angeführt. Jakob 
Bernoulli fand, daß die logarithmiſche Spirallinie mit 
dem (17.) angegebenen beitändigen Winfel jur Evolure 
fi) felbft hat. Asta Erud. 1699. Hernach zeigte ©. 
W. Krafr in den ältern Commentarien der Petersburger 
Afademie, T. II. a. a. 1727, daf nur die Eyfloide, die 
Epicpfloiven, und die Spiralen durch Abwickelung fich 
ſelbſt oder ähnliche erzeugen. Euler har diefe Linterfus 
chung auch vorgenommen, und Auf die Evoluten der. Evo⸗ 
Tuten angewandt, Inveftigatio curvarum, quae evo- 
Iutae fui fimiles producunt, Comm. Acad. Petrop, 
vet. T. XII. Etwa dreyßig Jahre nachher hat er diefe 
Unterfuchung noch allgemeiner angeftelle, mir der in einem 
fo langen Zeirraume gewonnenen Erweiterung der Anas 
Infis. Inveftigatio curvarum, quae [imiles [unt fuis 
evolutis, vel primis, vel fecundis, vel tertüs, vel 
‚ ordinis cujuscungue. Nova Acta Petrop. T.I.a.a. 
1783. Ein Auszug aus. der ältern Eulerifchen Abhand⸗ 
lung in Käjtners Analyfis d. Unendl. $. 578 — 590. 

Evolution, analytifche, ift entweder daffelbe 
mit Ausziehung einer Wurzel aus einer zwey- oder mehre 
theiligen Größe, oder allgemeiner, die Umwandlung irgend 
einer analyrifchen Zufammenfegung in ein Aggregat von 
Gliedern, e8 ſey von einer endlichen Anzahl oder einer unends 
lichen, 3.3. eines Produets, eines Duotienten, der Wurzel 
einer Sleichung, der Größe, nach welcher eine Meihe geord⸗ 
net ift, wohin auch) der zuerft angeführte Tall gehört. Das 
entgegengeſetzte der Evolution iſt Involution. | 


Erhauftiong : Merhode ift ein Merfahren, 
Größen, welche ſich durch ihre vollftändigen Theile. nicht 
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vergleichen laſſen, vermittelſt anderer Größen zu verglei⸗ 
chen, welche jene zwar nicht vollfommen erfchöpfen,, aber 
doch ihnen ald Gränzen unbeſtimmt nahe gebracht werden 
fonnen, 

Die alten Geometer bedienten ſich deffelben * Ver⸗ 
gleichung krummlinichter Figuren, krummer Oberflächen 
und runder Körper. Es machte ihre Analyſis des Unend⸗ 
lichen aus, welche näher zu fennen es fich verlohnt, ſowohl 
‚um fie mit der unfrigen, fo viel weiter greifenden, zu verglei⸗ 
chen, als auch um zu ſehen, wie künſtlich ſie ein ſehr ein⸗ 
faches Werkzeug zu gebrauchen gewußt haben. Sie be⸗ 
trachteten eine krumme Linie nicht als ein Polygon von 
unendlich vielen Seiten; fie zerlegten Figuren, Körper und 
Dberflächen, nicht in unendlich viele, unendlich Fleine Theile, 
fondern das Rrumme unterfchieden fie fersfalo von dem 
Seradlinichten, und verglichen nur Theile, die oftenfibel 
find, oder eine endliche, vergleichbare Größe haben. Gie 
betrachteten aber die Frummlinichten Figuren als Gränzen 
von geradlinichten, und zeigten, daß das Verhaltniß der⸗ 
felben zu einer ebenen weder größer noch Fleiner feyn Fonne, _ 
. als ein gewifjes beftimmtes, und fo auch an Körpern und 

Oberflachen. Es war ben ihnen ein Grundfaß, daß jede 
Größe fo oft genommen werden Fann, bis fie jede Größe 
ihrer Art übertrifft; fie würden aber den Saß, daß eine 
unendlich Fleine Größe, unendlich oft genommen, etwas 
endliches giebt, ſchwerlich ſich haben gefallen laſſen. 

Ein Satz, der zu den Beweiſen in der Geometrie des 
Krummen von den Alten gebraucht wird, iſt folgender: 
Sind zwey ungleiche Größen, A, a, gegeben, und man 
nimmt von der größern A mehr als vie Hälfte weg, von 
dem Mefte wieder mehr als die Hälfte, und fo immer fort, 
fo fommt man irgend einmahl auf einen Reſt, der Eleiner 
ift, als die gegebene Eleinere Größe a. uflives Elemente, . 
RX, 1. Die Alten fagten nicht, die Theile einer Größe 
Fennen unendlich Flein genommen oder gedacht werden. 

Die Srhauftions » Merhode, welche, wie gefagt, die 
Analyfis-des Unendlichen der Alten ausmacht, ift von vie 
rerley Art, Die erfte lernt man aus dem zwölften Buche 
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der Euklidiſchen Elemente, bie andern aus den Säriften 
des Archimedes kennen. 


J. Die erſte Methode hat folgenden Gang. Die 
nicht erſchoͤpfenden Theile zweyer Größen, welche dieſen 
aber unbeſtimmt nahe kommen können, verhalten ſich be» 
ſtändig wie zwey gegebene, a:b, fo verhalten ſich auch Die 
Granjen wie a:b. 


CB JA QDgBbr 


Es ftellen die Linien CA, CB die beiden zu, vergleichenden 
Größen vor, diefe mögen nun dinien, Flächen oder Sörper 
fenn, als allgemeine Zeichen, wie die Buchftahen ben den 
NMeuern. Die Theile CP, CQ beider Größen find auf 
eine gewiſſe Art der Norın nad) bejtimmt, es fey nun, daß 
fie einerley Form oder verichiedene haben; fie haben da: 
durch, als zuſammengehörige Größen, ein gegebenes Ver—⸗ 
hältniß, a: b, bey veränderlicher Größe, und Finnen 
ihren Sränzen, CA, CB, fo nahe fommen, daß der 
uͤnterſchied kleiner ift als irgend eine gegebene Große, 
Verhalten fi) nun CA und CB nicht wie a:b, fo fey 
a:b=CA:Z, wo Z entweder Fleiner oder größer als CB 
iſt. Es ſey uerſi zZ, kleiner als CB, und werde durch CD 
angedeutet, Man nehme von CB den Theil Cq, der die 
gegebene Norm hat, und größer als CD ſey, welches der 
Boransfegung nad) möglich ift, und. von CA den Theil Cp, 
ebenfalls von der gegebenen Form, und mit Cq jufammen: 
gehörig, fo ift Cp:Cq =a:b. = CA:CD=a:b 
fo iFaub Cp:Cq=CA:CD. Dun if Cp <CA 
ift, alfo muß Cqg<CD feyn. Diefee widerfpricht Dem 
Vorigen, daß Cyq>CD ſey. Alfo ift Z nicht Fleiner als 
CB. — Üben fo wird bewiefen, daß nicht feyn Fann 
‚b:a==CB:Y, wenn Y fleiner als CA if. 


Zweytens fey Z größer als CB, und werde durch CH 
bezeichnet, fo daß a:b==GA:CE, oderb:a—= CE:CA 
fey. Dan made CH:CA = CB: CF, fo ift, da 
CH > CB feyn foll, auch CA>LF. Run iſt ange 
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nommen btaz= CE:CA, alfo ift b:a== CB:CF, wo 
CF kletner als CA ift. Diefes iſt nach dem erften Kalle 
unmöglich. Alſo ift nigt axb = CA:CE, wo CH 
größer als B iff. | = 
Da nun das Verhältniß der durch CA, CB bezeichs 
neten Größen: weder größer noch Kleiner feyn kann als das 
gegebene, fo iſt es diefem gleich. Zu 
| Das zwölfte Buch der Euflidifchen Elemente enthält 


srößtentheild Anwendungen diefer Methode. Im zten 


Sage wird erwiefen, daß Kreisflächen fich wie die Dundrate _ 
ihrer Durchmeſſer verhalten. Hier find CA, CB die Kreiss 
flächen, CR, GQ oder Cp, Cq, eingefchriebene gleiche 
namige ordentliche Polygone. Die Korın ift hier, daß es 
gleichfeitige Figuren von gleicher Anzahl der Seiten find; 
Diefe verhalten fich wit die Quadrate der Durchmeffer ihrer 
zugehsrigen Kreife, und koͤnnen denfelben fo-nahe kommen, . 

daß der bUnterſchied Fleiner wird als irgendeine anzugebende. 
Größe. Pappus leitet Hieraus den Sat ber, daß die 
Umfänge der. Kreife fich wie ihre Durchmefler verhalten, 
und bemerft, Daß dieſes auch daraus fließer, daß die Um— 
fänge ähnlicher gleichſeitiger Vielecke fi) wie die Durche _ 
mefjer der zugehörigen Kreife verhalten. Collect. ma- 

them. IV, 11. - 


Der ste Satz tft, daß drenfeifige Pyramiden von 
leicher Höhe ſich wie ihre Grundflächen verhalten. Die 
orbereitung dazu ‚gehört zu den Fünftlichften in der Efez 
mentar » Geometrie. Kuflides ſchneidet von den beiden 
yramiden Stücke ab, die ſich wie die Srundflächen vers 
alten, und in jeder zwey Pyramiden übrig laffen, die 
Feiner als irgend eine gegebene Größe find. Die beiden 
gegebenen Pyramiden find Bier die durch CA, CB bejeich- 
neten Größen, die Summen der folgemeife abgefchnittenen 
Stüde, welche alle einzeln fich wie die Grundflächen der 
Pyramiden verhalten, daher die Summen auch daffelbe. 

Derbältniß haben, find CP, CQ, oder Cp, Cu: _ 
Der zofe Gas ift: Jeder Segel iff der dritte Theil 


‚eines Eylinders, welcher mir ihm gleiche Höhe und diefelbe 


Srundfläche hat. Hier find Kegel und Enlinder die beiden 
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zu, vergleichenden Größen ; bie annähernden find eine Pyra⸗ 


mide und ein Prisma tiber gleichnamigen ordentlichen Pos -- 


Ingonen der Grundfläche jener Körper, mit derfelben Hohe. 
Diefe Haben das DVerhältniß 1:3, daher Kegel und Ey: 
linder daffelbe Haben, Ä 
Der zıte Sag ift: Kegel und Enlinder von gleicher 
Söhe verhalten fich wie ihre Grundflächen. Es verhalten 
ſich nämlich die Pyramiden über den ähnlichen ordentlichen 
eingefchriebenen Polygonen wie diefe Polygone, das iff, 
wie die Kreisflächen, alfo ihre Gränzen, die Kegel, eben 
fo; und auch die Dreyfachen der Kegel oder die Eylinber, 
Der ızte Satz ift: Ähnliche Kegel und Enlinder find 
in dreyfachem MWerhäleniffe der Durchmeſſer ihrer Grunde 
flächen. Hier wird gezeigt, daß die Pyramiden über den 
ähnlichen Polygonen der Srundflächen ben derfelben Höhe 
mit den Kegeln das dreyfache Verhältniß der Durchmefjer 
haben. Daß fie ven Kegeln näher als um jeden gegebenen 


Unterfchied kommen können, iſt vorher ſchon gewieſen. 


Die Kegel, die Euklides betrachtet, ſind ſenkrechte. 
Der ıgte Sag iſt: Kugeln find in dem dreyfachen 


Verhaltniß ihrer Durchmeſſer. Naͤmlich ähnliche in den - 


Kugeln befehriebene Polyedra verhalten fich wie die Würfel 
ihrer Durchmeffer (in dem dreyfachen Verhältniffe derfel: 
ben), und konnen ihnen näher als um jede gegebene Größe 
kommen. 


Archimedes beweiſet auf dieſe Art (von Konoiden und 


Sphaͤroiden, Satz 5.) den Satz, daß die Fläche einer 
Ellipſe ſich zu dem Kreiſe uͤber ihrer großen Axe verhaͤlt wie 
die} kleine Axe zu der großen. Es ſey AB (Tab. X. 


Fig. 23.) die große Are, CD die halbe kleine, ADB die 


Halfte der Ellipſe, AEB ein Halbkreis über AB.. In 
dem Kreiſe werde ein gleichfeitiged Vieleck (deſſen Seiten⸗ 


zahl ein Vielfaches der Vier fey) befchrieben, und von 


‚den Winfelpunceen e werden mit EC parallelen. gezogen, 
welche die Eilipfe in den Puncten d treffen. Durch die 
ſucceſſiben Puncte d nebft D werden Ehorben gelegt, fo 
entitehen in der Ellipfe Vierecke, wie CDdc, cddc, und 
in dem Kreife eben ſolche. Es it CR: CD ce: cd 


J *8 
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(Sfipfe, 1.), und daher verhalten fih die Vierecke üben - 
derfelben :Grundlinie in beiden Siguren wie CE:CD. Gie 
zerfallen namlich jedes in zwey Dreyecke, von welchen die 
auf gleiche Art liegenden diefes Berhälmif haben, Dafs 
felbe Verhältniß haben. auch die beiden Paare von Dreys 
ecken bey A und B. Die Polygone in beiden Figuren vers 
halten fich alfo auch wie CE:CD. Da diefes Verhaltniß 
beitandig bleibt, wie groß auch die Anzahl der Vierecke 
oder der Chorden genommen wird, und da die Polygone 
immer weniger ven dem Kreife und der Ellipſe verfchieden 
werden, fo muß jenes Verhaͤltniß auch für ihre Gränzen, 


den Kreis und die Ellipfe, gelten. Archimedes beweifee 


aber vieles noch auf folgende, befondere Art. 

Man nehme einen Kreis Z, deffen Halbmeffer z die 
mittlere proportionale zwifchen den beiden AC, CD 
(a-und b) ijt; den Kreis über AB nenne man * die 
Ellipſe E. —9* iſt nun A:Z —aa;zz—a:b (f. Pro⸗ 
portion). ft Z der Ellipſe nicht gleich, fo ſey zuerſt Z 
größer ale E. In dem Kreife Z befchreibe man ein gleiche 
feiriges Vieleck, fo daß diefes von Z weniger unterfchieden 
fen als E cs iſt. Dadurch wird Das Polygon in Z größer 
als E gefegt, Da das Polygon in A zu dem in L ſich 
wie a:b verhält, eben fo wie jenes zu dem in Z, ſo iſt 
das Polygon inE dem in ZDugleich. Es müßte aiſs das 
Polygon in E größer als die Ellipſe ſelbſt ſeyn. Folglich 
iſt Z nicht großer als K. — Es ſey nun die Ellipſe größer 
als der Kreis Z. In der Ellipſe werde ein Vieleck be- 
fehrieben, das von jener weniger unterfchieden fen als ber 
Kreis Z von der Ellipſe R. (Diefes ift möglich, weil. 
dans Dreyeck i in einem Abſchnitte groͤßer iſt als die Haͤlfte 
deſſelben). So iſt das Vieleck in K größer als der Kreis 7 
Nun ift vorher ermiefen, daß das Vieleck in Z dem in IE 
gleich ift, alfo wäre jenes Vielecf größer als der Kreis. — 
Demnach ift die Ellipſe fo groß als der Kreis, umd verhält 
fih zu dem Kreife über der großen Are, wie die kleine Are 
zur großen, — 

II. Eine beſtimmte Größe A liegt jwifchen zwey an« 
dern unbeſtimmten, aber ver Form nach ee Größen, 


158 J Exhauſtions⸗Methode 


fo daß ihr Unterſchieb von dieſen beliebig klein gemacht 
werden kann. Eine andere gleichfalls beſtimmte Größe B 
liegt zwiſchen denſelben oder noch weniger verſchiedenen 
Größen, (indem Die größere Fleiner als die größere jener, 
und die Fleinere größer als die Fleinere jener ift) 2 fo find — 
und B gleich groß. 
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In der allgemeinen Abbildung bedeuten AB, ab zwey ber 
ftimmee Größen. von verfchiedener Korm, AP, AQ zwey uns 
beſtimmte, jwifchen welchen AB liegt, fo daß das Vers 
hältniß AP: AQ dem von 121 näher kommen möge, als 
irgend ein Verhältniß einer Fleinern zu einer geößern Größe. 
Eben fo falle ab jwifchen zwen Größen ap, aq, deren Vers 
hältniß dem von 1:3 1 näher fommen Fünne, als irgend ein 
Verhaltniß jweyer auf ähnliche Art ungleichen Größen, und 
ap fey entweder gleich AP oder größer, fo wie aq gleich 
AQ oder Fleiner. Bey diefen Annahmen müſſen die in der 
Norm verfchiedenen, AB, ab, gleich groß ſeyn. Ä 

Man mag diefes gleich daraus ſchließen, daß fonft die 
Derhältniffe AP:AQ und ap:aq dem von ı:ı nicht un: 
bedingt nahe genommen: werden fünnten, Wäre ab größer 
oder Fleiner ald AB, wie es die AE oder Ae find, fo wäre 
entweder Das Berpältniß AB: AE ober das Ae:AB, Die 
Gränze für AP:AQ. = 

Die Beweisart des Archimedes im Allgemeinen ift 
folgende. 

Man feße erftlich ab fen größer als AB, oder gleich 
AE. Da das Verhaltniß AQ:AP dem ı:ı fich unbedingt 
nähern Fann, fo Fann dafjelbe Fleiner ald das, AE:AB, 
genommen werden *), Da ferner aq fo groß oder Eleiner 


*) Ein Verhältniß a:b tft Heiner als ein anderes, c:d, 
wenn der Quotient der Diviſion von a durch b feiner iſt 
als der von c durch d; es iſt seöfer in dem entgegengejegten 
Falle. | P | 
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als AQ ift, und ab — AE ‚fo ift das Verhältniß aq: AP 
Fleiner als das, ab: AB.  Diefes ift nicht möglich , da ag 


größer als ab, und AP Fleiner ald-AB iſt. 


Man ſetze zweytens ab fen Eleiner ala AB, oder gleich 
Aw. Dian nehme nun das VBerhältnig AOFAP fleinerals 
‚AB: Ae, ſo iſt, weil ap fo groß oder größer als AP ift, 
das Verhältniß AQ;ap fleiner als AB:ab.. Diefes ift 
nicht möglich, weil AO größer ald AB, und ap Fleiner 
als ab ift, e | | 

Demnach muß ab==AB feyn. 1 


1. Ein Beyſpiel giebt die befannte von Archimedes _ 
gemachte Vergleichung der Kreisfäche mit einem Dreyeck, 
befjen Grundlinie den Umfang des Kreiſes, und die Höhe. 
der Halbmeſſer deſſelben iſt. Der Kreis iſt die durch AB 
bezeichnete Größe, das Dreyeck dieab; die AP iff ein eine 
gefchriebenes ordentliches Vieleck, die AQ ein, ähnliches 
umgeſchriebenes; die Größen, ap, aq, find einerlen mie 
dieſen. — I 

2. Archimedes erweiſet in dem erſten Buche von Rus 
gel und Enlinder, ı3ren Gage, daß eines fenfrechten Sy: 
linders Oberfläche einem Kreife gleich iſt, der zum Halbe 

mefjer die mittlere proportionale zwifchen der Seite des 
Cylinders und dem Durchmeffer feiner Grundfläche har. 
Die Oberfläche des Cylinders fallt zwifchen die Oberflächen 
zweyer Prismen, deren eines mit feinen Seitenflächen ven | 
Eylinder berührt, das andere feine Geitenlinien in der cylin⸗ 
driſchen Fläche liegen hat. Die Oberſlächen ver Prismen find 
dem Rechteck von dem Umfange ver Örundflächeund der Hoͤhe 
des Prisma gleich. Die Grundflächen der beiden Prismen, 
wenn ſie ahnliche gleichſeitige Vielecke find, können ſich näher 
als um jeden angebbaren Unterſchied kommen, alſo auch die 
daraüf errichteten Prismen. Was von ihnen gilt, gilt auch 
von ihrer Graͤnze. Archimedes fchließt aber nicht aus einenz 
allgemeinen Grundfage, fondern gebraucht Vergleichungen, 
die jedem Kalle befonders angemeffen find. Die Grund: 
flache des Cylinders heiße A, der Kreis, deffen Halbıneffer 
die angegebene mittlere proportionale- ift, heiße B. Um 
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und in den Kreis A fenn gleichfeitige Ähnliche Vielecke ge— | 
zeichnet, auf welchen Prismen, fo hoch als der Eylinder, 
errichtet werden. Die Oberflächen diefer Prismen (ofne 
die Grundflächen) werden in Dreyecke verwandelt. Dieſe 
mögen, D, d, heißen. Um und in den Kreis B werden 
Vielecke, ‚jenen Vielecken ähnliche, gezeichnet. Das 
Außere ift dem Dreyecf D gleich, das innere Fleiner als das 
Dreyeck d. Hier find die eylindrifche runde Oberfläche 
und der Kreis B die in der allgemeinen Darftellung der Mea 
thode durch die Linien AB, ab. bezeichneten Größen; -die 
beiden Dreyecke find die Linien AP, AQ; bie beiden zu dem 
Kreife B gehörigen Vielecke find durch ap, aq vorgeftellt, 


von welchen die ap der AP immer gleich, aber aq Eleingr 


als AQ ift, Nun zeige Archimedes nach der angegebenen 
Merhode, daß der Kreis B weder Fleiner noch größer fen 
kann, als die Bee runde Oberflache, alfo derfelben 
gleich iſt. 

\ 3. Auf gleiche Ark ermeifee Archimedes (Sas 15 ) 
daß die krumme Oberfläche eines gleichfeitigen Kegels 
einem Kreife gleich ift, der zum Halbmeſſer die mittlere 
proporfionale jwifchen der Seite des Kegels und dem Halb⸗ 
meſſer des Grundkreiſes hat, 


Einen andern Beweis diefes Satzes, nach derſelben 
Methode, giebt Maclaurin, treatiſe of fluxions, pag.x 1. 


| 4. Die Oberfläche einer Kugel ift das Vierfache des 
‚größten Kreifes derfelben. Archimedes a. a. D. Satz 31. 
Der Vorbereiftungss und Hülfsfäge zu dem Erweife find 
viele, die aber fehr verdienen fFudirt zu werden. In einem 
Kreife werde ein  gleichfeitiges Vieleck befchrieben, wovon 
die Anzahl der Seiten ein vierfaches der Bier ift; um den 
Kreis ein ähnliches, deffen Seiten mit denen jenes parallel 
ſind. Den Kreis und die beiden Vielecfe laffe man fich um 
einen Durchmefjer drehen, fo befchreibt der Kreis eine Kugel, 

‚und die beiden Vielecke befchreiben Polyedra, deren Oberflache 
theils aus Kegelflachen, theils aus Kegelzonen beftehen. Zwi⸗ 
fchen beiden liege die Oberflache ver Kugel, Das DBerhältniß 
‚der Oberflächen von den beiden Polyedren ift das Duplicirte 
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der Seiter in den beiden Vielecken, und Fann dem Ver 
bältnifje der Gleichheit näher als jedes gegebene gebracht 
werden. Kerner iſt Die Oberfläche des innern Polyebrum 
Fleiner als das Vierfache des größten Kreiſes der Kugel, 
die des aͤußern Polyedrum größer als dieſes Wierfache, 
Demnach find die Dberfläche der Kugel und das Vierfache 
ihres größten Kreifes zwifchen denfelben Größen enthalten, 
wie in dem’allgemeinen Gchema die AB, ab jwifchen AP 
und AQ, welchen hier ap und ag gleich find. Die Ober 
fläche der Kugel ift alfo gleich dern Vierfachen ihres groͤß⸗ 
ten Kreiſes. Archimedes zeige befonders, daß jene nicht. 
größer noch Fleiner ſeyn könne als diefed, BR 

u 5. Eine Kugel ift das Vierfache eines Kegels, deſſen 
Srundfläche dem größten Kreife der Kugel, und deſſen 
Höhe ihrem Halbmefjer gleich iſt. Archimedes a. a. D. 
Satz 32. 8 werden. wieder zwey folche Polyedra in und 
um die Kugel conſtruirt, wie in (4.). Zwifchen beiden 
liegt die Kugel. Das Verhältniß beider Körper: iſt das— 
friplicırte der Seiten in den beiden Vielecken, durch deren 
Umdrehung die Polyedra erzeugt werden, und Fann dem 
Verhaltniſſe der Gleichheit näher als jedes gegebene gebracht 
werden. Kerner iſt das innere Polyedrum Fleiner als das 
Dierfache eines Kegels, drfien Grundflache dem größten 
Kreiſe ver Kugel, und deſſen Höhe dem Halbmeffer der 
Kugel gleich iſt, das Außere aber großer als diefes Vier: 
fade. Daraus folgt nun wie bey (4.), daß die Kugel 
dem Vierfachen diefes Kegels gleich iſt. a 

Pappus giebt einen andern Beweis des Gates bo 
der Vergleichung der Kugel mit einem Kegel, Collect. 
imathem. V. 35: | 
6. Die Oberfläche eines Rugelfchniftes, ver Eleiner 
ift als die Halbkugel, iſt einem Kreife gleich, der zum 
Halbmeſſer die vom Scheitel des Abſchnittes an den Umfang 
Des Grundfreifes gejogene gerade Linie hat. Archimedes 
a. a. O. S. 40. Diefe Oberflache fällt zwifchen die Ober» 
flachen der Abfchnitte zweyer folcher Polyedren, als vorher 
conſtruirt find, über dem Grundkreiſe. Das Merhältniß 
biejer Oberflächen kann dem ber Gleichheit näher Eommen 
| 2 


\ 
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als jedes gegebene zweyer ungleichen Größen. Ferner iſt 
die innere polyedriſche Oberfläche kleiner als der angegebene 
Kreis, die äußere aber größer. Daher ergiebt ſich ber 
Sat. Bon der Oberfiäche eines Abſchnitts, der größer 
iſt als die Kugel, wird das nämliche erwiefen, als Folge⸗ 
rung, da die Oberflächen des größern und Fleinern Abs 
ſchnitts zufammen die ganze Oberfläche der Kugel aus: 
machen. J F 

7. Ein Kugelausſchnitt iſt einem Kegel gleich, deſſen 
Grundflache der Oberflache des Kugelabſchnitts, und deſſen 
Höhe dem Halbmeſſer der Kugel gleich iſt. Archimedes 
a. a. O.S. 42. Der Kugelausſchnitt fallt zwiſchen zwey 
polgedrifche, deren Verhaltniß dem der Gleichheit unbe⸗ 
dingt nahe Fommen kann. Der innere diefer beiden Aus⸗ 
fehnitre ift Fleiner als der angegebene Kegel, der äußere 
ift größer. So findet hier die Anwendung des Grund: 
ſatzes Statt, | 

. Der Weg, den Archimedes bey den Beweiſen diefer 
Eäse genommen bat, ift lang, und für ungeduldige Jefer 
nicht gemacht. Der große Scharflinn aber, . den er bey 
der Anwendung geringer Halfsınietel bewiefen hat, ift zur 
Übung, des marhematifchen Geiftes vortrefflih. Jüngern 
Marhematikern find feine Schriften überhaupt fehr zu 
empfehlen. Zu dem erften Buche von Kugel und Eylinder 
(und Kegel) wird das hier beygebrachte eine brauchbare 
Einleitung ſeyn. Sauber har eine fehr gute Lieberfegung 
der beiden über Kugel und Eylinder mit einigen Zufägen 
geliefert. Tübingen 1798. 
IH. Archimedes bedient fich zu einigen feinen Linter: 
ſuchungen in der höhern Geometrie noch eines Verfahrens, 
welches ganz befonders den Namen, Erhauftions- Methode, 
verdient, und ſich unferer Analyſis des Unendlichen nähert. 
Es ift ini Allgemeinen folgendes. Eine Große Q werde 
in mehrere Theile geteilt, deren Menge größer, und deren. 
Quantität Eleiner als nach irgend einer Angabe gemacht 
‚werden kann. Es ſey Q=a+b+c+d+te+ et - 
Die Theile werden nady einem gewiffen Geſetze auf doppelte 
Weiſe verändert, fo daß aus Q zwey neue Großen entfliehen, 


ı 2 
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R@+g>late)t(b+B)+(c+Y)+(d+2)+ etc. 

oO -q>{a -a)+(b-b)+(c- ‘)+(d -d) trete. 
Man Fönne nun,die Größen O-+q und Q—gq jede mit 
einer andern vergleichen, fo daß die Werthe Derfelben einen 
gemeinfchafflichen Theil haben, dem fie defto näher Foms - 
men, je mehr der Theilea,:b, c, etc. genommen werr 
den. Diefer Theil ift der Werth von Q, da Q die gemeine 
ſchaftliche Graͤnze beider Reihen ift, an welcher fie ſich 


entgegen fommen, 


Das leichtefte Bepfpiel diefer Merhode giebt der para⸗ 
boliſche Kegel, nach Ardyimedes von Konoiden und Sphä: 
roiden, Satz 23. Es ſey (Fig.23.) BAC, eine Parabel, 
deren Are AD iff, auf welche die Ehorde BO ſenkrecht 
gezogen iſt. Man laſſe die Figur fih um die Are AD 
ganz herumdrehen, fo beſchreibt fie einen parabolifchen Regel, 
Diefer fol mie dem Eplinder, der über der Grundfläche 
mir dem Durchmeffer BC die Höhe AD hat, verglichen 
werden, — Man theile AD in irgend eine Anzahl glei 
her Theile, und ziehe durch die Theilungspuncte parallele 
EHorden mit BC, Durch die Punete, wo diefe die Para: 
bel treffen, ziehe man Parallelen mit AD bis an die beiden 
nächitenChorden und ihre Verlängerungen, Die Rechtecke 
und das parabolifche Segment befchreiben bey der Umdre— 
hung der Figur jene Cylinder, dieſe parabolifche Regelfege 
mente, Der Unterfchied aller äußern Eylindet, wie 
LMNO, von allen innern, wie PORS, ift der unferjte 
äußere Eylinder BEFC. Dieſer kann Fleiner gemacht were ⸗ 
den als jeder angegebene Haum. Da die Quadrate der 
Chorden, wie OR, ſich wie Die dazu gehsrigen Abſciſſen 
der Are, AT, verhalten, fo verhalten-fich die eylindriſchen 
Segmente des umgefchriebenen und eingefchrisbenen Kör— 
pers wie bie zugehörigen Abſciſſen, bey dem Kußern bis zu 
der untern Baſis, bey den innern bis zu der obern genom: 
men. - Sie machen daher, jede Folge für fich, eine arith— 
merifche Reihe aus, deren Glieder fich wie die Zahlen, 
I, 2, 3, 4, etc, verhalten, Beide Reihen enthalten 
diefelben Glieder, nur daß die Reihe der äußern Eylinver 
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ein Glied mehr hat als die Reihe der innern. Mun ift in 
einer arithmetifchen Reihe die Summe aller Glieder größer 
als die Halbe Summe von eben fo vielen, dem’ größten 
von ihnen gleichen ; hingegen ift die Summe aller Glieder 

ohne das größte Fleinef als eben diefe Halbe Summe 
(Arhim. 1. &.); das ift, die Summe der äußern Cylinder 
ift größer als der Halbe Cylinder über der mit DC befchries 
Denen Grundfläche bey der Höhe AD; fo wie die Summe 
der innern Cylinder Fleiner ift als die Hälfte diefes Eyline 
ders. Deide Summen find um den unterften Cylinder 
° BEFE unterfchieden, der durch fortgefegte Halbtheilungen 
von AD Fleiner als jede gegebene Größe werden kann. Der 
parabolifche Kegel liegt ebenfalls zwifchen beiden Summen. 
Kolglich ift derfelbe der - Hälfte des Eylinders, mit dem 
Halbimeffer DC und der Hohe AD, gleich. 

Archimedes gebraucht hier audy die Beweisart, wo⸗ 
Durch gezeigt wird, daß der parabolifche Kegel weder größer 
- noch Heiner feyn könne als des gedachten Cylinders Hälfte, 
vergleicht aber die parabölifchen Kegel mit einen gerad: 
linichten, der diefelbe Grundfläche und Höhe hat, Da er 
aber doch den Eplinder zus Vergleichung mit dem gerad: 
linichten Kegel gebraucht, fo wird es bequemer fepn, feine 
Beweisart zur Bergleichung mit dem Cylinder anzuwenden: 
Man bezeichne-den parabolischen Kegel durch K, den Cplin⸗ 
der über BC bey der Höhe AD durch C, den umgeſchriebe⸗ 
nen Körper durch U, den eingefehriebenen duch E. Wenn 
K nicht it —=4C, fo fey erſtlich K größer, und det Unter⸗ 
fie =u, fo daß K-3C0=u. Man nehme der Theile 
auf AD fo viele, daß der unterfte Cylinder BF £leiner 
werde als u, oder daß U— E<u fen So ift 
U—E<K—IC Da U>K if, fo it E>iC, 
Vorher aber ift erwiefen, daß E<EC ift, alſo kann der 
parabolifche Kegel nicht größer feyn als die Hälfte des Ey: 
linders. — Zwehtens mag er nun Eleiner feyn, und der 
Ulnterfchied fey u, ſo daß 3C—K—u. Wiederum fey 
U—E<u, p it U—E<IC—K DaE<k, 
fo NU<ZC. Es ift.aber vorher erwiefen, dag U>ZC 
iſt, folglich kann der parabolifche Kegel auch nicht Eleiner 
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fenn als die Hälfte des Cylinders. Es iſt alfo der Ab⸗ 
ſchnitt des paraboliſchen Kegels BAC halb ſo groß als der 
Cylinder tiber derſelben Grundflache ben derſelben Höhe. 

Der geradlinichte Kegel mit denſelben Beſtimmungen 
iſt der dritte "Theil des Cylinders ‚und verhält ſich daher zu 
dem parabölifchen wie 4 ju 4 oder wie 2:3. Zu verglei⸗ 
chen der Artikel, Cubirung, Tb I. ©, 580. 

Auf eine ähnliche Art vergleicht Yrchimebes den Ab: 
ſchnitt eines hnperbofifchen Kegels und eines Sphäroids 
mit einem geradlinichten Regel über einerley Grundfläche 
ben gleicher Höhe. Die Berechnung aber ift hier fehwerer, 
weil die eylindrifchen Segmente des eingefchriedenen und 
umgefchriebenen Körpers die Summe oder, der. Unterſchied 
zweyer Teile find, von welchen der eine ein Glied aus einer 


arırhmetifchen Reihe, der andere ein Glied aus einer Reihe 


bon Quadraten ift. In der Abhandlung. von den Spiral 
finien, Bas zo. findet Archimedes, daß 

3(@a + 4aa+ gan... na) — 

na? + n’a? +alaro2a+zan.+ na) 
‚ft, : (vergl. arithmet. Reihen höh. Ordn. 14.), und 
giebt in der Abhandlung von den. Konoiden, 3. Gas, 
die Großen an, zwifchen welchen vie A einer 
arichmerifchen Reihe und ber Neihe von Quadraten mit 
gleihfermig abnehmenden Wurzeln lieg. Nämlich wenn 
(ab-+2ab-+3ab...+nab) + (b-++4b?-Hob# .. 
+n’b)=S if, fo hat das nfache von den beiden größe 
ten Gliedern diefer beiden Reihen, oder n(nab + n?b?), 
zu der Summe S ein fleineres Verhältniß als a+nb: 
$a-+Xnb; aber zu der um das letzte Glied jeder der bei: 
den Reihen verminderten Summe, S—nab—n?b?, ein 
größeres Verhältniß als das angegebene, Archimedes 


druckt den Satz ganz in Worten aus, und führt den Be« - 


weis an einer Zeichnung ‚bie durch einen Fall fich auf alle 
mögliche Fälle anwenden laßt. 


Für die Kpperbel ift das Quadrat der Ordinate, 


bb 
y=— — (zax + xx), wo die Abſciſſen x vom dem näch- 


- 
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ſten Scheitel un genommen werden für die Ellipſe iſt 
bb 2 
y= = — Maas). Man wird leicht einſehen, wie 


— das jetzt eben —* — Granzverhaltniß bey 
dem hyperboliſchen Konoid gebraucht hat. Für die Eilipfe 
ift eine Abändetund eines Vorzeichens nöthig. Die Größen 
a,b bedeuten in den Gleichungen fiir die beiden Frummten 
Sinien nicht dajjelbe, was im den beiden borher aufgeftells 
ten Reihen. 

Man vergleiche mit diefer Methode ven Anhalt eines 
Körpers zu finden,, die Auflofung, welche die Integral⸗ 
rechnung giebt, Artifel, Eubirung. Diefe ift freylich viel 
kürzer, aber jene laßt die Zufammenfegung des Körpers 
und die Vergleichung mit einem einfachern deutlicher ein: 
ſehen. Die Merhode der Meuern ift in einiger Abficht, 
was eine Mafchine bey Kabrifarbeiten. Sie dient die 
Arbeit zu fordern, ohne daß man nerhig hat immer anf 
ihre Wirfungsart zu achten. "Doch muß man atich willen, 
wie weit man ohne Mafchine zu fommen vermöge, 

Das Verfahren, wodurch Archimedes den von feiner 
Schneckenlinie nach jedem Umlaufe des Halbmeffers be: 
fchriebenen Stächenraum mit dem Kreife vergleiche, ift ein 
ganz ähnliches, In dem Artikel, Spirale, wird davon 
etwas angeführt werden. - 

Die Fläche ver Parabel zwifchen ihrem Bogen BAC 
und der Shorde BC konnte Archimedes auf diefe Art nicht 
finden, weil die Rechtecfe, die in Die Parabel und um dies 
felbe befchrieben werben, dergleichen PORS und LMNO 
find, fich wie die Quadratwurzeln aus den sugehörigen Abs 
feifien., AT, At, verhalten. Die Summe ‚einer Anzahl 
von Wurzeln aus Zahlen, die in arirhmerifcher Sortfchreis 
tung find, konnte er nicht angeben, das ift, mit einer geges 
benen Größe vergleichen, Zwar hätte er den Raum zwi⸗ 
fchen dem Bogen ACy einer mit AD parallelen dur) C, 
und einer auf AD durch den Scheitel A ſenkrechten leicht 
mit dem Rechteck von AD und DC vergleichen Fönnen, 
weil er, wie ſchon bemerkt ift, die Summe von Dundraten, 
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deren Wurzeln in arithmetiſcher Progreffion find, zur 
bejtimmen wußte. Allein er gebraucht, vielleicht um feinen“ 
Scharfſinn zu zeigen, ein ſehr Fünfiliches Hülfsmittel, 
die Verbindung der Statik init der Geometrie, in der 
Abhandlung von der Quadratur der Parabel, Zu 
Es fen BAC: (Fig. 24.) eine Parabel, deren Are 
AD ift, und BC darauf ſenkrecht. Diefe BC werde in 
irgend eine Anzahl gleicher Theile, wie BE, EF, FG, etc. 
geheilt. Durch die Theilungspuncte werden Auf BC ferife 
echte Linien, EM, FN, GO, ete: -gejogen, welche die 
Parabel’ in M, N, ©, etc. fchneidenz auch wird auf 
diefelbe noch BP fenfrecht gefege. Aus C werden durch Die 
Durchfchnirtspuncte, M, N, O, etc. die geraden CM, 
CN, CO, etc. gezogen, welche die auf BC ſenkrechten 
in H, I, K, etc. nad ihrer Kolse treffen. Ge ent 
ſtehen die Vierefe EH, FI, GK, etc. und für den letz⸗ 
ten Theilungspunet Z das Dreyeck CAX, deſſen Seite CX 
die Paräbel in € berührt, indem bier zwey Durchfchnirtse - 
punete in einen Berliprungspunrt zuſammen fallen, Diefe 
Vierecke nenne man die uingefchriebenen, Die Durch⸗ 
fihnittspunste m, .n, o, ete. der CM und übrigen mitt 
den Perpendifeln auf der Seite nach C hin geben die einges 
fihriebenen Vierecke Em, Fn, Go, ete. wozu bey C das 
Dreyef ZCY Eomme. Mun beweiſet Archintedes, evil 
lid), daß die Suͤmme der-umgefchriebenen Vierecke nebit 
dem Drepecke ZCX größer iſt als der dritte Theil des Drey⸗ 
ecks BCP; zweytens, "daß die Summe der eingefchriebes 
nen Vierecke, Em, Fn, etc. nebft dem Dreyecke ZCY. 
Fleiner ift als der dritte Theil eben des Dreyecks BPC. 
Diefes wird durch Hülfe der Statik erwiefen. Man ſtelle 
ſich die Parabelfläche mir der Chorde BC an dem Arme 
eines Hebels, deſſen Ruhepunct in B ift, aufgehängt vor, 
fo daß der Scheitel A zu unterft liege. An dem andern 
Arme-des Hebels, in einer Entfernung von B, fo groß 
als BC, werde eine ſchwere Fläche an einem mathemas 
tiichen Faden ohne Schwere aufgehängt, und halte dem 
Dreyeck BPC das Gleichgewicht, fo ift dieſe Fläche der - 
dritte Theil des Dreyecks. Nun wird gezeigt, «daß das 


— 
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umgefchriebene Viereck BEMH größer iff als die Släche, 
welche in dem. Abſtande BC auf der andern Seite des Ruhe⸗ 
punctes B dem Zrapezium BPeE dag Gleichgewichr hält; 
daß eben fo Die folgennen Vierecke EMNF, FNOG, etc. 
jedes größer find als die Flaͤche, Die in dem gedachten Abs 
ffande dem Trapezium EefF, FfgG, etc. wovon jene 
Vierecke nach ihrer Folge ein Theil find, Das Gleichgewicht 
haͤlt. Die Summe aller diefer Vierecke nebit dem Dreyeck 
ZCX ift alfo größer als der dritte Theil des Drepecfs BPC. 
Singegen ift jedes-der eingefchriebenen Vierecke wie Em, 
Fn,.eto. Eleiner als die Tläche , „welche in dem Abftande 
BG auf der andern Seite des Nuhepunctes dem Trapezium, 
wovon e8 ein heil ıft, als EefF, FfgG, etc. das Gleich? 
gewicht halt. Die Summe aller diefer Vierecke, nebft 
dem Dreyecf ZCY ift daher kleiner als der dritte Theil:des . 
DreyesBPC. Nun zeigt Archimedes, daß die Parabel: 
fläche weder größer noch Fleiner ſeyn Fann, als der dritte 
Zheil eben Diefes Dreyecks. Beide find die-gemeinfchaft: 
liche Gränze flir die umgefchriebenen und eingefchriebenen 
Vierecke. Daraus folge endlich vermittelſt einer Eigen- 
fehafn der Parabel, daß der parabolifche Abſchnitt BAC 
fi zu den geraplinichten Dreyeck BAC, das mit vemfel: 
ben einerley Grundfläche und Höhe hat, wie 4:3 verhält, - 
Der Sa wird von. Archimedes auch für den Fall erwiefen, 
da die Grundlinie oder Chorde BC nicht fenkrecht auf AD 
iſt. Das Dreyeck BAT ift alsdann dasjenige, welches 
zwifchen den. Endpuncten der Chorde und dem Scheitel⸗ 
punete des zugehörigen Durchmeffers liegt, —— 
AIV. Zwey Größen, A, B, find beide die Gränzen 
einer Reihe abnehmender Größen, atb+c...+q+ eta 
fo daß der. Unterſchied derfelben umd der Reihe Eleiner als 
irgend eine Große gemacht werden fann; es it A=B. 
Denn es fey das Öegentheil möglich, und entweder A>B 
oder AB, Man nehme von der Reihe fo viele Glieder, _ 
a+-b+c...+g, daß der Linterfchied der Gumme 
derfelben von A Fleiner fey, als der Linterfchied zwiſchen 
Aund B, ſo müßte eben diefe Summe größer fenn -als 
B, welches der Worausfegung widerſpricht. Nämlich, 


* 
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werna+-b-+c...+g=S5; A—Bm=u,. und 
A—Scuif, fo it 8 >b. Eben fo, wenn 
B— Azu if, nehme man B—S<u, ſo iſt eh 
auch wider die -Vorausfegung. 

- Archimedes gebraucht diefe Beweisart ben einer an⸗ 
dern Methode für die Quadratur der Parabel, als” die 
gleich vorher befchriebene iſt. Es iſt BaB (Fig. 25.) eine 
Parabel, in welcher AC die Are oder ein anderer (der Are 
paralleler) Durchmefler; und BB eine Chorde, dieyon AG . 
in C halbirt wird, Es ſeyn die beiden AB von dem Schei⸗ 
tel A-an.B gezogen, und durch die Mitte D von BC wie 
beiden DE parallel mit AC bis an die Parabel, welche die | 
beiden AB in F fchneiden. Das Dreyeck AEB iſt der achte 
‚Theil des Dreyecks BAB, Denn in. der Parabel ift 
EF:FD== 132, es mag AG die Are oder ein anderer 
Durchmeffer ſeyn. Beſchreibt man auf diefele Art in 
jedem der entftandenen vier Abfchnitte ein Dreyeck , fo iſt 
ein folches der achte Theil des Dreyerfs AEB. Fährt 
man mit derfelben Einfchreibung fort, fo machen das Dreyeck 
BAB und die folgenden eingefchriebenen zufammengehöri- 
gen Dreyecke, (ald die beiden AEB, dann die vier Dreyecke 
‘in den Segmenten AE, EB, AE, EB. u, ff.) eine geoe ° 
metriſche Reihe mit dem Erpönenten + aus. Die Summe 
einer folhen Progreifion mit dem dritten Theile des Fleine 
ſten Gliedes verhält fich zu dem größten Gliede wie 453. 
Demnach iſt $ABAB die Öränze aller in dem parabalifchen 
Abſchnitt -eingefchriebenen. Drenede; und der Abſchnitt 
ſelbſt ift auch ihre Sränze, weil jedes in einem der Abe 
fehnitte eingefchriebene Dreyeck größer als die Hälfte defe 
felben iſt. Solglich ift der parabolifche Abſchnitt 44BAB. 
Die yon Cavaleri gebrauchte Methode des Untheil⸗ 
baren (f. Th. J. ©. 415.) iſt zwar auf der einen eite 
eine Erweiterung der Erhauffiond : Methode der Xlten, aber 
daben weniger befriedigend, wegen der darin zum Grunde 
gelegten Borftellungen. Die Abkürzung, Haß die Gränze, 
welcher fich zwey Reihen nähern, ſtatt Diefer unmittelbar 
gefesst wird, ohne befonders zu zeigen, Daß der gefuchte 
Werth weder größer noch Fleiner feyn kann, möchte erlaubt 


’ 
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ſeyn, wo fie ber Evidenz nicht nachrheifig if, Wallis 
erweiterte die Methode der Alten noch mehr dadurch, daß 
er die Summen oder. Gränzen von manchen Neihen fard, 
welche den Alten noch nicht erreichbar geweſen waren, 
Unfere Integrations-Methode ift aber wicht als eine höhere 
Art der Eihauftion-anzufehen. Denn dieſe mit geböriger 
Schärfe behandelt, iff Feine Summirung unendlich vieler) 
unendlich Eleiner, Größen, In der Encyclopedie me- 
thodigue: wird zwar geſagt, die Differentiairechnung fey 
nichts anders als jene Methode der Alten, auf eine ein 
fache: und bequeme Analyfis aebracht ; 'allein diefes iſt eine 
zu fllichtige und verwicrende Vergleichung Das zeigr die 
in dem. gegenwärtigen Artikel vorgetragene Erörterung ders 
felben. Hutton fagt in feinem Werterbuche der Mar 
thematif und Phyſik, daß auf der Methode der Erhaus 
flion die von Eadaleri gebrauchte Methode des Ilntheilbaren 
berube, welche nur. eine kürzere Art von Exhauſtion fen, 
desgleichen die Arirfimerif des Linendlichen son Wallis, 
welche wiederum eine. Werbefferung der Methode des Line , 
theilbaren ſey; und dann ferner die Methode der Incre⸗ 
mente, Differentiale, Fluxionen und unendlichen Reihen. 
Die Bergleihung mit den Methoden von Eavaleri und 
Wallis ifk richtig; Die neue Analyſis des Unendlichen ift 
aber etwas ganz anders ba, wo fie eh eine Summe, fons 
‚dern das für eine Function harafteriftifche Verhältniß der 
Deränderungen fucht, und von diefem auf die Sunction 
ſelbſt zurückgeht. Diefes ift eine ganz andere, viel höhere 
und ergiebigere Are die Relationen der Größen zu entdecken, 
als jene altern Surmmirungen durch Orangen der Reihen, 
Maclaurin har in der Einleitung zu feinem Werke über die 
Fluxionen von der Erhauftions » Merhode der Alten einen 
ſehr Iehrreichen und ausführlichen Unterricht gegeben, 


Erponent ift erfifich die Zahl, welche ben Grad 
einer Potenz anzeigt, und Fann eine ganze, eine gebrochne, 
rationale oder irrafionale, eine pofitive oder negative Zahl 
feon, ſ. Poren; Zweytens iſt es die Zahl, womie das 
Vorderglied eines Verhaltniffes zu multiplieiren iſt, nm 
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das Hinterglieh deffelben zu erhalten, oder es ift das Hins _ 
terglied felbft, wenn das Vorderglied Die Einheit ift, oder 
darauf gebracht wird, Einige verftchen unter Erponent 
eines Verhältniſſes den Duotienten von der Diviſion des 
Bordergliedes durch das Hinterglie. Go wäre ver Expo⸗ 
nent von 3: 12 der Bruch oder F, danach. ber erftern 
Erklärung der Erponent 4 iſt. Sn der That iſt es wills. 
kührlich, ob man Die eine: ober die andere Beſtimmung 
wähle, weil die Glieder eines einzelnen Verhältniſſes ver⸗ 
wechſelt werden Eönnen. Allein bey einer. geometrifchen 
Progreffion heißt der Erponent der Quotient von: der Dis 
vifion eines- folgenden Gliedes durch Das. vorhergehende; 
und daher muß man dieſes auch ben einem. einzelnen Bere 
haltniffe Geybehalten. 

Hutton fagt, daß angefehene Mathematiker die 2ogas 
rithmen als Erponenten der Verhaͤltniſſe anfehen, 
finde nur, daß Halley die Logarithmen erflärt, ald Nu- 
meri rationem exponentes,. welches man wohl Staff 
finden lafjen kann, wiewohl doch Maaßen der Berhaltniffen _ 
deutlicher feyu möchte. Mämlich der Logarithme zeigt an, 
wie ein Verhältniß aus mehren unter fich gleichen Ver 
haltniſſen ‚die ein Grundverhaältniß find, zuſammengeſetzt 
wird, So iſt für das Verhältniß am :b= oder (a:b)”, 
die Zahl m das Maaß, weil es aus m unter fich gleichen 
Berhältnifien a: b zufammengefegt wird, wenn m eine 


ganze Zahl ift, Für das Verhaltniß (a: b)ẽ iſt der 
Bruch das Maaß, welches anzeigt, daß man das aus 


m gleichen Verhältniſſen a: b zuſammengeſetzte in m gleiche 
zerlegen fol. Es ift nörhig, zwep verfchiedene Begriffe 
mit zwey verfchiedenen Worten zu bezeichnen, 


Erponent eines Gliedes in einer Reihe heiße 
and die Stellenzahl deſſelben, 5. B. in der Reihe der une 
geraden Zahlen ift 9 der Erponent des Gliedes 17. Allein 
man wird hier beffer das Wort, Stel ui ‚ der 
en gebrauchen, 


2* 
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Erponential : Größe, oder, Erponentiäl: 
Kormel, iſt eine Potenz, deren Erponent eine verändert: 
liche Größe ift, wie a*, oder 2“... Die Wurzel der Potenz 
mag eine underänderliche oder veränderliche Größe feyn. 
Eine folche, wie Die hier angegebene, ift eine Erponential: 
Größe vom erften Grade, Iſt der Erponeitt wieder eine 
Erponentialgröße, fo ift die Größe eine ſolche vom jivegren 
Grade. SH giebt es mehrere Grade biefer Größen, als 


La, Mar. La. u. ſ. f. 
Menne man xp, fo ift ver zweyte Ausdruck — ar, 
Iſt y’=p; und x? 95 fo if der dritte at. 
Eine befondere Gattung: ift, = 


r_ 
Tr 
ne 
r 


welcher .unferhalb mehrere r bengeflige werden mögen, 
Sondorcet hat über die Eigenfchaften diefer Korm von 
Größen Unterfuchungen angeitellt, die Euler fortgefesst hat, 
in einer Abhandlung, de formulis exponentialibus 
replicatis. Acta Acad. Petrop. T. I. a. a. 1777. 
Setzt mnr—=ß; r6 — y3z r—63 r 5, fo if 
der obige Ausdruck — s oder rd. Dieſe Art Größen wächſt 
ungeheuer an, wenn für r-nur eine mäßige Zahl genom⸗ 
men wird. Setzt man nur r— 2, und daju a 0, 
fit Bz.13 ya; $—=4; 16, aber: —=L 
— 65536, und r? — wird eine Zahl von 19729 Ziffern. 
Setzt man r“ = a, fo bleiben alle Glieder der Reihe 
gleih groß. 3. B. jedes — 2, wenn «2, wodurch 
r = y 2 wird. | m 
Seht man r«— a + i,; wo ı unendlich‘ klein ift, 
fo ift es möglich, daß die Glieder der Reihe, 6, y, o, etc. 
immerhin unendlich wenig zunehmen, und daß ein unende 
lich, entferntes Glied, r», noch endlich it. Umgekehrt 
wird es möglich feyn, von einem folchen endlichen Gliede 
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r® auf ein unendlich entferntes, 1° — a, zu kommen, mit 

Denfeitefeßung der unendlich Eleinen Abweichung i. 
Man vertaufche die Benennungen « und w, ſo daß x« dag 
Anfangsglied,, und r= ein unendlid davon entferntes fey, 
Die Glieder der Reihe nähern fich einer endlichen Gränze, 
zo , wofern 7° — will, Dieſes giebt w log r — log u, 


. 1a | | Ä 
und lr= — : Mun darf r nieht größer genommen 
werben, als es nach diefer Gleichung ſeyn kann. Der 


größte oder kleinſte Werth einer Function wird gefunden, 
wenn ihr Differential = 0 gefegt wird. Nun ift 


1 BEE TREE 
— per (i — lu) dw. | 


(Differentialforineln, 3 u, 14.), ivenn ihan bie natürlichen 
Logarithimen nimmt. Da die natürlichen Logarithmen ſich 
wie die Fünjtlichen, zu denfelben Zahlen gehörigen, verhale 
ten, fo ift es hier gleichgültig, ob man diefe oder jene nimmt, 
Iſt lv größer als ı, oder w größer als die Baſis der natürli— 


chen Logarithmen, fo ift das Differential des Quotienten —. 
| | ww 
negatie, fo daß diefer abnimmt, wenn w wächft. Daher ift 
ber Werth deffelben für — der Baſis, ein. Größtes, 
Die Bafis ſey — e, fo ift in dem alle eines Größen, 
| 1 — * 
log.natr — = Es iſt e == 2,7182818 ..:, und 
1 — Br 
== 013678194 :. Der Modulus des Briggiſchen 
Syſtems iſt — 6543429448 M, und log. Brigg. r 
== 0,1597680.: alfo x == 15444668: Das 
iſt die Graͤnze per Werthe von r, bey welchen die formula 


replicata, fo weit man fie forrfest, immer einen endlichen 
Werth behalte, — * | 
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Nimmt man r Fleiner ald 1,444668 .. ſo giebt es 
zwey Werthe für w, um die Gleichung xv — w zu erfüllen. 
Denn wenn man wiederum r* = a u feßt, wo 2 einen 
unendlich Fleinen Werth hat, fo mag i auch negetiv feyn, 
oder es iſt r a + i, fo Daß man mir einem großern « 
und ſubtractiven i auf daffelbe Glied. der-Neihe, als mie 
einem Eleinern « und addiriven 1, fommen mag. Doch die 
weitern Llnterfuchungen hierüber ar man in der angeführ- 
ten Abhandlung nachzufehen. Das bier vorgerragene ift 
anders abgefaßt als es von Euler geſchehen ift, und wird 
zur-&släuterung dienen Fünnen, 

Don Eoefficienren einer Erponential« Größe Fann 
man, wenn e3 dienſam ift, in eine Potenz von derfelben 
Wurzel mit der veränderlichen Poren; verwandeln. 3.8. 
es ift hax — amtx, wenn au —h ift, 

Umgekehrt kann man den Erponenten einer verändere 
lichen Potenz um eine beliebige Größe vermindern, und 
dafür einen Coefficienten ſetzen. 

Die Wurzel einer Erponential: Größe kann man ber 
liebig in eine andere verwandeln,” wenn dagegen der Expo⸗ 
nent gehörig umgeandert wird. So iſt b* — a”*, wenn 
a” — b gemacht wird. 

Die Entwickelung einer Erponentialgröße durch eine 
u ift in dem Xrtifel, Differenzenrechnung (25.) gezeigt, 
Es iſt 
“ Fa: 

a'ı Er Fr a er a — Tr etc. 
wo c:ı das Seängverhäftnig des Sogarifhmen einer Zahl 
zu. dem Überfchuffe der Zahl über die Einheit ift, in dem 
Spftem mit der Bafis a Man fee at — e*, wo e die 
Baſis der nathrlichen Logarithmen, und x der Logarithme Det 
Zahl at in diefem Syſtem ift. In demfelben ift c=ı alſo 
I EeSIı+HataN tät etc. 

Nun ift log nat, at=zulnat,a, und Inate*—x, alfo 
x zzulnat, und 

sn 1 4 ula +4uw (la)* +4 us (la)®_ 

+ 35 ut da)? + etc. 


us 
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Man ſieht, daß — —Inar. a iſt. Dieſes folgt auch aus 


der Formel für IXPu) a. a.O. (24.), wenn darin x1 
geſetzt wird. Man öejeichne den Logarithmen von x +u 
in dem Syſtem, wozu das Grängverhältniß e: ı gehört, 
durh L(r + u); und den von ı + u in dem natuͤrlichen 
Eyſtem durch 1I(1 tu), ſo iſt J Eu 
a +Wm=u— für Jus — 04 Lee 
md Li +Fu)=cli+tu),. | — 
In dieſer Formel iſt 1u die Zahl zu einem Logarithmen, 
in jener für as aber iſt u ber. Logarithme einer Zahl, Die 
Baſis des Syſtems mit dem Gränzverhältniffe c:ı fey a, 
fit La=ı, Geste man nun ı Hua, pifti=cl, 
1 


— Es giebt auch Exponentialgrößen mir unmöglichen 
Erponenten. Solche kommen bey der Vergleichung der 
Kreisbogen und der Logarithmen, oder eines eircularen 
und hyperboliſchen Sectors vor. S. Differentialformeln, 
48-50, und Öoniomefrie, VIIL 2 


Erponential- Gleihung if eine Gleichung, 
worin Erponentialgrößen vorfommen. Dergleichen ift 
a*t—y; oder, 2* — y; oder xy; oder, ae*+? 
+ be“t" 4 ce*zey; oder ae! + hetzzy, = 

- Diefe Gleichungen werden, wenn es angeht, mittelſt 
der Logarithmen aufgelöfer. Die erſte ver angeführten 
verwandelt fich im diefe: xloga — logy, fo daß durch 
Hülfe der berechneten Tafeln jede der beiden, x, y, dur. 
Die andere gefunden toird, Die zweyte und dritte werden 
eben fo behandelt. Die vierte Gleichung verwandle man 
zuerſt in dieſe, e*(ae?+be-+c)=y, und fege loge=:ı, 
fo ift x + (ae +be+c) = ]y. Aus der letzten Gfei- 
Hung den Werth von x durch y zu finden hat man eine 
auadratiſche Gleichung, worin-e* die Wurzel iſt, aufzu⸗ 
löfen. Hat' man die beiden Werthe von e* gefunden, ſo 
findet man x vermittelſt der Logarithmen. In dem Die: 
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tionnaire encyclopedique wird von dieſer Gleichung 
geſagt, daß x in derſelben nur durch Probiren gefunden 
‚werden Fünne. | 

- Die gegebenen Coeffieienten fann man, wenn man es 
dienlich finder, mit in die Erponentialgröße ziehen; auch 
die Wurzel derfelben in eine andere verwandeln, nach Aue 
leitung des vorhergehenden Artikels, | 


| Erponential:Eurve ift eine folche, deren Gleis 
Kung eine erponentiale iſt. Dergleichen ift die logarithe 


miſche, für welche ift y== ar, alox = — Weil 


Logarithmen ſich auf bloße Zahlen beziehen, ſo iſt hier eine 
lineariſche Größe zur Einheit gemacht. Dieſe ſey abſolut 


| x __ 1(y:b) | 
Bm ſo iſt sn wo die Quotien⸗ 
ten numeriſche Groͤßen ſind, ſ. Abmeſſung. 


Die logarithmiſche Spirale iſt auch eine ſolche Curve. 
| CH | | 
Ihre Gleichung ift, em. — 2, wo a ein gegebener Radius, 


y irgend ein anderer Radius, © der Winkel defjelden mit 
dem Radius a, und m eine gegebene Zahl ift, Die Wurzel e 
ift die Baſis der narürlichen Logarithmen. | | 

ob. VBernoulli betrachter in einem Auffage: 
Pyincipia calculi exponentialium, Acta Erud. 1697. 
Opp. T.I. nr. 36. die frumme Linie, deren Gleichung 
ift, xX-y. Kür die Quadratur ihres Slächenraumes, 
von der Ordinate zu der Abfciffe x=o bis zu der x 1, 
findet er die durch ihre Form merfwürdige Meihe, 


Das Differential der Area ydx ift hier — x*öx. Das 
unbeſtimmte integral davon wird in dem Artikel, Integral⸗ 
formeln, gefunden, _ ' | 


1 
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Erponenfialrechnung. ift die Entwickelung fols 
cher Melationen, die von, Erponentinlgrößen abhangen. 
Sie hat es entweder bloß mit diefen und andern endlichen ; 
Größen zu thun, oder fie führt zugleich ihre Differentiale 
ein. Zu jener Rechnung mit endlichen Größen ift in den 
‚vorhergehenden Xrtifeln Anleitung gegeben. . Sie erfordert 
nur ,: daß man mit der Potenzenrechnung und der Theorie 
der Logarithmen befannt ſey. Won der zweyten ift in dem 
Artikel, Differentialformeln, IV. gehandelt. 

Leibnitz und Joh. Bernoulli haben: diefe Nechnung 
jeder für fich, erfunden, fs Differentialrechnung, Th. Is. 
©, 858. —— ur 


Exterminatio if eben das was eliminatio, 
f. Artifel, Elimination, En 


Extrema et media ratio bey der Eintheilung 
einer geraden Linie ift, wenn die ganze fich zu Dem größern 
Abfchnitte, wie dieſer fich zu dem-Fleinern verhält. Es 
ift alfo fo viel als eine Linie nach einer ſtetigen Proportion 
tbeilen. S. Euffives Elemente. B. VL Erkl. 3. und 
VI 30. auch IL. 11, Die Aufgabe kommt bey ihm zwey⸗ 
mahl vor. Sie ift in dem erften Theile dieſes Wörterbuchs 
aud) zweymahl aufgelöfer, einmahl nach einer geemetti: 
fhen Analyfis, ©. gı. zum zweytenmahl durch algebräiz 
ſche Rechnung, ©. 110. 

Die Aufgabe wird zu der Verjeichnung eines gleich— 
feitigen Fünfecks gebraucht. Man hat ehedem auch diefe 
Einrheilung die feetio divina genannt. 


- Eylinie, Eyrundung. f. Dvale, 


Facit ift die Antwort aufeinenumerifche Rechnungs⸗ 
frage, als die gefuchte Summe vorgegebener Größen, das 
Product zweyer Zahlen, das vierte lied einer Proportion, 
von welcher dien Glieder gegeben find. Die Yuflöfung Bi 
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nicht infegrirbar iſt. Dieſer Factor muß alfo wieder her⸗ 
geſtellt werden. Es iſt oft nicht leicht ihn zu finden. S. 
Integration der Differentialgleichungen. 


Facultaͤt, numeriſche, iſt ein Producer aus 
Factoren, die in arithmetiſcher Progreffion auf einander 
folgen. Diefe fy, a, ar, atar, a+3r..,... 
a+tmr-r, fo ift das Product diefer m lieder eine numes _ 
riſche Saculeät. Unter diefer Benennung ‚begreife man 
auch die Duotienten von zwey ſolchen Producten mit gleich 
vielen Factoren, | | 


1. Euler bar zu aflererft in feiner Differentialrech- 
nung, P. II. cap. 16. 17. diefe Form einer Örsße nebit 
andern verwandten befrachter, die er gufammen functio- 
nes inexplicabiles nennt, Vandermonde har dar: 
über eine Abhandlung in. den Schriften der Parifer Akade⸗ 
mie vom J. 1772. geliefert, und eine eigne Bezeichnungss 
art dazu gebraucht. Kramp hat fürzlich die Marur der 
pon ihm fo benannten numerifchen Facultäten ausführlich 
unterfucht,, ihre Entwicelung in andere Formen gelehrt, 
und ihre Anwendung in der böhern Analyfis gezeigt. Diefe 
mit vielem Scharffinn ausgeführte Theorie nimmt einen 
beträchtlichen Zeil feines Werkes über die Strahlenbres 
chung ein: Analyfe des refractions altronomiques et 
terreftres, ALeipfic, 1799, 210 pag. ing. Die Be: 
nennung, Sacultät, ift, wie man fieht, dem Kunſt⸗ 
wort, Potenz; oder Dignirät, analog. Lacroix nennt 
das Product aus Sactoren mit gleichen Linterfchieden,, von 
dem Factor x an, eine puiflance de x du fecond ordre, 
in dem Traite des differences et des Series, à Paris. 
1800, worin bon biefer analytiſchen Form mehreremale - 
Gebrauch gemacht wird. J 


2. Man nehme folgeweiſe einen, zwey, drey, und 
fo fort mehrere Factoren, fo erhält man eine Reihe von 
Größen, die nur in einer Abficht ein gemeinfchaftliches 
Geſetz der Zufammenfegung haben, in anderer aber, nams 
lich in der Anzahl der Sactoren, unterſchieden find, nämlich: 
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en Me an 
V 
a (a àTr) (a P2r) Ca T 3r) . . · ·* 


m 
a(afr)...(a+-mr-r). 
Die Form diefer Glieder läßt fich durch die Stelle m nicht 
auf Atte Übereinftimmende Art angeben, wie es bey alges 
braifchen und fransfcendenten Functionen angeht, in wels 
chen die veränderliche Größe, die ald Stellenzahl dienf, 
zwifchen zwey endlichen Werthen alle mögliche dazwiſchen 
liegende haben kann, daher die Function ſich auf eine ſtetige 
Art verändert. Die numeriſchen Facultäten andern ſich 
ſprungweiſe. Man kann in einer Reihe von Größen dieſer 
Korn feine einfchalten, ohne die Art der Formation wefents 
lich zu ändern. Darum nannte Euler fie functiones 
inexplicabiles. | | 

3. Den erften Sactor einer numerifchen Sacultät nenne 
man die Baſis; die Anzahl der Sactoren den Exponen⸗ 
ten. Kramp bezeichnet eine Facultät, deren Vafis a, 
Erponent m, und in deren zugehörigen WProgreflion der 
Unterfchied der Glieder x if, durch a", Iſt der Erpo- 
nent eine zufammengefeßte Zahl, wie m+n, fo ift die 
Bezeichnung, am tmIr, onerauh am teilt wo das 
Erponentenzeichen fich auf alle vorhergehende Theile bes 
sieht. Es ift, wenigitens im Schreiben, bequemer ftatt 
des Buchftaben Lein Komma zu gebrauchen, wie in a »* 


oder am Fur, Diefe Bezeichnung wird in dem gegens 
mwärtigen Artikel gebraucht werden, 


4. Den legten Factor einer Saculrät kann m man zum 
erſten nehmen. Die Farultät ſey 
ala+r) (at ar)... (armeer), 
-fo iſt, wenn a Twr- -r—b geſetzt wird, 
I — ‚cr— — 
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Hieraus ſieht man, wie Facultäten mit entgegengeſetzten 
Differenzen eine in die andere verwandelt werden, wobey 
aber eine Umanderung der Baſis geſchieht. 

5. Der Erponent beſtehe aus zwey Theilen, m + n, 
fo ift die Facultät, afa+r)....(a+ mr-r)(a+ mr)... 
atrmtn-n, a ttt — 
am tur — Wer a L me", 
und ah BE 

aumran,r — at n)x, 
wo zu dem erſten Faetor mFactoren, abisa+-(n-r)r, 
genommen- find," und zu Dem andern Factor die übrigen 
pvona+tnran 

6. Daraus folgt a”: J (a+ mr)” a 
an,r (a+nr)m.s, 

7. Exempel. Es ift das Produet 1.2. 3... 20. 
gleich dem Producte der beiden Producte ober Fa— 
eultäten, 1.3.5 .. 2n-I.- und 2.4.6..2n, oder. 
(1.2.3...n)2”. Nach der angenommenen Bezeichnung 
fe Au (5.) iſt 
zent rel (gen), Folglich iſt ( — ‚I 
== 1”? .2”, dasifl, ı+n:2+n..anmı.3.5. 
(en-1).2". Diefer Sat ift in dem Xrrifel, Bino⸗ 
mial: Eneffrienten, 12. gebraucht, und ID Noleinle auf eine 
andere Art erwıefen toorden, 

A. 


8. Es. fen n Heiner als m, ſo ift 





= (a-fnr)mosz, Denn bon den m — des 


Zahlers werden n Sacgpren, abisa-+(n-ı)r, duch 
die Divifion mit dem Nenner abgefchnitten, und es bleiben 
m-—-n Factoren vona--nrbißat+(m-ı)r. 


9. Der rend in dem Nenner fen er als in 
gms: 
dem Zahler, fo ® 





amtaır * RT 
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Menn der lestere Fall dem erſtern gleich behandelt 
wird, ſo iſt der Quotient (a⸗ -(m naja). ze. 


— on man a- urn fo. iſt 


(a- nz ; 
| Kr | 


I 
rn" — a 
12. Es iſt b° rn 1, und b°i"—ı, fo aß 
ı das gemeinſchaftliche Glied der beiden Reihen 
1; b; un bern ar); etc. und 


‘oder auch brot 


etc, ft, fo: wie der 


I a” 
— 1; b; bib- r); btb-r) (b- =ar)5 etc, und 
ı 
— 5 e 
Auch ift, wenn in der’ legten gem nt die Bafis 
b=o wird = 


I; 





un, I LI _ 
rin! T. er nr. 


13. Die numerifchen Saeultäten fi find ganz leicht zu 
behandeln, wenn der Erponent eine ganze Zahl ift, diefe 
mag pofitiv oder negativ feyn. Allein wenn der Eryonent | 
ein Bruch ift, fo entſteht eine Schwierigfeit, da eine Far 
culcat mit gebrochnem Erponenten eine andere Form. erhal: 
ten muß als — deren Erodnent eine ganze Zahl iſt. 


- Formel an kann nichts anders — als ein in 


er ber Sacultäten mit ganzen Erponenten eingefchale 
tete d jwifchen den beiden &liedern , deren Stellen: 


zahlen bie dem Brüche — ;nächften ganzen Zahlen find. 
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In dem Artikel, Einſchalten, $. 10: ff. Afligezeigt,, wie 
eine Reihe von Sacultäten interpofirt wird. Es ift, wenn 


daſelbſt in (44.) für mit w gefeßt wird —, und r für b, 

—X a.at-r.a-+tor, etc. 

- mr a4 mr mr * 2 
— — — «A — — . . 

Ä r n n u: * n — 


oder, wenna + —— b gefegt wird, welches b aber 


mit dem in jenem Yecitel gebrauchten b (bier x) nicht zu 
verwechfeln ift, 








b—-a , a.atr.a-tar. etc. 
r — ner sn 
* — b.b+r.b-+ar. etc. 
0 a—b b. b++r.etc. etc. 
’ sen x — 
a—b b—a | 
j —,T — 49 5 
ift.b ® — ——— ; oder N 
— .* ba 
b"* = r;a” „ oder 


m. m 
u. — mr —, E } 
b°a.. =1:(d-7)" ’ 


wie für ganze Erponenten in (9.). 
15. Für eine negative Differenz ift auf. ähnliche Ur 
wie für eine pofi itive, 


m 
Ed a.a-r.a- ar ..etc. 
n — 
a u El | in 
De 2 Zu mr mr —— 
aA — .A- — — 7 . etc. 
* n. ’ n, EFF RE 


4. mr . 92 * . | 
Mun ſey a — — mb, fo iſt auf gleiche Art wie 
€ 3 \ ir ı MR j i 1 

4 - _ 
ya =. 


f 
in 4, me rıar „ode 
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m ArN m” 
b n = LE‘ (3 - 7 n 2 ’ 


wie für ganze Erponenfen in. (11). ber die zivente 

Form daſelbſt iſt hir nicht anwendbar. Die in (4.) ges 

seigte Verwandlung einer Ka: ulcat in Rückſicht der Diffes 

renz hat ben gebrochnen Erponenten nicht ſtatt. | 

16. Das Product zweyer Kacultäten mit gebrochnen 
ba, BI u zen 

Erponenten, a * ö xa Tr " iſt 


— a.a.atr.a+r.ar2r.eh ar. etc. 
— b-&.b+r.ß+r.b+tar.ß+ Ir. etc. 
Ehen diefen Bruch giebr-dag Product der beiden Fas 














| de a — 
cultäten, ae ur . Mil. 
b-a sr a —— — — r b=e . ® 
a E zn a!  =ar x a rı\. 
| be . B-b , 
17. &fya—b, ſo iſta x<br 
a.a+tr.atar.etc | 
== — — — —. Dieſer Bruch iſt 
B.ß+r.B+tar.etc. , } B ch iſt 
— Det — —— 
=aı „apifftar xber zur... 


b— -b 

Man fege die Erponenten = — mz3 —— n, ſo 
iſt av. (atmr)"" — amt"t, für gebrochne 
pofitive Erponenten wie für ganze in (5.). | Ä 
—_ ———— a .aꝓpr. eto. | 

18. Cs iſt Bun . —a+tmr.atmr+r.ete 

| “ 0 a+mr.a+tmr-+r.etc.: 

und (atmen. “—atmrtnratmetrtnr. etc. 
alſo at xa m) a 
aatr.eeo 


— —— — —⸗ das iſt 
a—-me+arapmr;rtar. etc. 
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ame Sc (at m)" — a”teet , wie für ganze 
Erponenten in (3.). | 
Die Differenz r darf auch negativ genommen werben, 
fo daß aw · —r 3 (a-mr)"—? * amn, —r iſt. 
19. Offenbar kann man m und n vertauſchen, ‚und. 
es iſt ar (a tn) amtmr, alſo 
ame am" —=a"" x (a+nn)”®", 
wie für ganze Erponenten in (6.). | 
20. Auch ift (a-nr)" "amt at Tu, 
wie für ganze Erponenten in (10.). 


I 
Denn a | = Goaer 


F 


“ a.atr etc. | m,r 
=, und (a-nr) ' 
a-nr.a-nr-+-r. etc. 





u woraus ber 
, a+(m-n)r.a+(m-n)r+r. etc. 
Sag unmittelbar folgt. 

z ba r BR. 

- 21. Die Divifion giebt a ar 


. a.ß.a+r.ß+r,atar.ßB+ar.etc, 
a NETTE EEE RER ae, 
b.e.b+r,aa+r.b-+ar.a-+ ar. etc. | 
Ehen diefen Bruch giebt aush der Duntient 
— — eb Ä 2 
ar sb 5 welcher alfo jenem Quotienten 
22. Esfyamb; Ba, fo iſt 
‘ b—a ab. 
EI T 


a ! ne r = 





a.a.atr.d+riatar.at sr: etc. = 
b,b.b-Ar.b+-r.b-+ 2r,b+- ar. ete. — 


ee 
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i ba, Bob, 
23. 5ftemb,pftarı :be’ 
a.ßB.a+-r.ß+r. ete. 


b.b.b++r.b-+r, etc. 


Ein Bruch wie diefer kann auch als das Product 
zweyer Sacultäten betrachtet werden. - 


24. Es fey m eine gebrochne, und p eine ganze Zahl, 
fo iſt a" * : ar>F— (a4 pr)m Por = 
a.at-r..etc. ,;_ 

| | a-mr.a-+-mr-+r.etc. ’ | 
und a»? =a.a+tr..atpr-r. Alfo ift | | 

| — ar — Px. a Pr-r etc.· 
a-mr. a mrr. etc. 
= a+p)"rr, | | 
Der Satz folge auch aus (I 8.). 


Dennan — 


$ n,r — „ri, r— | mr m;r | 
25. Es iſt a | @ r) art ” 
auch für gebrochne Werrhe von m. Man bat nur die 
Werthe der beiden Faeultaten für diefen Fall zu entwickeln. 
Da a®TT (a4 mr-r) = amt if (18.), 
fo iſt at" — (a)? = mean, 


Auch ift (ar)! „mor 


mr 





— m,—r — mi — 1 — 
— a — mr,a ® ® — 
Fer | Diefe 


Formeln dienen zu der Differenzenrechnung für numerifche 
Sacultäten. — a 

26, Exempel su (22.). Es iſt (Cyklometrie, 29.) 
2244. 4. 6. 6. etc. 


* — — 


211.3.3.5.5. 06, " 


158. Facultaͤt, numeriſche 
Alſo iſt 


27. Exempel zu (23.). Es iſt (Cyklometrie, 28) 


m.2-m.2-+-m.4—-m.etc. 





fin3mr = 
zu u ee u Te. 
\ — zul. 2 
Alfo it (nJmir m 2 .ı 2 
Gest man m=%, fo if imimrzeyY#,. alfo 
vs=(4)8” : 142 m tt oh» 
Wenn man in der Formel für fin Im alle Factoren des 
Zählers und Nenners durch diefelde Zahl multiplicire, fo 
werden die beiden Baſes und die Differenz dadurch multiz 
plicirt, der Erponent der Sacnltäten, oder die Stelle des 
eingefchalteren Gliedes, welches fie bedeuten, bleibt unver: 
ändert. Hier wird die Baſis F in ı, die Baſis ı in 2, 
und die Differenz 2 in 4 verwandelt. | 
Sest mon m=#, fo it nr, und * = 
| 160 3,6 | | 
i 1 2 3 





32 52 
OR E 





= : 
28. Es iſt 

ſinmx m.ı-m.ı £m.2—-m.2-+m. etc, . 

Anar ” n.ı-n.ı+n.2-n.2+n. et“ . 

Folglich Ä ee 

— nem;i ı (den) TE i 

finn® N F 

oder 

finmr 





F * 
— min". » gımmohr, 
finnr 
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Für m, n, und die Differenz x Fönnen auch Zahlen, bie 
ihnen proportional find, geſetzt werden. 


29. Aus der Bergleichung der Formeln für fin — 


und cof — — rd a. O. folge 


= mr m. n-m. on-H-m. an-m. eic. 
ne — — — ——— EEE 
| 5 2n n- m. n--m.3an-m.3n-+ m.etc.. 


Dieſes giebt 











n—2m .n—eam _L 
2n — (n+m an = 
tanz — — ei 
5 In € 
und auch 
1,2n ‚„2n 
tang — = m“ : (n-m) . 
an x 


30. Die Form eines eingefchalteten Gliedes in der 
Reihe der Brüche, deren Zähler und Nenner numerifche 
Bacultäten find, ift diefelbe mit der Korm des Products 
oder des Duorienten jwener numerifchen Facultäten mit 
gebrochnem Erponenten. Jene Reihe fey | 

a aa+tr a.atr.a+tor 
b’bbrr’ bbrr.btar. 
Die Stelle eines eingefchalteren Gliedes Z fey z, die des 
eriten Gliedes ala Einsigenommen. Es ift (Einfhalten, 
46. 100 für m + w hier zu ſetzen ift z). 
3 — a. a T r. a 4 ar. etc 
- — b. bæFTb ar. etc. 
b-+prz.b+r+rz.eto 


— — — — — — — 


atrz.a+r-+ız. etc. 


; etc. 





22* a. b4. a r. b . a ar. eig, 
F — 3 ste. 


>= 


‚, . fnmr 
Der Austient = 
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Volglich iſt — — ae Bezeichnung 
b— 


or 


— : (atrz) * — 


Oder, wenn die Erponenten entgegengefegt genommen 


werden, aus (14), 
a—b —b : 


Zelb+iz) wurde, 


31. Es ift oft möglich, diefen Quotienten, wenn er , 
nicht unmittelbar mit dem Quotienten zweyer Sinus, oder 
dem Werthe einer Tangente übereinfommt, durch Hinzus 
fügung einer Anzahl Factoren im Dividendus und Divifor 
auf eine folche Form zu bringen. 

32. Exempel. In der Reihe, — ui Aa 2 

15 15.22 





2, etc. wird das Glied gefucht f deffen Stelle 
= iſt, oder Das efte v bon 6 aingeſchalteten Gliedern zwi⸗ 
ſchen dem ſechſten und ſiebenten Gliede. Hier iſt a=ı9, 
b=ı15, r=7z, 2* ‚ alfo 


| 19.26.23.40. etc. 58.65.72.79. etc. | 
15.22.29.36.etc. 62.69.76.83. etc, : 


— in (28.) laße fü ch in zwey ſolche | 
Brüche, wie Z — zerlegen. Um 2 mit jenem zu 





vergleichen „da m und n Brüche find, multiplicire man 


alle Factoren in demfelben mit 7, und fege Im = &, 


‚zn=ß, fo ift 


home _ ü. at7:c+ 14» V-a.1d-a, etc. | 
ſinn B.ß+7. ar =ß.14-ß. etc. 





) 
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De « und ß Eleiner find als 7, fo feße man die : Reifen 
der Factoren in Z rückwärts fort, bis man auf Factoren 
unter 7 kommt. Dadurch wird 
2 F a 2. 9..51 = 5.12.19. etc. 
1.8 6.13..55 1. 8.15. etc. 
| zur? 2. 9:-51-58. te 
| 6.13: 13:.55.62. etc. 

Vergleicht man das Product rechter Hand’ mit dem für 
ben Quotienten ber beiden Sinus, ' fo iſt ed damit Übereins 
flimmig, wenn a5, und B=ı gefegt wird. Es iſt 


— 





find 
— —5 und daher 
zul — 53, Ani finger 
5:12 0 2.9...51  ‚finie' 


33. Man fieht bald, — es bey dieſer Reduction 
ankommt. Ks müſſen ſich zwey Vielfache von x, pr und 
gr finden laſſen, ſo daß a—pr=a, und br2 — 
gr=r—a fey, wo.« Fleiner als rift. Auf gleiche Weife 
verhält es’ ſich bey der Reduction auf bie Sormel für die 
Tangente eines Winfels, 

34. Das bisherige iſt zwar aus Kramps angeführter 
Schrift genommen, aber nicht ohne beträchtliche Verbeſſe⸗ 

rungen und Ergänzungen. Kramp wendet ohne Bedenken 
die Formeln, welche für ganze und poſitive Exponenten 
erwieſen find, auf gebrochne und negafive an, Daß dieſes 
verſtattet ſey, ift hier dargerhan. Allein man darf nicht 
bey gebrochnen Frponenten die pofitive Differenz in eine 
negative verwandeln, wie es bey ganzen Erponenten angeht. 
Kramp aber thut diefes, und gerärh dadurch auf Folgerun⸗ 
gen, die ihn felbft befremden , Denen er aber doch zu Ges 
fallen andere, als ausgemacht anerkannte, Lehren auf⸗ 


opfern will. 
3. Er findet, daß der unendlich fortlaufende Bruch, 
a.a-+r.a-+ ar. etc. — 


————— gleich. fey f * dividirt 
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ma, Ben | u 
dur (infin.r) Tr. In der Öleichung, a" (a+mır)"? 
— a”" (a+nr)””" ſetzt er den Exponenten n unendlich - 
groß, Dadurch, ſagt er, verwandle ſich Die Facultät 
(a + nr)" " ineine Potenz, inf nr, Gege man 
amt. ba 


b-a 
a+m=b, fo ſey m = Ey; und DT RE 


⸗ 


ba 
(inf, r) =. Der Zeil linfer Band f fen aber jener unend⸗ 
lic fortioufenbe Bruch, Mun gruͤndet jene zum Srunde 
gelegte Gleihung ſich darauf, daß am Tram ſowohl 
am⸗t (a+mr)"’" als a”’* (a+nr)"fifl,(18.19.). 
Setzt mann unendlich, fo it am tor gleichgültig mit 
art und jenes ift zugleich @" >" (a nr) ®* welches 
— ſich nicht gut vereinigen laͤßt. Zweytens, wenn | 


___ eine ganze Zahl iſt ſo wird der Bruch eine endliche 


Veultat mit einem ganzen Srponenten, da der von Kramp 
angegebene Werth unendlich klein oder unendlich groß 
bleibt. Drittens, die Facultät (a nr)”»" iſt für ein 
unendlich großes n doch nicht als eine Potenz zu berräch- 
ten, da m ein Bruch iſt, wenn der vorgegebene Bruch 
nicht abbricht. Alsdann hat jene Function eben die F Form, 
welche der Bruch hat. Zu Jeden unendlichen Factor im 
Zähler gehört ein unendlicher Kacter im Menner, In dem 
Xrtifel, Einfchalten (32. 53.): iff gezeigt, daß der vorge— 
gebene Bruch als eingefchaltetes Glied in einer Reihe von 
Faeultäten eine endliche Größe hat. | 


36, Bey dem Berhätnilie image Saeultäten, mie 


£ 
Tr 


einerley Differenz, a Er! Ar “ gehe der — 
Diviſor aus der — heraus; allein die Vergleichung 
der Facultaͤten mit gebrochen Erponenten if, 1, bey dem 
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Keampfehen Lehrſatze, ‚auf ben Fall gleich großer Exponen⸗ 
ten eingejchränft. 

37. Eben fo leider, bey demſelben Yehrfage, bie Kor: 
mel für das Product zweyer folcher Faculräten eine Ein: 
fchränfung. Damit es endlich ſeyn könne, muß eine gewiſſe 
Melation zwifchen den, Erponenten und Differenzen Statt 
haben, Man fehe Kramps Schrift $. 34. In $, 35. 
dafelbft ift p geſetzt, wo nach ber Rechnung * 34. der 
Erponent q ſtehen follte. 

38. Es ift an diefem Otte die Aufgabe , das obne 
Ende fortgefeste Product, 

ArBe (Atn)? (Br) (Atem? (Bhan)a, 
Gera (Che 0 Cha e—,,. 
in ein Product ans Potenzen zweyer Faculräten zu verwan- 
deln. Kramp bringt eine unendliche Größe hinein, die. 
durch eine.andere Annahme wieder in eine endliche, und .. 
jwar die Einheit, verwandelt wird, Daffelbe Mefulcat 
aber.wird erhalten, wenn C=A--mr, und auh C = 
B-+ nr gefeßt wird. Alsdann ift, da C?+i= CP, CA 
ift, und fo auch bey den Nennern der folgenden Sactoren, 
Das vorgegebene Product — (AFP SC (B®*)a, nad 
(13. u. 16... Nach Kramps Nechnung find m und n 
von p und q abhängig, welches fie aber nicht find, | 

Setzt man B=A+r, ſo ffin=m—ı5 und 

(B-ı)"T oo AmE re, 
nr gmmlur _ I u, Zuglei 
B B = gm Zugleich 
fege man p + q=1, oder g=ı —p, fo ift 
| Ar (A+rP 
A-+ mr 
(At)? (At an? 
A+r+mr 
Der Werth von p ift willkührlich. Nimmt man p=ın, 
fo hat man bie Form eines interpolivten Gliedes m der 


AmE se. AP, 


„ etc. 
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Reihe der Facultäten, a; 'a.atr; a.atr.at2r; etc. 

wie fie Euler in dem Calc. differ. P, IL. $. 401. angiebt. 
39. Kramp lehrt zweyerley Entwickelungen einer 

Facultat, die angeführt zu werden verdienen. | 

Die erfte ift die Entwickelung der Facultät mit einer 

. binomifchen Baſis durch die Faculfäten ihrer Theile, Es 

ift (Kramp, 54.) | 

(a+b)”* — a"? + Aa ux b 4 Brenn 

+ CatbrpBE 4 Datmttpet Le 

wo die Coefficienten, A, B, C, D, etc. Die Binomials 

Eoefficienten in der Potenz; (a-+ b)* find, namlich A=n; 

.on.n-1. ur | 

B= 3 u. ſ. f. 

Den ſinnreichen Beweis, der nur etwas lang iſt, hat 
man bey dem Verfaſſer ſelbſt nachzuſehen. Der Satz iſt 
dem binomiſchen Lehrſatze analog, und eine merkwürdige 
Erweiterung deſſelben. Er gilt auch für gebrochne Expo— 
nenten, weil die Facultät (— mr) "T"* Null iſt, ſo daß 

die Reihe für (a— mr)" >" mit dem Sliede a" 7 TXxX 

(— mr)” +" abbricht, wenn auch n ein Bruch iff, und 
die Evefficienten in diefem Kalle eben die Form erhalten, 
wie für ganze Werthe von n. Dabey iſt zu merfen, daß 
die bey dem Beweiſe gebrauchte Gleichung, ZU — 
(Z-1)"" = nz" aud für gebrochne m gültig 
it, f. 25. Am Ende diefes Artifels wird ein Anderer 
Beweis diefer Formel gegeben. | 

40, Die Sehrfäse, welche Kramp aus diefer Form 
einer Kacultät ziehe (bey ihm nr. 61.), können nur für 
ganze Exponenten gelten, Die Verwandlung einer Differ 
renz in die entgegengefeßte, welche für ganze Erponenten 
gilt, (4.), kann nicht für gebrochne angewandt werden. 
Kramp nimmt fie auch als für folche gültig an, und grün⸗ 
det darauf die Verwandlung einer Integralformel in die 
Form einer Facultät, bey welcher noch dev Ubergang einer 
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Facultat mit einer unendlichen Baſis in eine Potenz zu 
Hülfe genommen wird. | 
41. Die zweyte Entwickelung einer Facultaͤt ift die, 
welche nad) den Potenzen der Differeinz geſchieht. 
Es ſey am" aM + Aa" + Bam”® r? 
+ Ca®3 r3 + Dart + etc. Da a"U Has 
Produet aus den Factoren alatr) (a+2r)(a+3r). etc. 
it, fo iſt Buchſtabenrechnung, 19.) A die Summe der 
Zahlen, 1, 2, 3...m-135 B die Summe der Produere 
je zweyer; C bie Summe der. Producte je Dreyer; D I 
vierer, u. ſ. f. Man laffe für die Zahlen, 1, , 3, ..m 
die Buchftaben a, B, y, d, etc. ‚die gleichnamigen — 
bedeuten, fo iſt, weil amtı,r (a 4 mr) awar iſt 
nicht allein für ganze Werthe von m, ſondern auch für 
BEL aus (18 )/ wenn dafelfin=ı gefegt wird/ 
«a=A-+ m 

£t=B-+mA 

vy=C+mB 

‘=D-+ mc 

u. ſ. f. 

Nach dieſen Formeln iſt die folgende Tafel berechnet. 











m | A B C DIE FF 
— — — 

81 3 2 

41 6| ıı 64. 

5 ;, 10 | 35 , 50 24 

6 | 15 | 85 | 225 274 120 

7121 11751 735 1624 | 1764 | 720 


Die obigen Formeln find rücklaufende. 


Jeden Eoeffiienten, oder jede Gumme von 
Combinationen, unabhängig von den vorhergehenden zu 
finden, ift ein Gefchaft der combingrorifchen Analyſis. 
Kramp hat zweyerley Auflöfungen diefer nicht leichten Auf: 
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gabe geliefert, aber ohne den Beweis benzufligen, den 
mancher Leſer von ihm zu erhalten wünſchen mag. 


42. Eine andere, auch Faflaufende 3 Sorm der Coef⸗ 
ficienten ijt folgende, " 




















m.m-ı 
. 
1.2. 
? 
m-ı.m-2 » . m.m-ı.m-2 
2B — ——— 
1.2 . 1.2.3 
m-2.m-3. m=-1...m-3. 
30= —B+ ——A 
1:2 = 1.2.3 
, m . M—- 3. 
+ — 
* IL. 4 
m-3.m m-2...m-— 
D= - — C-+- : B 
L.2 ' 1.2.3 
m-1..m-4. * m m-4. 
— 4 
I .5 | 
u. ſ. f. 


Es ift naͤmlich (a 4 mr) x a" — ala 4 rn)" 
aus (6. u. 19.). Da gefest ift a" — a” + Aa! r 
+ Ba""?r? + Ca — + etc. fo iſt auch (aPr) 
— (a + rn)" + Al + r)""!r + B(a+r) re? 
+ Ca+rn) "Ir? +etc. Man entwichele in diefer 
legtern Neihe die Potenzen von at r nach dem binomi- 
fchen Lehrſatze, und multiplieire darauf die Reihe mit a; 
desgleichen enfwicfele man das Product aus der Neihe für 
amır in ben Factor a+ mr, Beide Producte gleich gefet 
geben für jeden der Coeffieienten, A, B, C, etc. eine 
Gleichung zur Beſtimmung deffelben. Ä 

43. Umgekehrt laſſen ſich Potenzen der erſten Art, 
a®, durch Potenzen der zweyten Art, oder duch Facul⸗ 
täten, ausdrücken. Man ſetze den Unterſchied der Factoren 


in der Facultät - 1. Esiftamt am! (a4 m) 
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nach (35 18.), alfo ift.a,a”"** — am til mai, 
Mittelſt diefer Sormel kann man die-gemeinen Potenzen 
folgeweife in ‚eine Neihe von‘ Facultäten verwandeln, 
Es ift. | u — 
e art — ala ı), alle 

a? —ar an. 
dultiplicirt man auf beiden Geiten-mit a, fo ift 
ad — a.a”! — a.a"', das ift 
a3 = FED, — 34 * + a’. 


Daraus ift 2 | 
a4 — abi G6asi art — abrt. 
u. ſ. f. 
| Allgemein fey u ur 
gm — 4*81 — A,jlıui + Br! — —— 
| + Dame! etc. 
ſo Hatti — | | Zu | 
amtıE _ (A--m)a®! + (B4+(m-1)A)am"" 
— (C+{m-2)B)a m—2,1 + (D+(m-3)C)a”*T - etc. 


Hieraus ergeben fich. die Werthe der Eveffiienten, wie fie 
folgende Zabelte bis zu m == 9 darſtellt. | 


mI A| BI Ccı DIE FI6HH 














| 


-»00000o000ol 
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„000 
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>} 

MR 

N 

>» 
000000 
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266 } Io5o| 1701 966] v7] 1 
462 1 2646 695 77701 3025 355) 


44. In ver Meihe der Coefficienten A iſt der erfte 
Unterfchied derfelben, oder AA m.: Hieraus ergiebt 


Son DB." 


21 | 140 350 301 





P 
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ſich, nach ber Differenzenrechnung, (534), A=3m(m-=-r). 
Die Reihe ver. A if eine arithmetifche der zweyten Ordnung. 
In der Reihe der B ift der Linterfchied der Glieder, 


‚.m-1. 
oder AB (m- 1). — = 3 (m — 2m? -+- m). 
Daraus wird, fa.a. O. 54, 55, 56.). 
BZ, (3m? — 14m? + 21m? — ıom), 
oder Ä x 
| 24B=m.m-ı1.m-2.3mM-5: 
Da B=o if, für m=ı und m=2, fo muß der 

Werth von B die Sactoren m-—ı und m- 2 haben.‘ Die 
Reihe verB if eine arithmerifche Reihe der vierten Ordnung. 

In der Reihe der C ift der Unterſchied, 
aC=im-23)B = zg7m.m-ı.m-2.m-2.3m-;5. 
= 3 (5m? — zom*t — 49m? — 52m? 4 2cm). 
Man fetze auf gleiche Art, wie a. a, D. die infegrirende- 
Function 
240 = am® — bm? + cm — dins + em’ — fm, 
fee hierin m+ ı für m, und ziehe die Function 24 C 
von der-veränderten 24(C + AC) ab, fo erhält man ben 
Werth von 24 AC, worin die noch unbeſtimmten Eoeffi> 
cienten, a, b, c, d, e, f, enthalten find. Die Vers 
gleichung mit dem gegebenen N von 24 AC giebt die 
Werthe derfelben, naniba—h bm Yı c=%; 
dm Yes; fig, fo daß u 
48C=m°- 11m’ + 47m&— 97m3 + 96m? — 36m. 
Da diefe Function —o wird, für mo; m=1j; 
m=25>m=-3, foift fie durch m(m-ı) (m-2) (m-3) 
oder m’ -6m° + ırm-6 theilbar, und der Quotient der 
Divifion it m’ — sm +6, Alſo ift 
48C=m.m-ı.m-2.m-3:m’-5m-+6. 
Auf diefe Art kann man die aflgemeinen Ausdrücke 

für die folgenden Coefficienten erhalten. 


45. Leichter geſchieht es auf folgende Art, die an 
dem Coefficienten C gezeigt werden fol, Da AG eine ganze 
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Function von m ift, die von ber erſten bis zur fuͤnften Po⸗ 

fen; bon miſteigt, fo iſt C eine ſolche vom ſechſten Grade, 
ohne ein unveränderliches Glied.» Da ferner C für die 
Werthe 0, 1,2, 3, Mullift, fo enthält dieſe Function 
die Factoren m-I, m-2, m-3, und einen qua⸗ 
dratiſchen am’ — Am 4. Um hieima, B, 7, zu 
beſtimmen, muß man drey vn von C fennen, als 
für m4; m=5; m=6, Dun Hat man drey Glei⸗ 

chungen, ' | 

I. 125 413.201 Mer + 

I. 15 =5,4.3.2 (25a — 5b +Y- 

III. 90 6.5.4+3 G6a— 6 + Y). es 
‚Mus dieſen drey Sleichungen wird erhalten «= 775 
6 — 3 Y= Fr; ſo daß 
. 8C=m.m-ı.m-2. mes mat - 5m +6. 
wie. vorher gefunden iſt. | 

Hieraus erhellt, daß D-die Form, 


x 
z m.m-ı1.m-2.m-3,m-4(amd-A$m® 
“ -rym-ö) 

haben müffe, fo wie E die Form | 


1 
— ım.m-ı nn ‚am“*+-ß8m? + ym°’-öm+ €, 


P 
u. ſ. f 
46. Noch einen Weg zur Eitdedung der — 

Werthe dieſer Coefficienten giebt die Differenzenrechnung 
auf Facultãten angewandt. Dieſes Verfahren lehrt 
la Croix in dem Traité des differences et des Series, 
($. 903.) welcher. den dritten Theil feines ſchätzbaren Werks 
über Differential: und Integralrechnung ausmacht. Ks 
ift aus (25,), oder Durch. unmittelbare Entwickelung , 


(m+ arten mtl (+ me. 


mars — 





Es ſey AM m 
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In der Reihe der A iſt AA=m, alfo iſt n=1, 
ud A=4m’", 

In der Reihe der B ift 4B =(m—ı)A 
—4 (m-ı)m’T' 3(m-—— 2)m+-1 + Im?! 
=3m®t + 3m, MfpitB= 4 (mt 
+3m3t), 

In der Heiße, der C ift AC — = (m—2)B 
= 77 (3 (m-2)m#”" + 4(m-2)m#), Es iſt 
(m- 2)m +" — (m- 4)m +" + amtT— m’ 
+ 2m*—", und (m-2)m®"! — (m-3)m}! 
+ m" mt! + m; alfo AC— Zu (gm! 
+ 1om+! am 


Daraus ift - | 
3 Io 4 
C wer 1 (Eme-ı m’ 1 + — met) 
rg Tr, 4 ' 


— a, (m6=ı + 4.mSs=1+ 2m#-ı), Ä 
Die Entwickelung diefer Formeln giebt diefelben Werthe 
"mit den vorher gefundenen. 

47. Die Potenzen laffen fich auch durch Sasultäten 
mit ſubtractiven Unterfehieden der Factoren darftellen. Es | 
ift namlich at te TI — 4m! (a-m), aus (18.), ober 
bey ganzen Erponenten m durch unmittelbare Entwickelung. 
Alfo.ift a. — amtiniı man, 
Munitaza”!, duch 

? a? — ad! 4 arm 
Hieraus ift | 
ad a 2 at 
— 4 ga ale 
a ga! a7, 


’ 
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Allgemein fey DE — ——— 
a" — a m· I 4 Arm! + Bat —ı 
.. + Be + Dam-a-ı + etc. 

fo-ift | 

| amt: — amtu-t ı (A-+ m) a"! 
+ (B+(m-ı)A)Jammumı 0 
+ (€ -(m-2)B)Ja”7° 1 * etc. 

Die Coefficienten ſind hier dieſelben wie in (43.), abſolut 

genommen, ohne Rückſicht auf die Vorzeichen. A 

48. Die Reihe der Eoefficienten A, B,'C, etc. 
laßt fich rückwärts fortfegen, indem man m negativ nimmt. 

Alsdann befommen die Potenzen negative Erponenten, oder 

werben Das Reeiproke der Potenzen mit pofifiven Exponen⸗ 

sen. Es iſt zu unterfuchen, ob jene Formeln - und diefe 
umgefebrten Potenzen zufammen gehören, Die Brüche, 


I | | ee .B 3. 
at)": * (a+ı)mre F (a 4 1)2.1 | 
+ + etc. ſollen in den Zählern fo bes 
ſtimmt werden, daß ihre Summe = a" wird. Diefes 
iſt der erfte Theil des Quotienten, welchen die Entwicke⸗ 
\ ‚ i | i 2 I 
lung des erften Bruches, oder des RETTET 
giebt. Alle übrigen Theile der Reihe, in welche diefer 


Bruch verwandelt wird, und Die Neihen, welche aus den 
übrigen Brüchen entftehen, heben fich gegen einander aufs 


—D— 





49. Es iſt at — 


und —R * 
| (a+1) 
at)" :@ +) ara hı Hm, nah 


TTTATT, nach (11.). De 
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(9.), fo if ae; : am”. — atıtm:1ı, 
und a.a "Kamm _ (m+ı)armmhe:, 
Es fen nun | 
zn — amt 4 Aa mr, + Bamm—anı 
Co D ete 
ſo iſt 
a —mæ* 1 m. „u+b-=1 + (A—ma —-1n,-1I 
+ (B—-(m+ı)A)a "mımE, 
+ (C—(m+2)B)Ja"ı-1 
+(D—(cm+3)C)a7°77 ete, 
Man nehme zuerſt m—ı, fpita"t!— 2 135 
und a ae nz, nad) (12.), alo o = 
A-na"""+ (B-2A)a°7! + (C-3B)a 737" 
+ (D-40)a+7! + etc. Damit der Werth diefer 


Heike von der Baſis a der Facultäten unabhängig fen, 
müfjen die Eoeffirienten = o fern. Demnach ift, für 
m=ı; A=ı;5 Bz=s; C=6;, D=24)5 E=ıao; 
etc. Die Coefficienten find nun folgende, 
mi A B C D I 
I 1 2 6 24 
2 3 11 50 274 
3 635 225 1624 13132 
4 10 85 735 6769 | . 54152 
sj 15 | 175 | 1960 |- 22449 | 256193 


E 
120 
1764. 














Die Übereinffimmung mit ben Goeffeienten. in der 
Reihe für am”, 5. gr. ift merkwürdig. 


50. Die Differenzen, welche-in diefen Reiben — 
werden, ſind die jedes Gliedes von dem vorhergehenden, 
nicht wie in dem Falle (43.) des Gliedes von dem folgen⸗ 
den. Solglich find A, B, C, etc, ſolche Functionen 
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von m, bie durch die Subſtitution von m] für. m 
einen Werth erhalten, der von dem erftern Werthe den 
gegebenen Unterfchied Hat, nämlich. A den Unterſchied m; 


B den (m4 ı)A; C den (m-+ 2)B, u. ſ. f. Hieraus. 


fann man nach der Methode in (44.) die Formeln für die 
Eoefficienten finden, inden man m— ı flaff m in der 
noch unbeftimmten Function von m feßt, und die Diffes 
ven; beider Werte mit der gegebenen vergleicht, um die 
noch unbekannten Coefficienten von m zu beſtimmen. 


51. Oder man gebrauche die Differenzenmethode in | 


(46.), mit.der Abänderung, die wegen der Entgegenfegung 
der Differenzen nörhig ift. Aus (259 iſt amı - (a-ı)mr 
= mam-bt, oder wenn man für Die Bafis a fest m 
und den Erponenten =n + ı ſtatt m nimmt, . 

mrtut — m ı)"tReL— on ı)m"! 
Diefe Kormel enthält “auch den Unterſchied eines folgenben 


Sliedes in der Reihe ver Facultäten mit dem Erponenten 
n+ ı son dem vorhergehenden. Iſt nun AM —mmt, 


n+1,1 
ſo tM= * .Dadurch ergeben ſich die Werthe 


der Coefficienten folgendergeſtalt. 

Es iſt AA=m, alſo iſt A—Imi.Ferner iſt 
AB=(m-+ ı)A=4m-+ Den = 3m-+ sym”!. 
— im"! = Im*' — Im”, Daher 

B = $C4m#! — Im?"), 

Ferner if AC—=(m+2)B, Nun iſt (m4 met Ä 
=—(m-+ mt — — — mit __ 2m’; aud 
(m+2)m®!= (m+3)m* — m’ = m* 
— m’, Folglich ift Te 

AC= im” — Ferm! J 4m? 
und Daraus 

C= Am — mitt amt, 

oder C — „(um “_ au? + am#). 
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Die bier gefundenen Werthe von A,B,C, entfie: 
hen aus denen in (46.), wenn dafelbft für m gefegt wird 
—m. &o verhalten ſich auch die entwickelten Werthe 
Beiderfeits. Die Neipen für die Potenzen von ar" 
und a" machen eine zufammenhangende Folge aus, fo 
wie die Potenzen felbit. | 

52. lim eine Reihe von Facultäten mit additiven 
Differenzen zu haben, fege man 

zn — gm _. Aa — — 1,1 4 Ba mat 

— Cam-5I L DaT@mmbl nn etc. 
Es ift, vermittelft (9 oder 14.) 
u aut —_ a m)a”" 
af aa" ammtıi L m amt, 
Dadurch ift 
—m-+i — j„utLı — (A — m)a”"t 

+ (B—(m+ A)a@—bi 

— (C—(m+2)B)Jarm%t 

+(D—(m+3)CJa=mst__ etc. 
Die Coefficienten A, B, C, etc. haben eben diefelben 
abfoluten Werthe wie in (49.), nur find fie zum Theil in 
den Vorzeichen von jenen verfchieden. 

53. Noch füge ich eine fehr einfache Deduction des 
erweiterten binomifchen Lehrſatzes aus dem angeführten 
Werke von la Eroir $. 904. bey. 2 

Es ift (aus 25.) 

at De amt + nam! 
(a+ 2)”77.—= (at) nat" 
+ — at) + nat 
u. ſ. f. | | 
Hier müffen nun rechter Hand die Faculräten auf diefelbe 
Baſis a tedneirt werden. Diefes gefchicht durch Subſti— 
futionen aus den vorhergehenden Werthen. Es iſt dadurch 


a 
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"(aa)" — amt 4 2na . 
+n.n-ı1.a0ma—ı 0° | 
indem nämlich in der erften-Kormel n mit n—ı ber 
tauſcht wird. Mittelſt diefer gefundenen Formel wird auf 
ähnliche Art erhalten 
. (a + 3)*1 — a + 3na'TbmE 
+ 3n(n—ı)an-a-ı + n.n-ı nag.an uni, 
Hier entdeckt ſich ſchon ein Gefeg der Formation, Die 
Fartoren, welche von n abhangen, find Taculfäten mit 
der Baſis n und Differenz; — ı. Die numerifchen find 
Dinomialcoefficienten. Man fehe nn 1 
(a+rb)"Tt— am” Ant ud 
+ Bn 2, — J ana 4 Cn 3,—I z ar-3—ı 
+ Dnt—!,arme71 ı EnsT1,a057m8 + etc, 
mo die Coefficienten A, B, C, etc, Functionen von b find, 
Nun fege man a+ı füra, foift a Pa +by—1 
(arm +AntT 
(atı)? "TE OnFTI etα 
Mittelſt der Formel für (a+1)*"" verwandle man bie 
Sacultäten mit der Bafis a+ı in Kacultäten mit der 
Baſis a, indem man folgeweife flir n fstn, n—ı, 
n—2, u.f.f. Dadurch. werden die Coefficienten von 
a, a u. ſ. w. in der Sacukät (a Pi +b)®»! 
folgende, | 
ı | Ann!" | (B+A)a®—T|CCH+BYn®"" | 
(D+C)n®”" || (E+DIn®”! || + ete. 
Die Coefficienten in der Facultäe mit der Bafis a+ı +b 
werden aus denen in der Facultät mir der Baſis a+b 
eben fo zuſammengeſetzt, wie Die Bingmialevefficienten in 
einer Potenz aus denen in der nächftuorhergehenden. Nun 
find fie für die Baſes, a+1r; a-t2;5ar3, die Bing: . 
mialcoefficienten zu den Potenzen mit ber Erponenten 1, 
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2, 9, alfo find die Eoefficienten für die Wafes, a+45 
ats; uf. f. die Binomialcosfficientew zu den Potenzen 
mit den Erponenten 4, 5, etc. folglich ift 








Azbeiyem, — ei ne 
x = — 1.32 I,2 _ 
a b.b-ı.b-2. — — 
— ED er FERN Surf 


Best man die Diviſoren zu den Facultäten von n, fo vers, 
wandeln ſich diefe in die Binomialcoefficienten zu der nten 
Potenz, und es ift, wenn diefe durch A, B, €, D, €, 
etc. bezeichnet werden, u 
(a + b)y*21 —— am + 7 Guaithe A: : bp"! | 
+ Batmamı b>° + Garmımi 2 bs" 
+ Date, peTT etc. 
wie in 39. 2a Croir bleibe bey der erſtern Form von 


‚(a+b)"" ſtehen. Die zweyte aber macht die Formel 
dem Sinomifchen Zehrfage ganz ahnlich. 


Fälle, mögliche ſ. Wahrfcheinlichfeitsrechnung. 


Falſche Wurzel einer Gleichung, bey manchen 
ältern Algebraijten eine unfchickliche Benennung für nega⸗ 
tive Wurzel einer Gleihung, f. Algebra Tb. I, ©. 58. 
und Entgegengefegte Größen. 


Familie krummer Linie ift der Inbegriff 
aller Frummen Linien, die unter diefelbe Gleichung von 
einem unbeflimmren Grade gehören. Kine folche Gleichung 
fen 3. D. diefe; am: x y”, fo begreift diefe die Gleis 
chungen; ax — ye; ax ys; axmyt; uf. f. 
Alle die krummen Linien, die durch dieſe Gleichungen bes 
ſtimmt werden, gehören unter eine Samilie. Das Wort 
hat alfo mit Geſchlecht (gemus) einerley Bedeutung. 


Fehler, eine Abweichung von der richtigen und 
— Beſtimmung einer ne ‚if in arisgmenijcpen 
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und analytifhen Berechnungen‘ oft unvermeidlich, wegen 
der Korn, in welder die Größen fidy darftellen. Go 
Tonnen die irrationalen Wurzeln von Zahlen und Gleichun⸗ 
gen, nicht vollfommen durch die Einheit und ihre Theile 
angegeben werden. Alle Reihen-Ausdrücke laffen einen 
Theil des Ganzen zuruͤck. Man muß deswegen auf gute 
Annäherungs » Methoden bedacht feyn, um mie dem Flein- 
ften Aufwand an Rechnung die möglichffe Verminderung 
des! Schlers zu erhalten. Es iff auch nöthig, wie Grän⸗ 
zen zu Eennen,‘ welche der übrig gelafjene Fehler niche 
Aberſteigtg. J 


In der angewandten Mathematik find Sehler unver⸗ 


meidlich, weil die Größen, die durch Beobachtung gegeben 
werden, nie vollkommen genau zu erhalten ſtehen, es ſey 
wegen der Werkzeuge ſelbſt, oder wegen ihrer Anwendung. 


Man muß daher, wenn man die Gränze des Fehlers in 


den Datis fchägen kann, Die daraus enffpringenden Fehler 
in den Mefultaten beſtimmen. Dazu rhut die Differen: 
> Linlrechnung nützliche Dienſte. Der Fehler der Beobach— 
tung oder ‚der Angabe wird als eine Differentialgröfe be: 
trachtet, und eben fo der Fehler in dem Reſultate. | 

Bon Cotes ift eine Abhandlung: aeftimatio erro- 
'rum in mixta Mathefi, ben feiner Harmonia men[u- 
rarum, und in ben Oper. müfcell. Lemgoviae 1768, 
Es werden datin Formeln zur Beſtimmung der Fehler in 


der Berechnung geradlinichter und fphärifcher Dreyecfe ges 


geben, wenn eine Seite oder ein Winkel ein wenig unrich- 
tig angenommen iſt. &. Trigonometriſche Formeln. In 
der Aſtronomie und in der Feldmeßkunſt iſt es ſehr nöthig, 
Formeln zur Schätzung der Fehler zu haben, die von der 
Unrichtigkeit der Werkzeuge, ihrer Stellung, und von der 
Beobachtung ſelbſt herrühren. Viele dergleichen ſind in 
Käftners aſtron. Sammluͤngen, und was das Feldmeſſen 
betrifft, in Mayers praftifcher Geometrie anzutreffen. 


Fermats Lehrſaͤtze von den Polygonalzahlen: 
Jede (ganze) Zahl iſt entweder eine Triangularzahl, oder 
ift aus zwey ober drey Teiangularjahlen zuſammengeſetzt. 


oo 


d 
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Jede Zahliſt entweder ein Quadrat, oder fie iſt as zwey, 
drey oder vier Quadraten zuſammengeſetzt. Jede Zahl iſt 

eine Pentagonalzahl, oder iſt aus zwey, drey, vier oder 
| fünf Pentagonaljahlen jufammengefegt. Huf gleichför⸗ 
mige Art verhält es ſich mit den Hexagonal⸗-Heptagonal⸗ 
und allen übrigen Polygonalzahlen, nach Maaßgabse der 
Anzahl ihrer Winkel. 

Fermat hat dieſe hoͤchſt merkwürdige Folge von 
Saãtzen als Anmerkung in Bachets Ausgabe des Diophan- 
tus zu der 31ſten Aufgabe im . B beygefuͤgt. Der 
Beweis, ſagt er, beruhe auf vielen mannigfalrigen 
: und fehr verfteckten Eigenfchaften der Zahlen, weswegen 
er denfelben nicht mittheilen koönne; er hätte dazu ein eige⸗ 
nes Werk beſtimmt, worin er die Arithmetik durch diefe 
Unterfuchungen beträchtlich erwettern würde. Dieſes 
Perf ift aber nicht erfchienen; und in der nicht flarfen 
‚Sammlung feiner Werfe fommt auch nichts darüber vor, 

Die Aufgabe des Diophantus, bey welcher jene Saͤtze 
angeführt werben, iſt folgende: Vier Quadratzahlen zu 
finden, deren Summe mit der Summe ihrer Wurzeln zufam: 
mengenommen eine gegebene Zahl ausmachen. Diophan: 
tus forderg hiezu, daß eine gegebene Zahl in vier Quadrate 


‚ getheilt werde, ohne doch vorher die Art, wie Diefes jube 


werfftelligen fen, gezeigt zu haben, Er verfteht aber nicht 
bloß ganze Zahlen, fondern nimmt auch gebrochne Zahlen 
zu den Theilen, wie in dem Beyſpiele feiner — 5 
Bachet zeigt in der Anmerkung zu der Aufgabe, an den 
Zahlen von ı bis 120, daß fie alle in vier oder weniger 
Duadrate ganzer Zahlen zerlegbar fi ind, wenn fie nicht 
felbft ein Quadrat find. 

Euler bat ven Satz von ber Zerlegung jeder ganzen 
zahl in bier oder weniger Quadrate zu beweifen gefucht, 
in den Comment. novis Acad. Petrop. T. V. Den 
Beweis hat er aber hernach ſelbſt für nicht genugrhuend 
erfannt, La range bat in den Nouveaux Memoi- 
res de l’Acad.:de Berlin, T. I. 1770. einen fcharffin: 
nigen Beweis gegeben, der aber ſchwer und tief gefchöpft 
iſt. Hernach hat Euler aufs neue den Satz vorgenom⸗ 


Fermats Lehrfäge 209 
men, in den Actis Acad. Petrop. T.I. P. II. a. a. 1777. 


Er geiteht dabey ein, daß fen Beweis dem Kermarfchen 


nachftehen möge, da diefer auch die andern Zufammert: 
fesungen aus Polygonatzahlen habe begreifen follen. Dies 
fen Borzug räumt er auch in einer andern Abhandlung, 
de ufu obfervationum in Mathefi pura, Cömmen- 
tariũ novi Petrop. T. VL: ein. Gauß hat in den Dis-: 
quifitionibus arithmeticaas, $. agr. ff: erftlich erwieſen 
daß Die ganzen Zahlen von der Korm 8M-+ 3 fich in drey 
ungerade Quadrate zerlegen laffen: daß daher jede ganze 
pofitive Zahl in drey Zrigonaljahlen jerlegbar ift, und, 
dann, daß jede ganze 'pofitibe in bier Quadrate ſich zerle⸗ 
gen läßt, woben die Null und ihr Quadrat mit aufgenom: 
men werden. Beguelin hat fih auch. mit den Lehrfagen 
tiber die Zerlegung in Trigonal: und Quadrat: Zahlen bes 
fehäftigt, Nouveaux Mei. de l’Acad. de Berlin, pour 
2773; 1774: aber feine Erweiſe find nicht überzeugend; 
er nimmt fogar metaphyſiſche Gründe zu Hülfe, | 


Fermat bat manche fharffinnige Entdeckungen über‘ 


Die Zufammenfegung und Zerlegung der Zahlen gemacht. 


Er wird fiir den größten Meifter in diefer höhern Arith-⸗ 


metik änerfarint, Wielleicht Hat er manche Säge durch’ 
empiriſche Bemerkungen gefunden, und dann die Beweiſe 
geſucht. Es iſt fehr Schade, daß diefe alle verloren ge: 
gangen find. Sie zu finden Hat den beften neuern Ana—⸗ 
Initen Mühe gemacht, Yoovon der angeführte Satz ein 
Beyſpiel iſt. EEE 2. 
Hier folgen noch ein paar Satze, die man nach Ser: 
mar benennt, u | | | 
J. Es ſey p eine Primzahl, und a nicht durch p 
theilbar, fd iſt aa! ı durch p theilbar. 
II. Jede Primzahl von der Form anti iſt die 
Summe (weyer Quadrate. | 


m 


Den erſtern Sat trägt Fermat nicht ganz fo vor, 


wie er hier nach Euler und Gauß angegeben it, In der 


Sammlung feiner Werfe, ©. 163. lautet der Gap fo: 

In jeder Reihe von Potenzen, ä, a’, a3, a4, etc. iſt 

eine berfelben a” ,um ı vermindert, d. i. am — 1, Durch 
— O 


PP 
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eine gegebene Primzahl p-theilhar, und ber Erponent ma 
jener Potenz ift ein Theifer von pg-ı. Ferner, nachdem 
die erite Potenz, welche die verlangte Beſchaffenheit har, 
gefunden ift, fo iſt jede, unter den folgenden, deren Er⸗ 
ponent ein Vielfaches, mn, von dem Erponenten jener iſt, 
eben fo befchaffen, oder au — ı ift durch p theilbar. Ich 
habe nur die Wezeichnungen bepgefügt. \ 

Exempel. Es fy az, P=ı3; p—ı=ı5; 
fo it mein Zheiler von 12. Verſucht man 4 für m, fo 
findet fih + — 1, d. i. 624, durch 13 theilbar. Oder 
es fpp=ı7, und p—ı=ı6. Hier thuf fein Theiler 
von 16 Genuͤge, als die Zahl felbit, und 3’ — ı ift durch 
17 theilbar. | | 

Der zweyte Theil des Gates ift leicht erwiefen. Es 
ſey ar — ı=A, bit ZAtı, und apn -(A-41)*, 
alſo a — ı —A" + nA"! + etc. wo in allen Theilen 
rechter Hand der Factor A enthalten it. Da A durch p 
theilbar ift, fo ift das Ganze, aljo a”"— ı, durch die 
felbe Zahl theilbar. 

Hingegen iſt nicht jede Primzahl ein Theiler von 
einer der um 1 vergrößerten Potenzen, Wenn die erfte, 
welche um z. vermindert durch die Primzahl p theilbar ift, 
einen ungeraden Exponenten hat, fo ift in der ganzen Reihe 
feine Potenz; anzufreffen, welche a” + ı durch jene Prime 
zahl rheilbar giebt. Fermat findet durch einen künſtlichen 
Prozeß Primzahlen, welche eine Potenz mit einem unges 
raden Exponenten, nachdem fie um-ı vermindert ift, ohne 
Reſt theilen, - J 

Euler hat ven Satz J. auf zweperley Art erwieſen 
zuerſt in den ältern Commentarien der Petersburger Akade— 
mie, T. VIII. p. 143. und in den neuern, T. VII. p 70. 
In dem fechiten Bande der altern, ©. 106. trägt erden 
Gas vor, daß ar — b® immer durch n-+ ı theilbar fey, 
wenn n-+ ı eine Primzahl ift, die in.a und b nicht auf: 
geht, aber mit der Bemerkung, daß er denfelben nicht er= 
mweifen Fonne, ob er gleich von der Richtigkeit fich vollig 
verfichert halte. Gauß bat in feinen Disquilitionibus 
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arithmetieis, fect. III. den zweyten Eulerifhen Beweis 
gebraucht. | Ä Ä 
Der Sag II. ift von Euler in den Comm. novis 
Acad. Petrop. T. V. erwieſen. Fermat tragt den Gas 
mit einer Erweiterung in einer Anmerkung zu Bacher Aus- 
gabe des Diophanrus p. 1 27:, folgendergeftalt vor: Nu- 
merus primus, qui ſuperat unitate quaternarii mul- 
tiplicem femiel tantum .eft hypotenufa trianguli 
rectanguli, ejus quadratus bis, cubus 3, quadra- 
toquadratus 4. etc. in: infinitum. Es iſt aber das 
Quadrat von 17 oder 289 nur in die Quadrate 225 + 64 
jerlegbar, der Eubus von 5 oder 125 nur in die Quadrate 
121 +4, und 100o+25. Man muß alfo das Quadrat 
von Null mit zählen. | Ä 
Fermat ıft doch durch die Induction einmahl' zum 
Irrthum verleiter worden. Er fagt in den Opp. mathem. 
p- 115, daß alle Zahlen don der Form 2°" 1 Prim: 
zahlen find, als 3, 5, 17, 257, 65537, etc. oder, wie 
er es mit Worten giebt, numeros a binario quadratice 
in fe ductos et unitate auctos elle [emper numeros 
primos. In dem vorher angeführten Schreiben pag. 162. 
gefteht er, daß er den Sat noch nicht habe bemweifen Fon 
nen, aber doch an der Nichtigfeit deffelben nicht zweifle, . 
Allein ſchon die Zahl 2*° oder 2°° — 4294967296 fügt 
fi, nad Eulers Bemerfung (Comm. Petr. vet. T. VI. 
p- 104.), nicht in das Geſetz. Diefe uns ı vergrößert iſt 
durch 641 theilbar. | - | 


Figur iſt eine durch Flächen oder durch Linien ganz 
begränzte Ausdehnung. Die erſtere nennt man gewöhnli: 
cher einen Körper oder ein Solidum. Die zweyte, die 
durch Linien begränzfe, ift entweder eine ebene oder 
unebene (frummfläcige) Figur. Die unebene muß 
die tage ihrer Theile fteriger Weife ändern, wie ein fpkä= 
rifches Dreyeck oder Vieleck, fonft ijt fie nicht Eine, fon: 
dern eine zufammengefeßte Figur. Die ebene ift entweder 
bloß von geraden Linien eingefchloffen, eine geradli— 
nichte, oder von einer ſtetigen zuſammenhangenden 


- 
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krummen Linie, eine krummlinichte, wie Kreis und 
Ellipſe, oder von krummen und geraden, eine gemiſcht— 
linichte. 

Figur bedeutet auch jede Zeichnufg, die zum 
Verſtändniß eines Beweiſes und einer Aufloſung beygefügt 
wird. Bloße Linien und Winkel, zuſammengeſetzte Figu— 
ren, Abbildungen von ſinnlichen Gegenſtänden heißen in 
dieſem Verſtande Figuren. Es iſt ſehr nothig, daß dieſe 
gut und deutlich gezeichnet werben. Man muß die Durch— 
ſchnittspunete der Linien einander nicht zu nahe, noch weni: 
ger. zwey verfchiedene in einen falten lajjen. Linien, die 
nicht parallel oder fenfrecht auf einanver fern follen, müffen 
nicht es zu ſeyn fcheinen, Die ſich auf einander beziehen⸗ 
den Puncte hat man mit ähnlichen Buchſtaben zu bezeich- 
nen; auch die Linien, die bloß zur Demonftration dienen, 
durch einen punckirten Zug zu unferfcheiden, und die rich- 
tigen Verhältniffe der Linien, wo es fich wegen ded Raums 
thun läßt, zu beobachten; kurz in allem für eine deutliche 
und genaue Darftellung zu forgen. , Cinsbefondere hat man 
ben Zeichnungen, worin die Linien in verfchiedenen Ebenen 
liegen, darauf zu ſehen, daß Feine Verwirrung enrftehe, 
Pen förperlichen Gegenftanden wird man durch Schatten 
der Vorftellung Deutlichfeit geben, nur daß: diefer — 

den Buchftabenbezeichnungen binderlich werde. | 
Figuren heißen auch zuweilen die Zaplsiffern j im 
Engliſchen heißen diefe gewöhnlich figures. 

Figur eines Durchmeſſers in der Eilipfe und — | 

bel beißt das Rechteck von demſelben und ſeinem Parameter. 


Allgemeine Bemerkungen über die geradlinichten 
Figuren 


ı. Die geradlinichten Figuren werden erftlich nach 
der. Anzahl ihrer Seitenlinien unterfchieden: dreyſei— 
tige, vierfeitige ... vielfeitige; oder nach der 
Anzahl der Winkel, wofür wir im Deutſchen die Endung 
Eck gebrauchen: Dreyeck, Viereck... Vieleck. 
Zwentens nach den Verhältniſſen der Seiten unter ein: 
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ander: gleichfeitige, :ungleichfeifige Figuren. 
Trittens nach den Verhältniſſen der Seiten. und Winfel - 
zugleich. ind dieſe, fo wie jene, unter ſich ungleich, fo 
ME die Figur eine unregelmäßige; find jene, fo wie 

diefe, alle einander gleich, jo ift die Figur eine regel- 
maßigez find die Geiten einander gleich, die Winfel 
aber nicht, oder umgekehrt, fo mag. man die Kigur eine 
balb regelmäßige nennen, Zwey Figuren, von einere 
len Anzahl Seiten oder Winfel find entweder ähnlich . 
oder undbnlich, f. Ähnlichkeit. Won zwey Figuren 
fann. die eine eine eingefchriebene, Die andere eine 
umgefchriebene ſeyn. | | 
2. in einer.geradlinichten Figur werden drey auf 
einander folgende Beſtimmungsſtlicke des Almfangs, als 
eine Seite mit den beiden anliegenden Winfeln, oder jwen 
Seiten mir dem eingefchleffenen Winfel, wie auch drey auf 
‚ einander folgende Winfel, durch die Übrigen angenommes 
nen gegeben. Diefes dient zu einer Probe bey Feldver⸗ 
mejjungen Wenn man die gemeffenen Seiten und Wine 
kel eines Feldes, jene nach einem verjüngten Maaßftabe ' 
‚aufs Papier trägt, fo müſſen die dren Beſtimmungen, 
welche auf eine jener drey Arten aus den Übrigen fich erges 
ben, mit den auf dem Felde gemeſſenen übereinftimmen. 
8» Die Summe aller Winfel einer geradlinichten 
Figur iſt zweymahl fo viel rechten gleich, als die Kigur 
Seiten hat, weniger vier rechten. Denn man ziehe aus 
einem Puncte innerhalb der Figur nach allen Ecken gerade 
Linien, fo erhalt man fo viele Dreyecke als die Figur Geis 
sen hat. Die Summe ihrer Winfel, ohne die Winfel 


um. jenen Punct, welche vier rechte ausmachen, ift die 


"Summe der Winfel der Figur. 

4. Wenn eine Figur lauter auswärts liegende (aus⸗ 
fpringende, angles ſaillans) Winfel (unter zwey Rech— 
ten) bat, fo ifk die Summe aller äußern Winfel vier Mech: 
ten gleich, Ein äußerer Winkel ift der Nebenwinkel des 
innern, oder der Unterſchied befjelben von zmep rechten. _ 

5 . Der äußere Winfel eines einwärts liegenden (ein: 
fpringenden, angle renirant) Winkels ſey der Überfhuß 
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deſſelben über zwey rechte, fo ift die Summe der dußern 
Winfel, die zu ansfpringenden Winfeln gehören, fo groß 
als vier rechte mit den außern Winfeln, die zu den einfprins 
genden gehören. Denn man fchneide einen einwärts liegen 
ven Winfel, oder alle die auf einander folgenden diefer 
Art, durch eine gerade Linie, wie in (Fig. 31.) die Wins 
fell, C, D, E, jwifchen ven ausfpringenden, ABC, 
EFG, durch die gerade BF ab, fo find in der Figur 
“ BCDEFRB alle äußern Winfel vier rechten gleich,. ind, 
wenn man die Außern ben B und F beiderfeits wegnimmr, 
die äußern bey C, D, E gleicy ven beiden innern, CBF, 
EFB. Man fege nun anſtatt der Figur mit den einfprin« 
genden. Winfeln irgend eine andere mit lauter ausfpringen: 
den Winfeln, welche nur mit jener die Geifen AB, FG 
gemein habe, aber ftatt der Geiten BC, CD, DE, EF 
die einzige BF hat, Tin diefer it die Summe aller äußern 
- Winfel vier rechten gleich; in der erften Figur find die bei— 
den äußern Winkel beyB und F um die beiven, CBF, EFB 
größer als in der zweyten, das ift, um die Summe ber 
Außern Winfel neben den einfpringenden der erftern Figur. 
— ©o verhält es fich bey allen Theilen des Umfanges, 
wo einſpringende Winkel vorkommen. 

6. Setzt man den äußern Winkel bey einem einwärts- - 
liegenden negativ, da der Llnterfchied des innern von zwey 
‚ rechten demjenigen bey auswärtsliegenden enfgegengefest 

ift, fo bleibe die Summe aller außern Winkel in allen 
 Rällen vier rechten gleich, 


Verwandlung der geradlinichten Figuren. | 


1. Ein Parallelogramm wird in ein anderes ihm 
gleiches über derfelben Grundlinie verwandelt, wenn bie 
dieſer Linie gegen überliegende Geite verlängert, und durch 
die Endpunete jener bis an dieſe verlängerte Seite Parals 
lelen gezogen werden. 

8. Ein Dreyeck wird in ein anderes ihm gleiches über 
derſelben Grundlinie verwandelt, wenn durch den gegen: 
überliegenden Winfelpunet einer diefer Linie parallele, und 
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an einen Punet diefer letztern won den Endpuncten jener - 
gerade Linien gezogen werden, 

9. Ein Parallelogramın ABCD (Fig. 26.) in ein 
anderes. ihm, gleiches ‚mit der gegebenen AE als einer Geis 
tenlinie zu. verwandeln, trage man auf der verlängerten DA 
diefe AE von A nach E; ziehe durch E die parallele E F 
mic AB, bis an die nady F verlängerte CB, dann FAG 
bis an die nach G verlängerte CD; ducch G ziehe man mit 
AD die parallele GHK, welche die verlängerten BA, 
FE jene inH, dieſe in K fehneide, to ift das Parallelo» 
gramm AHKE mit der Geitenimie HK oder AR vom 
ABCD gleich. — Denn die Dreyefe GCF, FRG 
find gleich, auch. die Dreyecke GDA, AHG, und die 
Dreyecke ABF, FEA. Daher bleibt," gleiches von 
gleichen abgezogen, Beau ‚ das Pgrm AO glei dem 
Dom AR. 

10. Wegen der zhnlichen Dreyecke FAE, AGH 
iſt AB: EF GH: AHh, das iſt, AB: AB— AD: 
AH. Die Seiten zweyer gleichwinklichten und gleich 
großen Parallelogrammen ſind wiederkehrend proportional, 
oder die Seiten des einen ſind die mittlern Glieder der Pro⸗ 
portion, in welcher die Seiten des andern die aͤußern Glie⸗ 
der ſind. 

11. Man ziehe BE un DH, fo fi nd die Dreyecke 
BAE, HAD einander ähnlich (Dreped, 6 Mr. 2.5 
die Winkel ABE, AHD, welche den gleichnamigen 
Seiten AE, AD gegen über fiehen, find gleich; a 
BE parallel‘ mit HD. 

12. Wenn die Seiten zweyer gleihwinflichten Par 
rallelogrammen wiederfehrend proportional find, fo. find. 
diefe gleich groß. Diefe Paraflelogrammen feyn AC, AR, , 
in welhen AE:AB==AD:AH if, Man ftelle fie fo 
‚jufammen, daß die Seiten AB, AH, fowie AD, AE 
in gerader Richtung liegen, und vollende die Pgrmme AF,. 
AG, worin die Diagonalen AF, AG gejogen werden. 
DaAE: AB=AD:AH it, pit AB:EF= 
GH-: AH, und die Dreyedke, ABF, GHA, worin die 
| Winkel, EK, H, gleich find, find ſich ahnlich; alfo iſt ver 


” 
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B.AFE=GAH, daher W.BAF=GAH, und 
die Diagenalen AF, AG liegen in gerader Richtung, fo 
daß GAF die Diagonale des Parms GCFKift. Dar: 
aus. folgt nach (9.), daß die Porinme AC, AK gleich 
groß find, 

13. Hieraus ergiebt fich eine etwas einfachere Con⸗ 
firuetion der Aufgabe in (9.) Auf der verlängerten Seite 
AD des gegebenen Pgris AC nehme man AE, der geger 
benen Seite des andern gleich, ziehe BE, und mit diefer 
durch D die parallele DH, welche auf der verlängerten 
BA die andere Seite des gefuchten Parıns AK, nämlich 
AH, abfchneider. Denn wegen der ähnlichen Dreyecke 
‚BAE, HAD, if AE:AB=AD;AH, und die 

Pormme AG, AK find nach (12.) gleich groß. 

14. Ein Dreyef ABC (Fig. 27.) in ein anderes 
ihm gleiches ADE ;u verwandeln, deſſen Seife AD gege: 
ben ift, und worin der W. DAE dem W. BAC gleich 
ift, ziehe man die Linie CD, und mit diefer die-parallele 
BE, melde die gerade CAE in E treffe; ferner Die 

gerade DE, bit AABC—=AADE. — Denn es ift 
das Dreyeck BCH —=BDE (2.), und wenn von beiden 
das BAE meggenomen wird, fo bleibe gleiches, d. i. 
ABAC— EAD. s BE | 

15. Es fen ABCDEA (Fig. 28.) eine geradlinichte 
Figur, oder ein Theil einer größern; diefe foll in ein 
Dreyeck verwandelt werden. Zu dem Ende jiehe man die 
Diagonalen AC, AD, AB (legtere, wenn die Kigur nur 
ein Theil einer größern ift), darauf ziehe man mit AG bie 
parallele BM bis an die nach M verlängerte DC, und 
verbinde AM, fo ift das Drenef AMD — Trapg;. 
ABCD, Ferner werde mit AD die paraflele MN bis 
an die nach N verlängerte ED, und die gerade AN gejos 
gen, fo iſt A4 NF Trapez. AMDE, alſo AANE 
= Eig. ABCDE. j | 

16. Auf diefe Art wird jede geradlinichte Figur in 
ein Dreyeck verwandelt, deſſen eine Geire zugleich eine 
Seite der Figur ift, welche man alfo fo zu wählen hat, 
daß das Dreyeck eine dem für die wirkliche Zeichnung gege- 
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denen Raume fchickliche Geſtalt erhalte. Oder man ziehe 
aus einem Winfelpunete der Figur ducch einen Punct einer 
ihrer Seiten eine gerade Linie, und verwandelt die auf 
beiden Seiten liegenden Theile in ein Dreyeck, worin jene 
Sinie eine gemieinfchaftliche Seite ift. Da die Grundlinien 
"beider. Dreyecke in die gewählte Geite der Figur fallen, ' 

wiein (Fig: 28.) DE in die DN., fo machen beide ein 
‚einziges Dreyeck üben diefer verlängerten Geite ald Grund: 
linie aus. ee BR 
17. Bey der vorhergehenden Conſtruction find bie 
Winkel alle als auswärtsliegende (ausfpringende) anges 
nommen. Das Nerfahren bleibe daffelbe, auch wenn ein« 
waͤrtsliegende (einſpringende) Winkel vorfommen. Wäre 
der W. CDE ein ſolcher, fo bekäme die Linie MN eine 
entgegengeſetzte Lage; und dad Dreheck ADN fchföffe ſich an 
ADE eben fo an, wie es in dem Falle der Figur gefchieht. 
18. Man fann aber auch den Umfang, wo einfprin: 


gende Winfel fid) finden, verändern, daß er ausfpringende 


erhalte, ohne Veränderung des Inhalts. Es fey (Fig, 
39.) ABEDE ein Theil’de8 Umfangs mit dem einfprins 
genden WinfelBGCD. Mit der tinie BD werde CM 
parallel gezogen, welche ABinM treffe. Zieht manMD, 
fo it AMDE das Stuͤck des Umfangs, welches ſtatt 
ABCDE zu fegen iſt, und eine Geite weniger, ohne 
‚einen einfpringenden Winkel enthält, Statt M auf AB 
Fann man auch auf DE den Punct m nehmen, in welchem 
diefe von der mit BD parallelen Cm gefehnitten wird. 
19. Wenn die durch C mit BD gezogene parallele 
weder die Seite AB noch DE trifft, die beide eine be» 
flimmre- länge haben, wie in Fig. 30. fo ziehe man CE 
und mit diefer die parallele DM, welche CB inM fehneide, 
‘und dann die EM. Dadurch iſt anſtatt des Stücks 
ABCDE bes llmfangs das. Stüf ABME gefesgt, 
welches eine Geite weniger und einen weniger einfpringene 
den Winfel enthält. Mit diefen veränderten Limfange 
verfährt man nach (29.),-oder wiederholt die hier gewieſene 
Art der Umwandlung. Anſtatt der Puncte, C, -Eifann 
man auch die Puncte, A, C, nehmen. 


r 
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20. Wenn mehrere einwärtsliegende Winfel auf eist- 
ander folgen, mie in Fig. 31. die Winfel, C, D,E, 
in dem Stücke ABGDEFG eines geradlinichten Lim: 
fanges, fo ziehe man durch die Winkelpunete Der beiden 
naͤchſten ausfpringenden Winkel, B, F, die. aerade BF, 
und verwandle die Kigur BCDEF ın ein Dreyeck über 
der Seite BF, wodurch man den Fall eines einfpringenden 
Winfels zwiſchen zwey ausfpringenden erhalt. 

21. Ein ausipringender Winkel liege zwiſchen zwey 
einfpringenden, wie O zwiſchen den beiden, B, D, iu 
Fig. 32. wo ABCDEF ein Stück des Limfanges einer 
‚geradlinichten Rigur ift In dieſem Falle verändere man 
Die age der Schenkel BC, DC jenes Winkels, Man 
ziehe BD, und mit diefer die parallele CM, welche die 
Seite DE, wenn es nöthig die verlängerte, inM fchneide. 

Doch ziehe man BE, und mit diefer die parallele MN, 
welche die Geite FE, wenn e8 nöthig die verlängerte, in 
N treffe, Der veränderte llmfang der Figur von A bis F 
it nun ABNF. — Denn ABCD = ABMD- 
— ABED + ABME == ABED + ABNE 
zz Trapez. BDEN. 

In dem Falle, daß CAT die Seite DE felbft ſchnei⸗ 
det, iſt die Conftruction diefelbe, nur der Beweis wird 
etwas geändert, | | J 

22. Aufg. Ein Trapezium, worin keine Seite einer 
andern parallel iſt, in ein ſolches zu verwandeln, worin 
zwey Seiten einander parallel: find, und die eine dieſer 
©eiten nebft den anliegenden Winfeln diefelbe Große hat, 
wie in dem gegebenen Viereck, 

Es fen ABED (Fig. 33.) das gegebene Trapezium, 
Mit der Seite DC ;iehe man die ‚parallele AE bis an 
BC, und mit AD die parallele BF bis an AE; nehme 
die mittlere geometriſche Proportionale AG jwifchen AE 
und AF, theile die Seite CD nad dem Verhaltniſſe 
AB:AG in R, fo namlih, daß AE:AG—=CR:DR 
ſey, ziehe durch R die parallele PQ mit AB, fo * das 
Trap. ABPQO = Trap. ABCD. | 
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Aus der Conſtruction folgt erſtlich, daß die Drenecke 
CRP, EAB ähnlich find, fo wie auch die Dreyecfe DRQO 
und FAB. Daͤdurch it AE:AB = RC:RP, und 
AF:AB=HD:RO. Aus der jtefigen Proportion, 
AE:AG=AG:AF, folge jweytens, daß AE:AF 
—=AE*":AG?if.. Da nun AEYAG=RC:RD 
gefegt ift, fo ift auh AE?:AG’ = RC": RD’, 
folgib AE:AF=RC°:RD®: 

Hiemit verbinde man die Proportion r 

 AF:AB=RD:RQ, 
fo iſt | 
 AE:AB=RC!:RDXRQ. 

DaAE:AB=RC:RP=RC!:RC x RP if, 
fit RC RP=RDXRQ, over RC:RD. 
=—RQ:RP. Daher find die beiden Dreyecke, CRP, 
DRO,. worin die Winfel bey R jich gleich find, gleich 
groß (Dreyeck, 30.), und dadurch find die beiden Trape⸗ 
jin, ABCD, ABPQ, gleidy groß. In dem letztern 


find die beiden ©eiten AB, PQ Dal wie es bers 
langt iſt. 


23. Aufg. Ein Trapezium mit zwey parallelen, und 
zwey divergirenden Seiten in ein Parallelogramm uͤber der 
einen jener erſten Seiten verwandeln. 

Es ſey (Fig. 34.) das Trapezium ABEF, deflen 
Seiten AB, EF parallel find, und das Parallelogramm 
ABCD fen mit demfelben gleich groß. Die verlängerte 
©eite CD des Pgrms, fehneide die verlängerte AF in G, 
und die Geite EF des Trapezium ſchneide AD in H. 
Es ift aljo das Dreyeck FAH = Pgr. HC. Man hals 
bire DG in K, und ziehe AK, welche FH in L fehneide, 
fo ift das Dreyeck FAL == HAL, um AHAL 
— AHED, deſſen Seite DE eine Diagonale des 
Pgrms HECD if. Man ziehe die Linie AE, fo iſt 
AALE=AADE. Daber ijt die gerade DL dburch 
D und L parallel mit AE. Diefes giebt nun die. Con- 
firuction des Pgrms. Man ziehe nämlich parallel mit BE 
die unbeflimmte AD, welche RFein 14 ſchneide, halbire 
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Quadrate des andern Segments AH ein gegebenes Ber⸗ 
balmiß habe. Die Aufgabe iſt ein Fall der allgemei⸗ 
nern, welche Apollonius Die Aufgabe von einem beftimn ıcen 
Schnitt nannte. Er gehört in die zweyte Elaffe, f. be⸗ 
ſtimmter Schnitt, Th. J. ©. 295. Die Aufgabe in (22.) 
gehört zu derfelben Gattung, in die erſte Elaffe. er 
Man ſuche zu DK, AB, AD die vierre Proportios 
nale, welche P heiße, fit AD:P=AD x HD: 
AH°; dadurch auch : J 
ADXHD:PxX HD=ADX HD:AH® 
folglich —— HD CAnHe. 
Dieſe Gleichung wird durch den Kreis conſtruirt. Sie 
verwandelt ſich erſtlich in folgende, 
PXADPAM + AH* ode dieſe: 
Px<.1D=XP+AH) AH. 
Man ziehe (Fig. 35.) zwey Linien, MN, PQ, vie 
fih in A unter einem beliebigen Winkel fchneiden , trage 
don A aus auf diefe die gegebenen Linien AB, AC, die, 
in dem gegenwärtigen Falle glei find, und auf MN ver 
AB entgegengefegt die gegebene AD, halbire BD in E 
und AC in F, ziehe durch diefe Puncte auf beide die fenf: 
rechten EG, FG, welce fih in G fehneiden , befchreibe 
aus: G durdy die Puncte B, D einen reis, der PO iu - 
H, Reſchneide. Vermöge der Eigenſchaft des Kreiſes iſt 
ABXx< AD=AK x. AH, das iſt, ABAD 
— (Ac AM AH, over, da AC=— AB genommen 
it, AB<AD=(iAB+ AH)JAH. a. 
Nimmt man AB und AC gleich der vorher durch  - 
bezeichneten. Linie, welches hier wegen des Raums nicht 
gefchehen Fonnte, und A.D fo groß ald AN in. Fig, 34. 
fo iſt AH Die gefüchte Seite AH oder BE de Trapezium. - 
Das andere Segment AR iſt hier. nicht brauchbar. 
Die Gleichung für die Linie AH in Fig. 34, hat zwar 
zwey Wurzeln oder Werthe von AH, aber nur die Fleinere 
und pofifive thut der. Aufgabe, fo sie fie hier vorgelegt ift, 
ein Genüge. WVerlängert man die G\, DA, CB über. 
A. und B Einatis,,. fo iſt in dem DBerticalwinfel von FAH 


! 
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ein Dreyeck, das eben fo die Summe dee Pgrms ABCD 
und eines andern Über AB auf der andern Seite dieſer 
Sinie ift, ald das Dreyeck AFH der Linterichted der Parme 
ABCD und ABEH iſt. Die in der Richtung von AH 
liegende Geite defjelben iſt die zweyte und negative Wurzel 
Der Gleichung für AH, oder das Gegmenf AK, das durch 
die Conftruction in Fig. 35. gefunden wird. Die parallele 
mit AB, die nun anftatt EF gezogen wird, falle Über den 
Durchſchnitspunet der Linien FA. EB hinaus, 

26. Aufg. Ein Trapezium mit zwey parallelen und 
zwey conbergirenden Seiten in ein Parallelogramm tiber 
der größern der parallelen Geiten zu verwandeln. 

Es fey (Fig. 36.) ABEF das Trapezium. Man 
ziehe AH parallel mit BE, und verlängere EF bis an H 
auf jener Linie, halbire FH inL, ziehe durch L mit ber 
Diagonale AE die parallele LD bis an Dauf AH, und 
Durch D die parallele DC mit AB, fo ift Porm ABCD 
= Trap. ABEF. 

Denn es ift vermöge der Conſtruction AADE = 
AALE. Zieht man beide von dem Dreyeck AHE ab, fo 
bleibt AHDE — AHAL, und daher Darm HC = 
AHAF, die von jenen Dreyecken das doppelre find. Von 
beiden das Trapez. HDGF mweggenommen, bleibt Trapezs : 
FGCE = ADAG, und beiderfeitd das Trap, ABCG 
addirt, Trap. ABEF = Pgrm ABCD. 

27. Das Porm ABCD wird entweder empirifch im 
das Trapezium ABEF verwandelt, wie in (24.) gezeigt. 
iſt, oder durch eine geometriſche Conftruction. Es fey 

Pgrm ABCD = Trap, ABEF, fo ft AADG= 
rap. GCEF, und AAHF Pgrm DHEC,=alfo 
AAHL — ADHE. Dadurch iff nun HL:HE—= 
HD:HA. Dietinie DC fehneide AF in G, und AL 
inK, ſo iſt DR:HL=AD:AH. Aus. beiden Pro: . 
portionen entſteht diefe ni: 
DEK:HE=AD»XHD:AH?: | 
oder DR:AB=ADXHD:AH” 
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Man ſuche zu DR, AB, AD die vierte Proportionale », 
fo iſt wie oben, 


‘PxXCHD=ZAH*®, 


aber bier ift AH die Summe von AD und DW, bore iſt 
AH ihr Unterſchied. Man addire auf beiden Seiten der 
Gleichung das Rechteck P. AD, ſo iſt 


UPxXAH=AH’+PXAD: | 
Diefe Gleichung wird ebenfalls mittelft des Kreiſes con⸗ 
ſtruirt. tan lege zwey Linien AM, AN (Fig. 37.) 
Unter irgend einem Winfel an einander‘, frage auf AM 
bie gegebenen AB, AD, und auf AN die gegebene AC, 
Balbire BD in E, und AC in F, ertichfe inE und F die, 
fenfrechten EG, FG, welche fich in G ſchneiden, Befchreibe 
Aus. G durch B und D einen Kreis, der auf AN Die AH, 
AK abſchneide, pITAH XKAK—=ABNXAD. Da 
AH=KC if, fo ift, wenn auf beiden Seiten AH: 
addirt wird. 
»  ACKAH=AH? LABXAD,. 

Nimmt man AC— AB, fo erhält man eben eine ſolche 
Gleichung , wie die vorher für AH gefundene, welche alfo 
auf die jetzt gezeigte Art durch den Kreis conſtruirt wird. 
| Die Gleichung hat noch einen Werth für AH, näm⸗ 

lich das zweyte Segment von- AC, welches aber Bier nicht 
anwendbar ift, weil die Dazu gehörige parallele mit AB 
über den Durchſchnittspunct der beiden AF, BE hinaus 
liegt. | 
Die Aufgabe kann unmöglich werden, nämlich wenn 

das gegebene Parallebogramm größer iſt als das von AB 
und den verlängerten AF. BE eingeſchloſſene Dreyeck. 
In dieſem Kalle ſchneidet der Kreis die AN nicht, & 


- 28. Die Verwandlung eines Parallelograums i in ein 
Zrapezium mit zwey varallelen Seiten gefchieht leichter auf 
folgende Urt. In Fig. 34. und 36. fen das Trapezium 
ABEF — Porn ABCD, fo.ift, wie vorher gefunden 
ward, HL:HE=HD:HA, Daraus durch Die Ber: 
bindung Der Verhältnißglieder RE 
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EL:EH=AD:AH. E3 
Da AD: AH—DK:HL if, fo iſt | 
EL:EH—=DK:HL 
oder- -EL:ED=DK:HL 


Diefe Proportion wird durch den Kreis ——— in dem 
Falle, da die zwey nicht parallelen Seiten diyergiren, wie 
in Fig: 35.5 in dem Falle, da fie convergiren, wie in 
Fig. 37. In beiden Säten fi find ig Fig. 355 37. die 
!inin AB, AD, AC, «H, ı K diejenigen, welche in 
Fig. 34. 36. die inien eD, DER, CD, HL, EL find, 
und man kann in Fig."34. die Linie PQ aus Fig, 35, 
fogleih auf AD fallen laffen, mern’ MN auf GC ge⸗ 
nommen, und der Durchſchnittspunct der beiden Linien 
in D gelegt wird. In Fig. 36. werde AM aus Fig, 37. 
'mf DC, AN auf AD gelegt, fo daß der pᷣmet A 
(Fig, 5 auf D in Fig. 36. falle. | 

Verwandelt man die obige Proporrion ir eine Glei⸗ 
chung, worin entweder EL oder HL jur unbefantiren’ 
Größe genommen, und die andere Durch jene und die geges 
bene EH- ausgedruckt wird, fo. find hier beide Wurzelu 
brauchbar, Die eine iſt EL, die andere HL, ‚welche die 
. Eonftrucrion beide giebt. 

Nachdem EL over HL gefunden find, ift es leicht 
die verlarigte Linie EF zuziehen. Man teage von A auf: 
AB eine Linie fo groß as LH feyn foll, ziehe durch den 
Endpunct eine parallele mit AK, fo ſchneidet dieſe bie AD 
in dem Puncte H, durdy welchen EF gebt, Auf ähnliche 
Art macht. man es mit ver EL | 

Aus dieſem Benfpiele fie man, daß viel auf die 
Wahl der Größe ankommt, un eine Aufgabe aufge: 
löſet wird. | 

39: Aufg. Cine & Figur, die in Trapezien mit par⸗ 
allelen Seiten getheilt iſt, in ein Rechteck zu verwandeln. 

Die Figur AacC (Tab, XL Fig. 38.) beſtehe aus 
zwey Trapejin, ABba, BCob, deren Seitenlinien/ 
Ba, Bb, Co, ſenkrecht auf ABC find, Die. gegebene 

Seite des Rechtecks, im welches die Figur zu verwandeln. 
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iſt, ſey PQ, auf der verlaͤngerten AC. Man halbire 
die Grundlinien, AB, BC, in G, H, ziehe parallel mie 
den Seitentinien bie, Gg, Hh, bis — die ſchief laufen 
den, ab; bc, ing, h. Durch g, h ziehe man die mie 
AC:oder. PQ parallelen, g ı, h2, bis an die durch Q’ 
auf PO fenfrehte -Qg. Dann ziehe man Pı, Pa, 
Ferner durdy A mit P.r die parallele Aa bis an Bb, durch 
« die parallele. «aß mit Pe, bis an Cr. -Enplich ziehe 
man durch 8 die parallele RS mit PO, und die auf PO 
ſenkrechten, PR, QS, fo ijt das .. PS gleich ber 
porgegebenen Figur ACca. | 


Das Trap. ABba ift gleich dem Rechteck von den 
Seiten, ; AB, Gg (f. Trapezium), oder AB und Or., 
Da Aa paraflel mit Pr ift, fo iſt AB: Be=PQ:Q0u 
Daber find die Rechtecke, ABX QI und PQX<Ba, 
gleich groß (12.). Ferner iſt das Trap. Bocb gleich 
dem Rechteck mit den Seiten, BC, Hh, oder BC, Qa2. 
Durch a ziehe man noch. am parallel mie PQ. Da aß 
parallel mie P2iff, fo iſt am:m?=POQ:Q2, und 
das Nechtef ann x Q2 oder BCX< Q2=PQ >x mA.: 
Die beiden Trapezien, Ab, Be, zuſammen find alfo den 
beiden Rechtecken, PQ x Ba -+-PQO><m£ß, oder dem 
PQOx CB, oder dem PQSR gleich. 


Auf biefe Art verfährt man weiter, für alle Trapeji, 
welche die Figur enthält. Die ſenkrechte Oq mag in oder. 
neben der Figur liegen. Zu der Seite PQ wird bequem 
die Höhe der ganzen Figur genommen, und zu Qgqg die 
Darauf fenfrechte Grundlinie oder eine ber mittlern Thei⸗ 
lungslinien. 


30. Dieſes Verfahren ii das Genueinfte & jur Der: 
wandlung der Figuren, befonders wenn fie viele Eleine Sei⸗ 
tenlinien, und einwärts liegende Winfel har, felbft bey 
krummlinichten Begränzungen. Lambert har ein ahn⸗ 
liches gelehrt, in den Beyträgen zum Gebrauch der. 
Mathem. 2 Th. IV. Abh. Das hier gewieſene iſt etwas 
leichter, fo wie es Maner in feiner praktiſchen Pan | 
28. IN. §. 303, vorgetragen har, 9’ J 
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31. Aufg. Zwey Parallelogramme m ein einziges 
mit einer gegebenen Seite zu verwandeln, wenn biefe kleie 
ner iſt ols die Summe der Grundlinien jener. 

Mit den beiden Grundlinien, AB, AC, der gege⸗ 
benen Parınme und derjenigen des gefuchten, BC, jeichne 
man (Fig, 39.) das Dreyef ABC. Über den beiden 
Seiten, AB, AC, zeichne man die zugehbrigen Pgrmme, 
ABDE, ACFG, und verlängere die Geiren, DE, 
FG, bis zu ihrem Durchichnirt in H, ziehe Ha und vers 
längere fie bis an BC in K. Mir HK ;iche man bie 
Parallelen, BL, CM, bisan HD und HF, und vers 
binde die Durchfchnittspunere L, M durch die gerade-LM, 
fo iff die Figur BCML cin Parallelogramın, das den 
beiden BE, CG zjufammengenommen gleich ift. 

Denn BL und EM find derfelben Anie AH par⸗ 
allel, alfo einander parallel; da fie derfelben gleich find, fo 
find fie ſelbſt einander gleich; daher iſt BLMC ein Par: 
allelogramm, und zwar liber der gegebenen BC. Ferner 
ft das Porm BE = Pgrm BH, und diefes — Porm 
BLNK, das durch die mit LB parallele HNK von 
dem Porm BM abgefchnirten wird. Eben fo ilt Parm 
CG — Porn CH, und diefes — Pgrm CMNK. 
Folglich find die beiden Poemme BE und CG fo groß als 
die beiden BN, CN, oder als das Porm BUCML. 

. Der Sas fleht in den Sammlungen des Pappus 
B. IV. S. I, 


Eintheilung geradlinichter Figuren. 


33. Wenn eine Seitenlinie eines Parallelogranms 
in irgend welche Theile gerheile.wird, und durch die Thei⸗ 
lungspunete parallelen mit den anliegenden Geitenlinien . 
gesogen werben, fo wird das Parallelogramm durch diefe 
‚nach denfelben Berpältniffen getheilt, wie jene Grundlinie 
getheilt iſt. 

33. Wird eine Seite eines Dreyecks in irgend welche 
Theile getheilt, und werden durch die Theilungspuncte nach 
dem gegen über liegenden Winkelpunete gerade Linien gezo— 


— 
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‚gen, fo theilen dieſe das Dreyeck gleichmäßig, wie bie 
Seite getheilt iſt, ein. PER ET 
34. Aufg, Ein Dreye nad gegebenen Verhaͤlt⸗ 
niffen einjutheilen, ſo daß bie Xheilungstinien mit einer der 
Seiten parallel gehen. - en 
Das Drepeck ſey ABC (Fig.:46.%, und die Theis 
lungslinien follen mit der Seite Bu parallel feyn. - Man 
jiehe durch A unter einem belichigen Winkel, eine gerade 
AD, und nehme AD AB. iefe AD theile man 
nach den gegebenen Verhaltniſſen ein, als Hier in die Theile, 
AM, MN,ND, errichte inM, N die auf AD fenf 
rechten, ME, NF, bis an den Umfang des über AD 
befchriebenen Halbkreiſes, ziehe AE, AF, und trage dieſe 
auf AB nah AE, AP, - Durd) die Puncte E, F ziehe 
man mit BC bie parallelen BEE, FF, fo theilen dieſe 
das Dreyeck ABC in drey Theile, die fih wie AM, 
MN, ND, verhalten. So verfährt man auch, wenn 
mebr ald drey Theile zu machen find. : 
Die ähnlichen Dreyefe AEE, AFF, ABC vers 
halten ſich wie die Quadrate ihrer. gleichnamigen Seiten 
(Luflives VI. 19.). In dem Kreife it AE? — AM 
> AD, und AF® = AN x AD, alfo verhalten fich . 
AE::AFP:AD®=AM:AN:AD, folglich die 
Dreyecke AEE:AFF:ABC = AM: AN: AD, 
daher auh AAEE :.Trap. EF: Trap, FC== AM; 
MN:ND,. — a 
35. Aufg. Ein Dreyeck nach einen gegebenen Ver⸗ 
bältnifje einzurheilen, fo daß die Theilungslinie durch einen 
gegebenen Punet gebe, den | | 
Das Dreyeck (Fig: 41.) fey ABC, der gegebene 
Punct D. Man-theile eine der Seiten, ACT, nad) dent 
egebenen Verhaͤltniſſe in E, und ziehe BE, fo iſt dad 
reyeck BAE (oder auch das BOE) in ein anderes ihm 
Hleihes, MAN, zu verwandeln, defjen vem WB; A (oder 
dem W. C) gegen über liegende Seite durch den Punct 
D gehe. Es ſey gefchehen, was verlange wird, und das 
Dreoyef MAN dem BAE gleich. Matt jiehe DE 
parallel mit AB, fo ift, twegen der gegebenen Inge des 
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Punctes D, ſowohl DF als AF gegeben, Die Gleich⸗ : 

heit ſenn heiben Dreyecko giebt die Proportion, 
AM:AB= AE:AN, 


und bie prall Lage der AM und. DF BR 
FD.:AM = NF:AN; 


ae iR. ee 
“ "FD: :AB=AENNF: AN®, - 
Man nehme zu FD, AB, AE die vierte Proportiönäle 
P, ſo iſt | 
Pay AE: P=AEXNF: AN“. 
Dafeeif, wiein (25.), :' - | 
PX NF=AN®. . ..02% 
In dem Falle der Figur iſt P>x AN AN: +P 
x AF. Diefe Gleichung wird eben fo conftruirk, wie die 
in (27.). Die Linie AN hat zwey gleichnamige: Werte, 
und die Linie MN hat dadurch zweyerley Sagen in dem 
Winfel BAE. Es fann aber der Punct N uber C hin: 
aus fallen, und alsdann wäre der zugehörige Werth von 
AN für die Aufgabe, fo wie fie vorgelegt: ift, nicht brauch: 
bar, aber wohl für die affgemeinere, in einem gegebenen 
Winkel ein Dreyeck zu zeichnen, das einen gegebenen 
Inhalt hat, und deſſen jenem Winkel gegen uͤber liegende 
Seite durch einen gegebenen Punct geht. 


Wenn der Punct D nicht innerhalb des Winkels 
BAC liegt, in welchem das Dreyeck gezeichnet werden fell, 
fo bleibe zwar die Öleihung, PxX.NF—= AN’, aber 
es iſt P.X-AFZ AN? HPX AN. Diefe Gleis 
chung mwird eonſtruirt ‚ wie die in (25.). Die Linie AN 
hat hier zwey ungleichnamige Werthe. Das zweyte 
Dreyeck liegt. in dem Verticalwinkel von BAC. Hier ift 
die Conſtruction immer möglich, der. Inhalt des in ben 
Winkel. zu legenden Dreyecks fep groß oder Flein: allein 
in dem Kalle der Fig. 41. fann die Eonftrucrion unmöglich 
werden, wenn der Punct D fo liegt, daß jedes Dreyeck, 
wie MAN, deſſen Seite M.N durch D gebt, größer ift 
als der gegebene Flächeninhalt. Diefes lehrt auch bie 
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Theorie ber. Gleichungen vom zwenten Grabe, , Damit bie 
Conſtruction möglich ſey, muß — —>P'x'AF fenny 
ober P>4AF,, das ft AB X AE > 4FDXAF. 
In ber Algebra von Wallis, Kap. 70: ift eine Auf⸗ 
[öfung des zweyten Falles diefer Yfgäbe,' daD außerhalb 
des Winkels BAC liegt, eingerückt. Sie if don Tho⸗ 
mas Gtrode, nicht fo einfach wie "die ‚hier ‚gegebene, 
und kann feheinbar unmöglich werden. " 
| 35°. Hieraus ergiebt ſich auch die Nufföfung der Auf⸗ 
gabe, ‚ein Trapezium in ein, anderes, bon demfelben Inhalt 
jr. verwandeln, fo daß eine, Beite des [egtern durch einen 
gegebenen Punct. gebe... Das Trapejiutn. fon BECGH 
(Fig, 41.), der gegebene Puncr, D. ‚Man, perlängere BH 
und Es bis zu ihrem Zufammentreffen.in A, iind con 
ffruive, A der vorigen Aufgabe das Dreyeck AMN, wel: 
gr Srenerk ÄBE. ‚gleich ſey, To, iſt Trap. MNGH 
Trap, BEGH.. 
n.dem Kalle, da BH. und FE parallel ſi nd iſt 
die Au ſehr leicht... ‚Die Linie NDM geht alsdanũ 
durch die Mitte bon. BE, 
36. Aufg. Ein, Teapezium mit sven parallelen 
— nach einem gegebenen Verhaltniſſe durch eine mit 
nen parallele zu theilen. 
Das gegebene Trapezium ſey ABCD (Fig. 
Das. „ab; ufchneidende ABEF, ihr Berhaltniß fey m.;.n. 
Man hehe mie BC die parallele AG, welche EF in u 
ſchneide, halbire DG in K, und siehe, AR; fo halbirt 
dieſe die FH in L. Ein Trapezium mit zwey parallelen 
Seiten iſt gleich einem Rechteck, deſſen eine Seite, die 
arithmetiſch mittlere wiſchen jenen beiden Seiten, die 
andere ihr Ab Hand it. Nun iſt OR die arithmetlſch 
tlere ; wilchen, CG und CD, oder zwifthen AB, und 
er ſo Al BL: zwiſchen AB und Er ift,, Die Hohen 
Beiden Zrapezien ‚oder die Abftände ihrer parallelen Ä 
gie, verhalten fih wie AR und AL, oder wie KG 
— — alſo verhalten ſich die beiden Traͤpezien wie 
— x B6:EL x LH. Man mache die Proportion, 
‚Min CH; RM, jo CK: AM=CKXKG: 
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ELXLH, und daher RMXRG—EL > LH, 
ver KMXKD= ELX.LH. 
Dieſe Gleihung wird sie die in (25.) conſtruirt. 
Man nehme. auf det verlängerten AK von K aus KN 
—zZSAR Im EM), balbire DM in P und KN in Q, 
errichte in. P und‘ Q, auf DM und KN, die fenfrechren 
PO, QO, welche fih in O ſchneiden, befchreibe aus O 
durch die Puncte D, M einen Kreis, welher AN in R 
und S ſchneidet, fo iſt AR EL, und KS = LH. 
Nun nehme man auf AB von A.aus den Theil AT—KS, 
ziehe parallel mit AK die TH, welche ‘AG in Heſchneide, 
und ziehe durch H mit AB die parallele. EHF, ‚fo iſt dieſe 
die verlangte eilungslinie. 
Denñn es iſt KM x RD KRRX Ks, alfo ijt 

AR x KS—=EL»X LH. Der Unterſchieb ber beiden 

Rund KS (oder KR und RN) it KN oder‘ EH. 
Diefes iſt auch der Unterſchied Der, beiten EL ind LH; 
da her iſ KR=EL, und Ks LH,. Denn auf jeder 
Ebern durch K gelegten Chorde des Krelſes iſt der Unter⸗ 
ſchied ber Segmente größer oder kleiner als der. tInterfchieb 
von KR und K$,. oder als der von EL iind TH, . 
gr, Auf 1 Von einer vielfeifigen Figur ein Stuck 
gbzuſchneiden, das einen gegebendn Inhalt hat, und inner: 
Halb der ganzen Figur durch zwey gerade Linien brgränge 
wird / Die, durch· einen gegebenen Punet gehen, und bei 
eine der Sage nach beſtimmt ift. ' 

Die Yulgabe iſt die nurgefehrte von der, cite gerad» . 

linichte Figut in ein Dreyeit zu verwandeln. "Ar einem 
Beyſpiele laß ſich das Verfahren hinreichend zeigen. Es 
Ten (Fig, 43), ABCDEFG ein Theil von.dem Umfaͤnge 
‚ ‚einer Figur, in welcher P der Punet iſt, Durch welchen 

‚bie beiden begränzenden Theillinien ‘gehen follen, und PA 
ſey die gegebene berfelben. Über ver PA in dem Winkel 
PAB errichte man das Dreyeck PAa, das dem abju« 
fhneidenden Stücke gleich groß ift. Durch a ziehe man 
mit PB bie parallele ab, welche der verlängerten Seite 
‘der Figur BC in b Begegrie; durch b die paralleld bc 
"mit PC, welche die verlängerte Seite CD in « treffe; 
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durch eimit PD die parallele \cd, welche die Seite DE 
felbit in d ſchneide. Durch piefeh Punct d und P ziehe 
man die Pd, fo it PABCHAP. dem Droyaf PAa 
gleich groß, und ift alfo das Stüd, welches von P aus 
abgeſchnitten werden ſoll. 

Es wird kaum nöthig ſeya zu bemerken daß APbR 
— Paß; ferner APoC me: APbCz dann APdD 
— APGD. Dadurch iſt nach und nach das: Dreyeck 

P Aa in die Figur PARCDAP verwandelt worden. 
| 38. Auf diefe Art kann man eine geräplinichte Figur 
aus’ einem Puncte innerhalb derſelben, oder auf ihrem 

Umfange, in irgend eine Anzahl Theile nach gegebenen | 
Berhältniffen eintheilen. Es fen (Fig. 43.) ARCDEGA 
ein Abſchnitt der ganzen Figur, worin P Ber'Theilpunck, 
und. PA die erfte Theilungslinie iſt. Uber PA in dem 
Winfel A errichte man das Dreyeck PAa, fo groß als 
der Theil, der an PA liegen ſoll, und veduäire daffelbe 
“auf die Figur in PABCDdP. Nun iſt Pd die zweyte 
Theilungs linie. Auf dieſer in dem Winkel PAE errite 
man ein Dreheck fo geoß. ald der zweyte abzufehneidende 
Theil, und teducire es auf bie Figur. So fahre. man fort, 
bis der letzte Theil übrig bleibt. 

739. In ver Ausübung wird gewohnlich — 
— die Theilungslinien eines Feldes parallel oder nahe es 
ſeyn. Auch müſſen ſie ſich oft an einer langen Seite des 
ganzen Feldes eudigen. Hier iſt ein Beyſpiel, wie dieſes 
bewerkſtelligt werben mag. 

40. Es ift (Fig, 44). die Figur ABCDEFNX in 

drey Theile, deren Verhaältniß gegeben wird, zu teilen, 
fo Daß die Theilungslinien an; der Seite AF. fih endigen. 
Die Figur: werde: juerfk in ein: Dreyeck FAP verwandelt, 
Die Seite AF theile man nach den gegebenen Berhälte 
niſſen ein, der Folge der Theile libereinſtimmig, nämlich 
in die Theile AG, GH, HF, und ziehe GP, HP. 
Darch .diefe wird das Dieyedl APF nach ben gegebenen 
Verhaltniſſen eingeteilt.  :Mun verwandle man das 
Dreyeck GAP in das Trapezium ARRG. Die mit 
BG parallele PR triffe hier die Seite der Figur BU in. 
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Man ziehe GR, fo iſt GK. die erfte Theilungslinie. 
Diefe verlänaere man bis an Die durch P mit AF gezogene 
Parallele PV in:Q, und jiehe HQ, fo ft AGQH 
— AGPH. Jenes Dreyed werde nun in das Fünferf 
“ GKCLH berwandelt, auf die in (37.) gewieſene Art. 
Mämlich mit HK wird Qc parallel bis an die verlan⸗ 
‚gerte BE gezogen, und mie HC die parallele cL, welche 
‚Die Seite CA) in L fchneidet, Go ilt HLdie zweyte 
. Zheilungsligiei. Der Übrige Theil. der Figur, namlich 
‚HLDEF. it nun dem Dreyeck H,PF gleih. Auch hier 
werde die Theilungslinie HL bis an die mit A F parallele 
FV verkingent, amd FR grjogenzifo it AHPF — AHRF. 
Mit: F Lojiehe man parallel'vie R.d: bis. an die verlängerte 
‚ED; daun mit ED Die varallefe AE, melde die Seite 
ED in / dein · Endpuncte E trifft, wo die Seite FE fi 
anſchließt· Alſo iſt Das Fuͤnfeck HLDEF gleich dem 
Dreyeck FRH, d. i. dem HPF.: Die ganze Figur iſt num 
in Die berlangten drey Theile auf die verlangte Art getheilt. 
2». Jede gefundene Theilungslinie wird bis an die mit 
der Grundlinie der Figur gezogene parallele P V verlängert, 
‚und anıden Durchſchnitt mit derfelben von dem nächſten 
Theilungspuncte der Grundlinie (vorher der AF). eine 
‚gerade Linie’ gezogen; Das Dreyer, Das zwifchen diefen 
beiden an PV gezogenen, und der Theillinie der Baſis 
enthalten iſt, wird in eine viers ober mehrſeitige Kigur 
aber. der. Theillinie der Baſis verwandelt. Solchergeftalt 
ijt jede Theilungslinie die erſte Seitenlinie einer neuen 
Figur, bey welcher daſſelbe a ig wie im Anfange, 
wiederholt wird. 

41. Die Theilungslinien einer Figur in der Inge zu 
‚sieben, wie in der vorhergehenden Aufgabe verlangt ward, 
lehrt E. H. Wilke in der neuen und erleichterten Me⸗ 
thode, den.kinhalt geradlinichter Flächen zu Anden, und 
dieſelben ohne Rechnung einzucheilen. Halle, 1757. Aber 
ſein Verfahren iſt nicht ſo einfach als das hier gewieſene. 
Das Neue in feiner Schrift gehöre dem Göttingiſchen 
Aftronomen, Tobias Maper, der fein Lehrer-in ber 
‚praftifchen ‚Geometrie — war, welches der Verfaſſer 
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-aber nur andeuter, nicht beftimmf angiebt. Er ward des⸗ 
wegen einer literarifchen Entwendung in den Gottingiſchen 
Anzeigen befchulaigt, wohegen:er fich in dem Anhange zu 
einer andern Schrift, neue Brundfäse der praftifchen Geo⸗ 
metrie, Halle, 1758. vertheivigt. "Mayer hat über die: 
Verwandlung und Eintheilung geradlinichter Figuren ber 
Goͤttingiſchen Societät der Wiflenfchaften eine Abhand⸗ 
Jung vorgelegt, die aber in ihren Sammlungen — 
erſchienen iſt. 

42. Die Linie AF kann auch eine gerade Linie fem, 
die innerhalb einer Figur fo gezogen ift, daß diefe zwifchen 
ein paar duch ihre Endpuncte gezogenen parallelen: ganz 


enthalten iſt. Theile man die beiden Theile der ganzen 


Figur, welche an beiden Seiten von AF liegen, nach 
denfelben Berhältniffen in einerley Ordnung ein, fo floßen, 
bie gleichnamigen Zheilungslinien auf‘ AF: zufammen, 
Statt zweyer folcher kann man leicht eine einfache ziehen, 
‚die eben ben, Theil abfchneidet, wie jene. = 
\ 434 Nachdem. eine Figur ſo getheilt iſt, daß die Thei⸗ 
lungslinien ſich außer der F Figur ſchneiden, ſo kann man dieſe 
mittelſt der Auflsſung der Aufgabe (22.) in parallele Linien 
verwandeln. Z. B. in (Fig. 44.) wird nad) der Vor⸗ 
ſchrift daſelbſt das Viereck ABKG in ein Trapezium. ber: 
wandelt, worin die veränderte Seite der AB parallel 
iſt, ohne den Inhalt zu veränderh. In dem Fünfeck 
GKCLH gebdenfe man fih duch C eine parallele mit 
AB,-fo giebt diefe mit CL, LH und dem anf HG 
abgefchnittenen Stüf ein Viereck worin die Lage der 
Seite LH mit einer ber AB parhllsken veetauſcht wer⸗ 
den mag. 

44. Ein — Verfahren ift Folgenes. Man 
habe die vorgegebene Figur durch parallelen aus jedem 
Winkelpuncte mit einer ſchicklichen Seitenlinie in Trapejia 
getheilt. Dieſe ſind nach der Reihe in Mechterfe'iber einer 
gegebenen Grundlinie verwandelt, nach (29.). Die abzu⸗ 
ſchneidenden Theile ſeyn auch durch Rechtecke über derſelben 
Grundlinie gegeben, Soll nun die Figur in gewiſſe Theile 
geheilt werben, ‚fo nehme man zu dem erſten derjelbe fo 
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viele auf einander folgende Trapezien von der dazu beſtimm⸗ 


ten Granze an, Daß der Unterſchied von dem abzuſchnei⸗ 


denden Theile Fleiner ſey als das nächfte Trapezium. In 
dieſem errichte man über der gemeinfchaftlichen. Scheis 


dungslinie defjelben und des nächften: jener erftern ein 


Rechteck fo groß als der Überfchuß des erften Theils der 


Figur über jene Trapejien iſt. Da diefer Überfchuß durch 


ein Rechteck über einer andern Grundlinie gegeben wird, fo 


muß diefes in jenes verwandelt werden, entweder nach 


(9, oder 13.) oder durch Rechnung. Die Höhen verbal: 
.ten ſich umgefehrt wie die Grundlinien (20.): Das Rechteck 
‚wird in ein Parallelogramm verwandelt, Das mir dem Tra⸗ 
pezium einen Winkel an der Grundlinie gemein Hat, und 
"darauf. nah (235. oder 27.) in ein Trapezium mit zwey 
‚parallelen Seiten, wenn man fich nicht: der eimpirifehen Eon: 
ee in (24) bedienen will. 


Bon der erſten gefinidenen Theilungslinie an ſchneidet 
man nun den zweyten Theil auf diefelbe Are ab; von der 
zweyten Therlungslinie an den dritten. Cheil u. f. bis au 
dem leßten. 

Soll eine Theilungslinie durch einen a Punet 


gehen, ſo wird dieſes durch die in (35* ) gewiefene Eon: 


firuction bewerkſtelligt. 
45, Noch ein, bequeimeg Mittel, ein n Tranezium mie 


zwey parallelen Seiten, das einen gegebenen Juhalt har, 


zu zeichnen, iſt t folgendes, die Berwandlung eines Dreyecko 


„in ein folches. Trapezium. 


Es fey ABC (Fig, 45:) das gegebene Dreyheck, und 
dns — ABDE, worin ED parallel der AB, 


demſelben gleich Die Geite AB mit den beiden anliegen 
den Winfeln: defjelben find gegeben, Die Geife ED 
ſchneide BC in F, ſo iſt, dba AaCEF—=BDF gefest 
„wird, EB+ FG FE: FD. Mar ziehe CG parallel 


Mit, AB bis an Die verlängerte BD in G. Aus jener Pro: 
en iſt durch Verbindung der Glieder, 9 
- BO: ® F=DE:FE 
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Da nun “u, wegen ‘der Harallelen AB, ED, es, J | 
B: BFCG FD 

| und. ER ge; 'FC=ÄB:FE 


it 


F 


"AB; FE DE:DF | 
. FE; DEZDF:; G 
und daraus | J 
| ABıDE=DE:CH, 
oder DE ift die mittlere proportionale jwifchen AB und 
CG6.: Nachdem dieſe gefunden iſt, trage man fie auf AB 
bon A nad) H, ziche HD parallel mit A C big. an BG. in 
D, And daſch D: die patalleke DE mit AB, fo fe bas | 
Trap. ABDE dem Dreyeck ABC gleich. 


46. Ausfuhrlichen Unterricht von der — 
‚und Thzeilung der Figuren finder man in J. T. Mayers 
Unterricht zur prafrifchen Geometrie, IE. Th. 27. u. 29. 
Kap. Des. Alt ern. Mayers Methoden find, wie ſchon 
vorher bemerkt, in Wilkens Schrift: Methode ven 
"inhalt geradlinichter Flachen zu finden, enthalten. Dieſe 
Schrift hat auh Bohm benutzt in ber Anleitung zur 
Meßtunſt auf dem Selbe, Vi Cap. ©, i20— 188. wo 
das Verfahren durch Beyſpiele Bucchgeßenps erläutert wird, 
Zur praftifchen Anwendung für wenig Geuͤbte iſt dienlich: 
Anweiſung zu Felder⸗ und gandrheilungen, von Vollim⸗ 
BOab. Hannover und Leipzig 1773. 134 ©. ing. mit 
Schulze hat in feinem Tafchenbuche zu Anwen⸗ 
— ber, Meßkunſt (Berlin 1782.), Th. J. 9.425 — 
451. die Verwandlung und Theilung der Tiguren umſtand⸗ 
lich vorgetragen, verſchiedenes auf eigenthimliche 2. (= 
Lambert hat gezeigt, wie Figuren in gleich große 
Rechtecke zu verwandeln ſind. Beyträge zum Gebrauche 
der Marhematif, "IE pr ate Abh. Auch hat Alb, 
Euler in dem V. Bande Ber Abhandl. der Banyeriſchen 
Akademie einen Aufſatz über ‚vie Dheilung dev: Figuren 
geliefert... ..-i 
In — ——— ot geometrieis 
authore Ludolpho a Cenlem, Tiugd. Bat. 1615. 
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ſind ſchon wancherley Aufgaben über die Verwandlung und 
Theilung der Figuren enthalten. 

Anweiſung, die geradlinichten Figuren nach einen 
gegebenen Verhaltniß * Rechnung zu theilen, Frft. u. 
Leipzig 1776. iſt eine Überſetzung eines Abſchnittes aus 
Ozanam Cours de Mathématique, T. III. 

Eine Schrift von le’Clere, traite de indie 
fur le terrain, die dejjen Geometrie pratique, Am- 
ſterd. 1694. beygefügt iſt, enthalt die Lehre von der Ein⸗ 

theilung und Verwandlung der Figuren ſehzr gut vorgetra⸗ 
gen, nach d'Alemberts Zeugniß in dem Dictionn. u 
clop. Artiöle, Geodehe. j 

Der gegenwärtige Artikel: wird. zur beffern Überfichr 
der Merhoden und zur Birganzung dienen. : Die bier in 
(22 — 285) ‚gegebenen: brauchbaren } — * 
bey ben ... — — 


Berwanbtäng und Theilung der Figuren 
| duch Rechnung... 


47. Serablinichfe ‚Signren“ durch Mechnung ausju: 
eſſen, zerlegt man ſie in Dreyecke. Der Inhalt eines 
ER, wird Durch das ‚halbe Product aus der Grundlinie 
in die Höhe ausgedrückt, wobey das Quadrat der Langen⸗ 
Einheit, die Flachen⸗ Einheit iſt. Oder man bedient fich 
ber Formel aus dei drey Seiten den Inhalt zu finden. 
(Drop, 34.) Zwey Dreyecke mir einer gemeinfhaft: 
lichen Seite geben ein Trapezium. Dieſes wird 'ausge- 
druͤckt durch das halbe. Product aus der'einen Diagonafe 
‚in bie, Summe der darauf gefällten Petpertbifel, | 


>48 Am bequemſten iſt es, bie F Figur in Krapsgien 
‚mit parallelen Geiten zu zerlegen, wie die in Fig. 46. 
‚gezeichnete, worin Dure gr Winfelpuncze, »arallelen mit 
Der einen. Seite AA gejogen In ‚Die: äußerjte Seite 
FF iſt hier auch der AA parallel, Nat deſſen auch ein 
——— vorhanden ſeyn MAG ini 


. 
e ER Wü, — Br A DE 5 2 5 PS, 1 
4 


Figur 237 

Der- Inhalt eines Trapezium mit zwey parallelen 

Seiten iſt das halbe Product aus der Summe derſelben 

in ihren Abſtand von einander. In der gezeichneten Figur 

ziehe man auf AA eine fenfrechte in a, welche die paralles 

Ten in in b, “ d, e,f — Der inhalt bieſer Jigur 
— ab} BB.ac + EG, bd BY DD.ce 

+ EE.df+ FF! ef) 


x 49 "Wenn die Abftände der Parallelen alle von der 
erften ‚AA angenommen tperden, fo iſt der Ichan ve ber 
Figur = | | 
J(AA — ee ab + (BB — DD) ac 

-+ (CC — EE)ad + (DD — FF) de 
+ EE.af + FF.af). 
Es ift nämlich bd = ad — db; ce = ae ao; A 
d=af—ad; ef ⸗ af — ae 
Wo Die größern der parallelen von der kleinern abzu⸗ 
ziehen iſt, da wird das Product des Unterſchiedes in den 
Abſtand von der erſten ſubtractiv. 


50. Hat die Figur irgendwo mehrere kleine Seiten 
nad einander, fo ſchneide man dieſe durch eine gerade Linie 
zwiſchen den Endpuncten der äußerftenu nter ihnen ab, und 
berechne die Släche zwiſchen ihnen ai diefer Linie Sefane 
ders, durch Zerlegung in Fleine Zrapezien ; die wegen ber 
Eleinern parallelen und. Abſtande leicht berechnet werden 
fönnen. | 

Auf diefe Art werben felbft die — krumme Sinien 
begränzten Abſchnitte der Figur nahe genug berechnet wer⸗ 
den fonnen. 

51. Die Eintheilung der Figuren wird am be⸗ 
quemſten bewerkſtelligt, wenn ſie in Trapezien mit zwey 
parallelen Seiten bey der Berechnung des Inhalts zerlegt 
worden ſind, wie dies ſchon oben 44 gezeigt iſt Es 
iſt nur hier noch anzugeben, wie die Lage einer Theilungs⸗ 
linie, die mit der gegebenen Seite, ſo wie dis andern durch 
die Winfelpuncte gejogenen, auch parallel feyn foll, durch 


238 7 Figur 


Rechnung gefunden wird, ober wie ein gegebenes Rechteck 
in ein Zrapezium mit zwey parallelen Seiten, worin die 
eine derſelben mit den anliegenden Winfeln gegeben ift, 
verwandelt wird. Die Aufgabe iſt oben (25. 27.) geo⸗ 
metriſch aufgeloſet. 

Es fen in (Fig. 34.) das Yarallelogrammt ABCD. 
gleich dem Trapejium ABEF, :worin die Seite EF der 
AR parallel ift. Man fege AB=a, die (hier nicht ae 
gedruckte) Höhe des Porms — h, bie Geite des Traper 
jiun, KEE—a-+ 2y, bie Höhe S x, foift (a+y)x 
ah. Die verlängerten CD und AF ſchneiden ſich in 
6, es ſey DG ab, pifhix=b; 20 und 


ya. Alſo ift 


Ä h hh 
oder Eu un 


Die Wurzeln diefer quadrarifchen Gleichung find 

* aahh ah 

* —— u 

— vN i m) ab 

Die negative Wurzel bier nicht gebraucht werden. 
Die bequemſte Kornı ber pofitiven Wurzel if, 


= (vi — | 


Wenn die beiden Seiten, AE, AF, conbergiren, 
wie in Fig. 36. fo iſt b negativ, und, b abfolut genommen, 


. ‘= > (G-vu-®): 


Iſt bi 2 4a, fo wird das Trapezium zu eitterh Dreheck, 
Hobe == = 2H iſt. Für die —— Aufgabe iſt 
2h 


ie a > 2 und x< ah, — < = pn? odet 


x f z Be 7 
1 eg) : 
» 
ö 
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ah — he, 
x — Darum muß die Wurzelgrüße das Vorzeichen 
— bekommen. Die zweyte poſitive Wurjel iſt für Sie 
gegenwärtige Nufgabe nicht anwendbar. | 


52, .Erempel. In dem Trapezium AB. (Fig. 46.) 
fey AA — 216 Ruß, BB == 36435 der Abſtand beider 
Seiten = 246, alfo der inhalt — 69600 Quadratf. 
Es fol ein Stück, 34800 Quadrat; groß abgefehnitten 
werden... 0. ae | an Ball 
2900 ° 


— * 





Hier iſt a 216 ahz=34800, alſo h 
Die Linie ar. ab zu finden, ziehe man in dieſem Abſtande | 
don AA eine parallele, oder man fuche b durch Nechnung, - 

2900, _ | | BR 
da 240: — —— t3b=>74:bift. Dieſe 


29006174 37 

Proportion giebt b = Mint ke = De. | 

A 18 + 240 27:4 
44537, _, Yııg7 


| == und 
27 + 216 ‚5832 


b 
Alſo 1 + * 214 
—00— — 
v(ii+ =)= 1,385613, mit Hüilfe dev Loga⸗ 
1 11297 = .4,0491017 
‚ 1- 5832 = 3, 7658175 
Unterſch. = 0,2832842 
Hälfte == 0,1416421 , 
24800. 54 


Dun iſt x = X 0,3856 
s | N 145.37 ar 3 


__ 3879200 er F 
a. * 05385613 8 135,071: 4 


N ei 
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. 1 1879200 = 6,2739730 
1’0,385613 = 9,5861517 
S. 15365 == 8,7295697 
log x — 2, 13055 50. 
Das Exempel iſt in Mayers prakt. Geom. III. G. 308. 
nach einer andern Formel berechnet. Das u iſt 
vollkommen daſſelbe. 

53. Soll die Theilungslinie durch einen gewiſſen 
Punet des Umfangs gehen, ſo ziehe man durch dieſen 
Punct eine parallele mit der Grundlinie der Figur, berechne 
den durch dieſe parallele und eine der nächſten parallelen 
erhaltenen Abſchnitt, und lege auf der einen Seite jener 
Linie noch ein Dreyeck zu, oder ziehe auf der andern ein 
ſolches ab, das mit jenem Trapezio den verlangten Inhalt 


gebe. Die Hohe dieſes Dreyecks wird durch die gezogene 


parallele und den inhalt des Dreyecks gegeben. 

54. Don der : Berechnung des Inhalts einer vier: 
oder mehrfeitigen Figur aus: den gegebenen Seiten und 
Winkeln, oder der unbefannten Seiten und Winkel ſ. den 
Artikel, Polggonomerrie 


— 


Ähnlichkeit geradlinichter Figuren. 

55. Ebene und geradlinichte Figuren ſind aͤhnlich, 
wenn die Winkel der einen den Winkeln der andern, in der 
Ordnung wie fie auf einander folgen, gleich, und die Ver: 
hältnifje ber zwiſchen dieſen gleichen Winfeln liegenden 
Seiten biefelben find. 3.8. in den Fünfecken Fig. 47. a 
und 47. b, find die Winfel A=a, B—b, C—c, D=d, 
Ee, und 8 itAaB:RC=ab: be; BC:;cD= 
be:cd; CD: DE ==cd:de; DE:EA==deiea. 
Dadurch find diefe beiden Figuren einander ähnlich. 

Die zwiſchen den gleich geordneten Winfeln liegender 
©eiten der ähnlichen Figuren heißen gleich hamig e 
(latera homologa). 

56. Einer gegebenen Figur eine äßnliche zu — 
zerlege man jene in Dreyecke, und zeichne diefen ähnliche 
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und ahnlich gelegte Dreyece, wobey eine Seite der Figur 
willkührlich angenommen wird, wenn fie nicht gegeben iſt, 
wie in Fig.47., a,b, wo bie mit. gleichnamigen Bud: 
ftaben bezeichneten Dreyede ſich ahnlich, und die fo bezeich« 
neren Winfel fich gleich find. Durch dieſe Conftruetion 
find die Winfel der zweyten Figur denen der eriten nach 
ihrer Ordnung gleich. Es iſt ferner. = 
.AB:AC =mab:ae. 
- "AC: CD act cd. 
alſo AB: CD 


| ei ech" | 
| Eben fo ft o ,CD:DE==cdide 
- Daher. ‚AB:DE= ab.: de. 


So erhellt, daß in jedem Kalle die oifiben ben überein: 
ſtimmigen Winfeln beider Figuren liegenden Seifen sinsslen 
Berhältniß haben, daher die Figuren ähnlich. find... 

57. Die Seiten AE, BC ſeyn in M, N Aeib⸗ 
mäßig getheilt, wie bie gleichnamigen Seiten ae, ba.per 
‚abnlihen nm, n, ſo daß AM: AE =zam:;ae, und 
BN: BC == bn:be ift, Dadurch find die geraden MN, 
mn, in beiden Figuren ähnlich liegende, und theilen beide 
gleichmäßige in, fo daß die Figuren MABN, mabn 
äbnlih, und MEDEN, meden es gleichfalls find. 
Denn die —8 AM:AE:AB:BC:BN 
find deren am. :ab : be : bn nach ihrer Ordnung 
gleich, daher find "bie daraus zufammengefegten Verhält⸗ 
niffe AM: AB:BN denen am: ab: bm folgeweife gleich, 
Es werden MB und mb gezogen, fo find die Dreyerfe 
MAB, mab ähnlich, und die Winkl ABM, abm find 
glei, daher bie Winfel MBN, mbn, Nun find . 
MB:AB:BN wie mb ; ab; bn, folglich finb die 
Dreoyefe MBN, mbn ähnlich; die W. BNM, bnm 
ſind fih gleih, und es iſ MN: NB== mn: nb 
DaNB:AB—nb:ab, pi MN; AB==mn:ab. 
Die Figuren MABN, mabn, bie aus den ähnlichen 
Drepecten gleichmäßig jufansmengefetst find, ſind ähnlich. 

58. Wenn die abgeſchnittene Figur mehr als zwen 
Dreyecke enthält, fo ift der Beweis derfelbe, In a 
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Aandern Theile der Figur ziehe man die Dingonalen MD, 
MC; md,mo. Es ſind ME:AE:ED:DC:CB:CN 
nach Der Ordnung wie me: aa:ed: de: cb:cn; alſo 
:ME:ED:DC:CN wie me :ed:dc:;cn. Daßer 
ſind erſtlich die Drepecke MED und med ähnlich, und die 
Winkel EDM, edm, fich gleich, alfo auch die m 
MDC, mdc Da’MD:DE:DC wie md: de: 
find, fo t MD: DC = md: dc, und Die ee 
MDC, mde find ähnlich Alſo it MC: CD=mc:cd. 
DacD:CcNz cd:cen if, ſo EMC:CN = 
mc : cn; dadurch, und durch die gleichen Winkel MCN, 
men, find die Dreyecke MCN, men ähnlid. 

59. Man ſieht hieraus, daß die Ähnlichkeit: zweyer 
Figuren dargethan iſt, wenn erwieſen ift, daß die gleich⸗ 
geordneten Winkel bis auf zwey in beiden ſich gleich, und 
die zwiſchen jenen liegenden Seiten, bis auf die zwiſchen 
dieſen beiden liegende, gleiche Verhältniſſe haben, fo wie 

iguren gleich find, wenn die Winfel beider nach ihrer 
Rolge bis auf zwey, und die Seiten auch nach ihrer Tolge 
bis auf die zwifchen jenen Winfeln liegende als glei) 
erfannt find. 

60. Figuren find ähnlich ‚ wenn erwieſen iff, daß 
Die gleichgeordneten Winfel in beiden fich gleich, und daß 
die Verhältniffe der zwiſchen ihnen liegenden Seiten, bis 
auf zwey an einander ftoßende, diefelben find. | 
| 61. Auch find Figuren ähnlich, von welchen erroiefen 
iſt, daß die gleich geordneten Winfel, bis anf drey nach 
‘einander folgende, fich gleich, und daß alle gleich geordnefe 
— — Verhältniſſe haben. 

. In den ähnlichen Figuren ABCD, abcd 
(Fig. As a. "b.) baben die Puncte M, m, ähnliche Lagen, 
wenn+die Sinien, welche von denfelben nach den Winkels 
puneten gejogen werden, nach ihrer Folge einerley Wer: 
hältniſſe haben, und die Winkel derſelben in beiden über— 
einſtimmig find. Iſt der Punet M in der einen Figur 
gegeben, fo mache man in der andern das Dreyeck amb 
dem AMB a und es bat m eine u lage 
mit M. 


„ 
Figur 248 

Denn es if, wegen der Ähnlichkeit der Figuren, 
AB:BC=ab:bc. Die beiden ähnlichen Dreyecke 
‚AMB, amb geben die Proportion MB: AB —mb: ab, 
woraus und aus jener folgt MB: BC —= mb: be. Da 
die Winfel ABC, abc, und auch ABM, abm gleich 
find, fo find die intel MBC, mbc‘ gleich, und bie 
Dreyefe BMC, bme find äßnlich. Folglich iſt 
. MB:MC = mb: mc, und die Watet ben M, m 
find fich gleich. Daſſelbe wird von allen um M und m 
. gelegten Diegesfen erwieſen, ſo viele Seiten auch die Figur 

haben mag. 

"63. in den ähnlichen Figuren - ABGD, abcd 
(Fig. 49. ab.) feyn M und m, Nund ähnlich liegende 
Punkte; ; fo’ ſind die Dreyecke über den dinien MN, m, 
deren Spigen in die gleichnamigen Winkelpunete der Figur 
fallen, aͤhnlich, und es iſt MN ju einer der Seiten, als 
AB, wie mn ju ber gleichnamigen Seite ab in ber 
andern Figur. | 

Denn wegen der ähnlichen Sage der Puncte find die 
- Dreyede AMR und.amb, ANB und anb ähnlich. 
Daburh it AM: AB = 'am: ab, und AB: AN 
—ab:analfo AM:AN = am:am. Degen ber 
gleichen Winfel MAB und mab, NAB und nab ift W. 
'MANz==man. Folglich find die Dreyerfe MAN, man 
ähnlich, und fo find auch die’ fibrigen über MN und mn 
conſtruirten Dreyecke, deren der MN und mm gegen über 

Tiegende Spigen in Die Binfelpuncte der Figuren "fallen, 
ähnlich, in der Ordnung, wie fie aufeinander folgen, 
genommen. Dun it MN: AM = mn:am, und 
AM:AB=am:ab: Daraus entſteht die Proportion 
MN: AB=mn:ab. So ift auch MN:BC = | 
mn : be, und auf gleiche Art für die uͤbrigen Seiten. 

64. Umgekehrt, wenn die Dreyecke man, mbn, 
men, 1. fs f. den Dreyefen MAN, MBN,MCN, 
uf, f. in einer gegebenen Figur ahnlich gemacht werden, 
fo geben die Spigen der Dreyecke, a, b, c, etc. eine 
Figur, die jener ähnlich ift, Denn es find erjtlich die 
Winkel AMN und amn, BMN a bmn glei, alſo 


J 
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W. AMB == amb. Ferner find. AM. MN+ MB 
wie am: mn;mb, daher AM: MB — am: mb, 
und die Dreyecke AMB und amb aynlıd, Eben dieſes 
wird von den andern um M und m gelegten Dreyecken 
erwiefen, daher beide ‘Figuren aus ahulichen Dreyecken 
gleihnäßig zufammen gefegt werden, und ähnlich find. 
VBey“ Feldvermeſſungen iſt diefes Verfahren bas 
bequemſte, . ad. erfordert. nur bey fehr ſpitzigen Winkeln 
Vorſicht. — 
| 65, Die Slächenräume,ähnlicher gerablinichter Figu—⸗ 
ven verhalten fich wie die Quadrate ihrer gleichnamigen. 
Seiten, weil die Drevecke, woxein fie zerlegt werden, fich 
wie die Quadrate ihrer gleichnamigen. Seiten, sirbalsen, 
Es verhalten. fih in (tig.-47. a. b.). die Dreyecke, 
ABC:ACD: ADE ju den Drepeden, abe: acd: 
ade wie BC’: CD®: DEF gu be?: cd? ;.de? in der 
hier gefeßfen Ordnung. Da bie finin BC: CD: DE 
dih wie be: cd: de verhalten, fo verhalten ſich auch 
BC’: CD’; DE* wie,be*:cd*:de*, und die Bere 
haltniſſe der Dreyecke aBC ; abe; AGD: acd; 
ADE; ade find dem von BC? : be* oder dem duplicir⸗ 
gen zweher andern gleichnamigen Seiten, ale. AB* ;ab°, 
gleich; daher find auch die Summen der Dreyecke, oder 
die Flachen der ahnlichen Figuren, in diefem Verhältniſſe. 
66. Aufg, Kine Figur zu zeichnen, die einer geges 
benen P ähnlich, und einer andern gegebenen Q gleich“ 
fey. — Über einer der Seiten AB ber Figur P (Tab. XII, 
Fig. 50.) beichreibe man ein Rechteck ABCD. fo groß als 
die Figur P, und errichfe.auf AC ein Rechteck AEFC 
fo groß als die Figur Q (nach 29. oder auf andere Art). 
Dann fuche man die mittlere geninetrifche Proportionafe 
zwiſchen AB und AE, fo ift diefe die mie AB gleidy; 
namige Seife der geſuchten Figur. Sie ſey GH. Uber 
diefer befchreibe man die Figur R, welche der P ahnlich ift, 
fo iſt R fo groß ale die Kiaur Q. | 
Denn dd AB: GH=GH:AE if, fo if 
AB°®: GH? =AB:AE, un da P:R=AB?!:GH® 
iſt, ſo iſt ERS AB:AE Es iſt ar P: QO— 


— 
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AB: AL; ba ABCD: pP, m Arte — 0 
gemacht finb: Alſo it PR=P:Q, folglich Ne Q- 


67. Aufg. Eine Fiqur iu jeichnen, die zwey gege⸗ 
benen äbnlichen F Figuren Juſammen genommen gleich, und 
ihnen ähnlich fen. — Zwey gleichnamige, Seiten jener, 
beiden Figuren feße man Unter einem rechten Winkel zuſam⸗ 
men, und ziehe durch i —7 beiden andern Endpun te eine 
gerade Linie, fo iſt diefe eine Seite der geſuchten Figur, 
und zwar bie Denen aus jenen Siguten genommenen gleich: 
namige. ©- 
Denn es fenm bie beiden gegebenen Figuͤren P,Q, 
die geſuchte R, die gleichnamigen Seiten derſelben fern p, 
g, 1, fo find P: Q:R wie pp: 94; rt. mdP+Q: 
Hand: 99: pp. Di P:R—pp: tm, fo ill 
— pp +igg:rır Dun iſt nach dem 
— — —2 pp + ag a, ar hi; 
+Q0= u 
Figurirte Zahlen find die Glieher arichmetiſcher 
Reihen aller Ordnungen, deren erſtes Glied die Einheit iſt. 
Der Grund der Benennung wird unten angegeben. Hier 
wollen wir nur diejenigen befrächren, deren legte Differenje 
reihe zu Gliedern die Einheit har. . Mit Hinzufuͤgung diefer 
legten Reihe find, die Reihen foldyer figutirten Zahlen; - 


0. 1. u . ,,.50 etc. 

I. 2, u 5 5 6% Ir. eté. 

IL 1,3, 6, 20, 15, 21, 2857 36, 45, etc. 

HL I, 4 10, ä0, 35, 56, 84 130, 165, etc. 

IV. 1, 5, 15, 35, 70, 126, 210, 330, .495, etq. 

V. 1,6, 21, $6, 126, 252, 463, 798, 198, Ete. 
u. ſ. f. 

Das — Sieb jeder dieſer Reihen — — 
der Formel, in dem Artikel, arithmetiſche Reihen höherer 
Ordnungen (7.), mittelſt det Anfngeglieder der Diferenzs 
reihen gefunden. Alm diefe Rormel hier anzuwenden, 
muß 6 nis Anfangeglied in ven Reihen borgefegt werden, 
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weil dort ben den Anfangsgliedern der Differenzreihen, 
a, b,c,d, etc. ein Glied in der Stelle o angenommen 
if, dagegen hier die Glieder der. erften Reihe I. am ein- 
fachſten zu Stellenzahlen für die Glieder der folgenden 
gebraucht werden. 

Die Stelle eines Gliedes in einer Reihe ſey x, das 
Glied — y, ſo iſt in J. — x. 

Für die Reihe II. find die Anfangsglieder der Diffe⸗ 
renzreihen, 1: 1. Alſo iſt 





— X. x — x — 
y=x.ı+ on 
Für bie: Heiße III. find die Anfangsglieder der drey 
———— 13 23.1, alſo iſt 
.xX-I. "Xx.X-ı. x-23. 


—— 14* a 


Durch die — der Producte wird erhalten y == 
.xtı.x+2. 
Lx (xꝰ 3x5 + 0), dery= ———. 


Für die NReihe IV. find die 2nfangtglieer t der vier - 
Diferenzreiben, 15 35 35-1, alfo ift 











x.X-I x.X-I «X 92. 
=—Xie 1 — — — 
4 s — 
X.X- 36 F 
+ BT 1. Dutch die Entwickelung der Producte 


ergiebt fih y * — (x⸗ 6x 11x4 6) oder y 
x.x--ı1.x--2.x+3: 
eines Aggregats in ein Produet f. Artikel, Factor.) 

Für die folgenden Reihen wird die Nechnung immer 
befchwerliher. Die gefundenen allgemeinen Glieder zeigen 


die Fortſchreitung derſelben hinlänglich. Denn da alle 
Reihen auf eine gleichförmige Art u werben, fo muß 


(Bon der Verwandlung 
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das Sefeß, welches ſich ganz unzweydeutig aus den wirk⸗ 
lich berechneten Gliedern ergiebt, allgemein ſeyn. Zur 
Veſtatigung dient folgendes. In der nten Reihe fey 
ER — und gleichmäßig in dee 


u PB? 
(n + ı)ten Reihe das ieh in der Stelle x, welhese 
| %.X+L1.xrpn 


beige I ae und in en das 


in der Stelle x-ı, welches 2' ep, 2:' = 


st, Der Unterſchied Biefer beiden 
1.2.. . N 41 


Glieder muß der Werth von y feyn, wie er & Au 
wirklich ift. 

Die Zahl x, die Stellenzahl einer Fouice Zahl, 
heißt ihre Seite (latus), oder ihre Wurzel. 

Jedes Glied einer Verticalreihe in der Tafel der figue 
rirten Zahlen iſt die Summe aller Glieder der nächſt vors 
hergependen Verticalreihe von 1 in der legten Differenze 
reihe, ober der mit O bezeichneten, bis mit zu dem Gliede 
der Horizontalreihe, worin jenes Glied befindlich ift. Denn 
das xte Glied einer Horizontalreihe iſt die Summe des 
(x-ı)ten Gliedes derſelben Reihe und des xten in dee 
nächſt obern. Diefes;ift wieder die Summe des (x-ı)fen 
Gliedes feiner Horizontalreihe und des xten in der Verticale 
reihe zunächft. über ihm befindlichen. So fortfahrend 
erhält man durch Zerlegung der Gfieder der xten Verticals 
reihe die Summe der Glieder in der (z—-ı)ten.: 

Auf diefe Art werden auch die Binomialcoeffieienten 
in einer Stelle fummirt, f. Binom. Coeff. 6. In der 
Tafel daſelbſt (4.) ſind dieſelben Zahlen wie hier, nur daß 
die Querreihen nicht übereintreffen. Die Querreihen in 
der Tafel der figurirten Zahlen find dort herablaufende, fo 
wie Die Duerreihen dort bier Hinauflaufende find. | 

Hieraus läßt ſich nun auch Die Form ber Zahlen jeder 
Reihe der figurirten Zaflen herleiten. Das erfte Glied 
der ten Reihe gehört in der Tafel der Binomialcoeffieien⸗ 
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ten auch zu ber nten; das zweyte jener in dieſer zu ber 
(n+r)ren Reihe; das dritte jener in Diefer zu der (n+2)ten 
Meike, und fü das xte jener zu der (n-+ x-ı)ten Reihe 
der Binomialcoefficienten. Nun iſt, für: den Erponenten 
n+x—1ı; ber xte ur. wenn 1 mif 
—— — art 
gezählt wird, — a. =. 
Iſt x größer als n, fo Geben fich die Factoren x-ı. 
a-+ ı im Zähler gegen die Bactoren n+-ı. —— 
im Nenner auf, und es iſt dieſer Binorninlcoefficient, oder 
bad xte Glied in der nten Reihe ber figurirten Zahlen 
n — 
= nn, wie vorher gefunden iſt. Iſt 
x kleiner als n, fo ſetze man in dem Binomial⸗-Coeffieien⸗ 
ten im Zähler die Factoren, n. nAI... x, und im Nenner 
diefelben, in der Orpnung x.x-+ı...n zu, fo erhält 
man ebenfalld den oben gefundenen Werth für das xte 
Blied ber niten Reihe. 
- Die nte Neiße der figurirten Zahlen, wenn die mit 
O bezeichnete als erſte mit gezählt wird, beſteht aus den 
Coefficienten der entwickelten Potenz (1 5 Es iſt 
naͤmlich (binomifcher — 11.) B 
24 | n.n+tı.n+2. 


. 1.2.3 5. 
M.Nn .n 2.n .n- 
ls 2. 3 = 4 .5 » 


- Aus diefer Kormel läßt fich BE die Form der 
figurirten Zahlen herleiten. Man bezeichne die Eoefficiens 
ten, außer x, buch A, B, €, etc. fo daß 
——— ı+Nz+ Bz + 6254 Dzt + etc. 
Yun it ((—z) "= (zZ) rI—z) u 
@-z)" (iz +2? + z3 + 2% + etc) Alſo ift 
e-ZJ rm ı+ ((+NWz+(ı ++ DB) 
FEHN+BSHGZHELHÄATSHEIDE 
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+ * 4B4 D+ €) 2° + ‚etc. Dieſe 
Coefficienten ſind aber auch, His a ır+B 


— 1 
n-+-ı.n+2. u | 
„nt 12, aArI+-B+C= 
n-fı n+2.n 43. 
i TE % 2 u 3 u 
n+r..n+4. ee ne 
er | J Be 5. 2. 
u. ſ. w. fo daß der rte Coefficient in der Potenz (1-2) 77 
die Summe der 'r Koeffictenten in der Potenz (1 -2)”” 
ft, beiderfeits bie Einheit mir gezählt. Auf gleiche Art 
iſt auch das. rte Glied in einer. Querreihe der figutirten. 
Zahlen die Summe von r Öliedern der nüchſt vorbergehen: 
de Reihe, zufolge der Natur arithmetiſcher Reihen. 
Gilt nun die Form der Binomial-Coefficienten für eine 
Reihe der- figurirfen Zahlen‘, fo gile fie auch für die fols 
gende, alſo auch für jede ner übrigen, Cie gilt aber offens 
bar fürn=ı, alfo auch fuͤrn — 23 n==3, u. fofe 
Denmnach ift-für die nte Reihe, diejerige- der gleich 
großen Differenzen mitgezählt, das rte Glied (mit Eins 
| —.. n4-2. | 


.® 2 ee Zn ı 


SE +ÄHBHEHD- 


n....1r...n+-r-2: j 
—r durchs 
a m I...Nn,..Tr-T J ch 
Aufheben der im Zähler und Renner gemeinſchaftlichen 
r..m+r-2. 


Factoren in dieſen, oe Iſt aber m 


großer als r, fo.fege man m Zaͤhler die Factoren d.r + ı 
mL. vor, und eben diefelben im Nenner nach, ſo wird 


verwandelt ſich der Bruch, 
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r.r+ı..n+r-2. a | 

oo... ine ift die zuerſt 
sefundene Form. Es bedeutet hier nur n eine um x 
größere Zahl als dort, weil hier die Reihe der gleidy großen 
Differenzen mitgezahlt wird, 

Jede Querreihe in ber Tafel der figurirten Zahlen 
kommt auch ald Verticalreibe vor, in einerley Abſtand von 
der äuferfken, die oberfte Neihe O mitgezähle. Die Glieder 
einer Verticalreihe find eben fo fummirende Glieder von der 
nachft vorhergehenden, als: es die Glieder einer Querreihe 
find. Daher ift jede figurirte Zahl zweymahl vorhanden, 
außer diejenige, welche in dem Durchfchnitte beider gleichen 
Meihen enthalten it. Diefes erhellt auch aus der Form 
der Glieder. Wenn n die Zahl der Querreihe ift, 

die Reihe O mitgerechnet, fo iſt das xte Glied — 


u ne Ehen diefen Werth giebt aber 


r.r-1...n+r-2. | 
aud) ber Bruch — Jene Form 
giebt fuͤr ein gegebenes r-und veränderliches m ein Glied der 
xten. DVerticnlreihe; Die andere das nte Glied ber rten 
Querreihe. | | 

Die Benennung, .figurirte Zahlen, Bat ihren 
Urſprung ben der geomerrifchen Erzeugung der dren erften 
Meihen. Die Einheit werde durdy einen Punct dargeftellt, 
‚fo bilder eine Reihe von Puncten ein. Glied der arithmeti⸗ 
ſchen Reihe L ab: Diefe Zahlen heißen daher auch 
numeri lineares. Man lege 
ferner I, 2, 3, 4, 5, 6, 


‚ erhalten 


J ® 


u. m, Puncte in gleichen Ab» .. 

ftänden von einander, auf par: Fe 
‚allelen, gleich weit bon einander ' En 
“abftchenden geraden finien, Die. + vu. 


mit ißren Endpuncten in bie 
Schenkel eines  gleichfeitigen en De 
Dreyecks fallen, ſo iſt ie oo ev 0 —« 
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"Anzahl der Puncte in einem der gleichfeieigen Dreyecke ein 
Glied der Reihe II. Die Zahlen dieſer Reihe heißen Daher 
Triangular⸗ oder Trigonalzahlen. Man ſtelle ſich die 
Puncte als Mittelpuncte von Kugeln vor. Auf das 
Dreyeck, das in der Seifen Kugeln enthält ‚, Yerbe ein 
anderes gefchichtet, dad n-ı ‚Kugeln in der Seite ent: 
hält, Über je drey Kugeln immer eine. Auf diefed Dreyeck 
lege man gleichmäßig eine Schicht von n-2 Kugeln, und 
fahre fort, bis zuletzt nur noch eine Kugel aufjulegen iſt. 
Die Anzahl aller Kugeln in der dadurch entffandenen Ppy: 
ramide ift die Summe von n Triengularzahlen, alfe ein 
Glied der Reihe III. - Diefe heißt Daher die Reihe der 
Pyramidalzahlen. Die Zahlen der folgenden Heihen 
kann man zwar nicht geometrifch conftruiren, doch nennt 
man fie analogifch auch Pyramidalzahlen, mit dem Zuſatze 
die zweyten, die dritten, die vierten, da jene 
die erſten heißen. Auch fügt man noch, um ſie von andern 
verwandten Zahlen zu unterſcheiden, den Zuſatz, Dreyeckige 
(triangulares) hinzu. 

Unter den drey Arten, wie Kugeln in Zeughäuſern 
regelmäßig auf einander gelegt werden, ift eine, nach wel- 
her vie Schichten gleichfeitige Dreyecke bilden. “Der Haufe 
macht eine Pyramide mit drey gleichen Geitenflächen. 
Aus der Anzahl der Kugeln in einer der Seiten des unter⸗ 
ſten Dreyecks ergiebt fich fogleich die Anzahl ver Kugeln in 
der Pyramide. Iſt jene Sin, fo it diefe | 

.n .n . 
paid u . 3 B. für n — 9, iſt Die — 


1:43.38 
der Kugeln — 165. 


Man fann die Puncte auch in Quadrate und andere 
regelmäßige Vielecke vertheilen, die zuſammen ein Vieleck 
derſelben Art bilden. Die Anzahl der Punete in einer ſol⸗ 
chen Figur iſt eine Polygonalzahl, woraus auf ähnliche 
Art Pyramidalzahlen gebildet werben. 
| Figurirte Zahlen hießen in ältern Zeiten Producte 
aus zwey oder mehr Factoren, welche die Seifen der Zahl 
genannt werben. So esflärt fie Lazarus Schoner in 


\ 
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einer Abhandlung de numeris Aiguratis, die er'feiner 
Ausgabe von Petri Rami Arithmetica et Algebra, 
Francof. 1586. beygefügt hat. Ein Product aus zwey 
Factoren läßt ſich durch Puncte, die innerhalb eines Recht⸗ 
ecks gleichmaͤßig vertheilt find, darſtellen; ein Product aus 
drey Factoren durch Puncte in einem Parallelepipedum. 
Schoner nennt eine ſolche Zahl lolidus. Weiter geht die 
geometriſche Darſtellung nicht, aber nach einer erdichteten 
Modification, wie Schoner ſich ausdruckt, heißt ein Pros 
duct don vier Sactoren ein Biquadrat, von fünf wieder 
folidus, befjer nach andern ſarſolidus, von ſechs qua- 
Arati cubus, von fieben bilolidus, von adıt triqua- 
dratus, von neun cubicubus. In neuern Zeiten ift die 
Venennung, figurirte Zahlen, für die Glieder arithmeti⸗ 
ſcher Reihen aller Dronungen, in welchen das erfte Glied 
die Einheit ift, eingeführt. Kinige, ald Lambert, und 
d’Alemberf in dem Dictionn. encyclopedique, ſchrän⸗ 
fen diefe Benennung auf diejenigen Meiben ein, die in 
diefem Artikel betrachte find. Allein der Grund der Be: 
nennung finder auch bey denen Reihen Statt, welche aus 
den beftändigen Unterſchieden, 2, 3, 4, 5, etc. gebildet 
werden. Die Summen von den Oliedern der Reihe, 
1, 3, 5, 7, etc. lajlen fib durch Vertheilung auf Qua— 
braten darftellen ; die Summen von den Gliedern der Reihe 
1, 4, 7, t0, ete. durch Vertheilung auf Fünfecken, uf f. 
die Formeln für dergleichen Reiben werden in dem Artikel, 
Polygonalzaplen , vorfommen. ie fließen aus den hier 
entwickelten unmittelbar. 

In der eriten Hälfte des ı zten Jahrhunderts hat 
man ſich viel mit den figurirten Zahlen beſchaftigt. Saul 
haber, Remmelin wa. ſuchten in den Zahlen, die 
in der Bibel vorfommen, algebraifche Zufanmenfegungen, 
da fie glaubten, Gott habe einen geheimen Sinn, einen 
Kingerzeig hineingelegt, um die fpäte Nachwelt noch dar- 
auf aufmeckſam zu machen. Die berüchtigte Zahl 666 
in der Apofsinpfe ift, wie Remmelin fand, eine Trigonal: 
‚zahl, veren Radix 36. Dieſe iſt eine Tetragonaljahl, deren 
Radix 6; dieſe eine Pronifzagl (von det Form un +2), 
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Deren Radix 2, —— Pe eine Pronitjafl if. An den. 
Schriften Daniels finden fich drey Zahlen, deren Zufam⸗ 
menſetzung ſonderbar genug iſt, daß fie, bey der Voraus⸗ 
fegung eines geheimen, der Rachwelt zu enthuͤllenden 
Sinnes, als prophetiſche Zahlen erſcheinen mußten. Kaſt⸗ 
ners Gefch, der Mathem. N ©. 114, ff. ! 

Jakob Bernoulli Fam bey un Unterfuchung 
äiber. die Kombinationen fie Die Lehre von der Wahrſchein⸗ 
lichkeit auf die Betrachtung der figurirten Zahlen, derer, 
wovon in diefem Artikel gehandelt ift, und erwies das 
Geſetz derſelben allgemein, welches er zuerſt geleiſtet zu 
“haben fcheint. Ars copjéctandi P. II. cap, 3. Sein 
Bruder gab ihm noch einige Abkuͤrzungen des Beweiſes an, 
do. Bernoulli Opera, T. III. ‚521. IV. 14. Haufen 
bar den Bernoulliſchen Beweis in ſeinen Elementis Ma- 
theleos , pag. 61. aufgenommen. 

98 allis har in der Arithmetica Infnitorum 
weitläuftige Rechnungen über die figurirten Zahlen ange 
Stelle, Propof. 176. fegg. Operum Vol.L p. 445 — 
457, Er gründet. fie auf die Säge von der Summirung 
Der Potenzen der natürlıchen Zahlen, die er nur durch In⸗ 
Duction dargethan hatte, fo wie er auch die Formen der 
figurirten Zahlen nur auf ſolche Art erweiſet. 

2’Huilier har einen ihm eigenthümlichen Beweis 
Der Sormen der figurirten Zahlen in feiner Algebra, Th. H. 
Kap. 3. gegeben. : Die Methoden in diefem Artikel find 
nicht entlehnt. 


Flaͤche, iſt die Oberfläche eines Körpers (feine Be⸗ 
gränzung) abgeſondert von dem Körper gedacht. Sie iſt 
eine ebene (f. Ebene) oder krumme Fläche. Die krummen 
Flächen ſind entweder ſolche, worin ſich gerade Linien, die 
ganz in fie fallen, ziehen laſſen, wie eylindrifche und koni⸗ 
ſche; over folhe, worauf jwifchen Feinen zwey Puncten 
eine gerade Linie gezogen werden kann, wie die Oberflächen 
von Kugeln und Sphäroiden. 

Die Matur der Flächen wird durch eine Gleichung 
zwiſchen drey poranderlichen Größen, nebſt gegebenen, die 
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auch feßfen "nn, ausgedrückt. Man feke ren Ebenen 
auf einander ſenkrecht, ſo iſt jeder Punct der Flaͤche durch 
die Abſtaͤnde von dieſen drey Ebenen beſtimmt. Die drey 
Abſtaͤnde ſind die drey veränderlichen Größen in jener Glei⸗ 
hung. Zur Deutlichkeit des Verfahrens wird es nöthig 
fenn, dieſes bis nach dem Artikel, Erumme Linien zu 
berfparen. 
Slähen » Maaf, die Einheit zur Berechnung 
eines Tlächenraumes oder zur Vergleichung deffelben mit 
andern Slähenräumen, z. B. Quadratfuß, Quadratmeile, 
Morgen, Hufe. 

Slähenraum, ein durch $ Sinien begränzter Theil 
einer Fläche. 

Flächenzahl, numerus planus, eine Zahl, die 
aus der Multiplication zweyer Zahlen entſteht. 

Flächen s Rörperjahl, numerüs planofoli- 
dus, eine Zahl, die aus ber au: von fünf 


| Zahlen entſteht. 


Florentiniſche Aufgabe (Aenigma 1 Florenti« 
num) iſt die von Viviani zu Florenz den Analnften im 
J. 1692. vorgelegte geometrifche Mufgabe, woran er fie 
ihre Gefchicklichfeit in der damahls neuen Analnfis ver⸗ 
fuchen laffen wollte. Er beritelte fie: Aenigma geome- 
tricam de miro opificio teltudinis quadrabilis hemi- 
Iphaericae, autore D. Pio Lifei Pofillo Geometra. 
Der angenommene Name bedeutet Pofiremo Galilaei 
Difcipulo. Die Einfleidvung, welche er. der Mufgabe 
. ertheilte, zeugt von dem Vergnügen, welches ihm ihre 

Erfindung gemacht hat, ein Programm fängt fols 
gendergeftalt an. 

Liner den ehrmürdigen Denfmählern des alten Gries 
chenfands iſt noch ein ungerftörbarer Herrlicher Fempel vor: 
handen, welcher der Geometrie gewidmer iſt, von kreis— 
- runder Form, mit einem Gewölbe bederft, Das inwendig 
eine vollkommene Halbkugel iſt. Dieſes iſt mir vier gleich 
großen Öffnungen, rings an der Grundfläche herum, durchs 
broden, die mit großer Kunſt fo geitalter und fo groß: 
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gemacht find, daß die übrige, mir koſtbarer Moſaik gezierte 
Oberflache geometriſch genau quadrirbar iſt. 
| 1. Die Aufgabe war für die neue Analyſis Teichrer als 
Viviani vielleicht geglaubt haben mochte, wenn er gleich 
in feinem Programm ſagt, daß er nicht zweifele, fie würde 
dadurch ohne Schwierigkeit alıfgelöfer werden, und daß 
er nur die verfchiedenen Auflöſungsarten durch diefelbe zu 
un wünſche. Seibnig fand die Nuflöfung an demfelben 
"Tage, an welchem er die Aufgabe erhielt, und theilte ſie 
in den Actis Erud. 1692. mit, Jakob Bernoulli föfere 
“fie nicht allein auf, fendern zeigte auch, daß ihr auch auf 
unendlich viele Arten Genuͤge geſchehen könne. (Acta 
'Erud. 1692. Operum, Nr. 52.). Wallis handelt in 
dem legten Eapirel feiner Algebra von diefer Aufgabe, hat 
fie aber nicht recht gefaßt. Wiviani ſelbſt machte feine fehr 
ſcharfſinnige geometrifche Auflöſung, mittelft der Durchs 
ſchnitte der Oberflächen zweyer Eylinder mis der Halbkugel⸗ 
flache, in einer Eleinen, italienifch gefchriebenen, Schrift, 
. Slorenz 1692, aber ohne Beweiſe, befannt, Dieſe ſuchte 
der P. Srandi, ein Eamaldulenfer Mond, auf, und trug 
fie vor in der Schrift, Geometrica divinatio Vivianeo- 
'rum problematum, Florent. 1699. Er zeigt unter 
andern auch, daß auf der Oberfläche eines fenfrechten 
Kegels ein Stück abgefchnitfen werden kann, das vollfoms 
men quadrirbar ift. Die dadurch entitandene Figur nenne 
er Velum Camaldulenfe. Allein Joh. Bernoulli hatte 
ſchon früher (Act.Er. Jun, 1696.) diefes angezeigt. Der 
Sat iſt: Wenn auf der Grundfläche eines fenfrechten 
Kegels ein fenkrechres Prisma über irgend einer Grunds 
flähe, gerad oder Frummlinichter, errichtet wird, fo 
fchneider diefes Prisma auf der Kegelfläche ein Stück ab, 
soeldyes fich zu der Grundfläche des Prisma verhält, wie die 
Seite des Kegels zu dem Halbmeffer feiner Grundfläche, 

2. Die Aufgabe betrifft zwar nur eine geomettifche 
Euriofi ität, allein fi ie iſt ein ſehr dienliches Beyſpiel zu der 
Lehre von krummen Flachen ‚ und krummen Darauf gezoge⸗ 
nen finien, Das Aıtereffi e bey einer geometriſchen Unter⸗ 
fuchung beruht nicht auf der praftifhen Brauchbarkeit, 
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fondern auf der Künſtlichkeit und Nettigkeit der Auflsfung, 
und auf der Eurythmie der gefundenen Verbältnijfe. 
3. Es file ABCDA (Tab. XI. Fig. 5ı.) die 


Hätte einer Halbfugel bör, worin der Halbfreis BAD 
fenfrecht auf den Halbkreis BCD ſteht. Auf ihrer Ober⸗ 


flache ſollen die fi 9— gleichen Curven BEC, DFC gezo⸗ 
gen werden, von ſolcher Beſchaffenheit, daß der Flächen⸗ 
raum zwiſchen ihnen beiden und dem halben Kreisumfange 
BAD quadrirbar ſey, oder zu dem Quadrate des Halb⸗ 
meſſers ein tafionales Verhältniß habe. 

Zu der Aufloſung Biefer Aufgabe ift es nöthig, ben 
inhalt eines Sectors der Kugelfläche zwiſchen zwey gleis 


hen Bogen größter Kreife und einem Vogen eines Fleinern - 
angeben zu können, das ift, ihn mir dem Inhalte der Aus 


gelflache zu sergleichen, 

4. Es fen (Fig. 52.) Oder Mittelpunet einer Kugel, 
ihr Halbmeſſer OP. Auf ihrer Oberfläche find zwey Qua⸗ 
dranten, PNM, gejogen, welche den Winkel MPM, 
oder deren Chenen den Winkel MOM, mit einander 
machen, Mir den Halbmeffern O M ſeyn die geraden 
"QN in ber Ebene der beiden Duddranten parallel, jo iſt 
NN der Bogen eines zu MM gehörigen Parallelfreifes. 


Penn der Quadrant PM eine volle Drehung um PO 


macht, fo beſchreibt PM die halbe Kugelfläche, und PN 


ein Segment derfelben. Jene if = 2m. PO?, diefes _ 


=—2r.POxPRQ, (Coinplanation, T 35.1. S. 's13.). 
Derlimfang eines größten Kreifes der Kugel iſt = ar.PO, 
und der Sector MPM verhält ſich zu der halben Kugel: 
fläche wie MM zu 2r.PO; alſo it ver Sector MPM 
— MM x PO, und der Flinre NPN = MM 


> PQ. Auch ift der Abſchnit MNNM = MM 


x00=MMx OPx fin MON. 

5, Man lege (Fig. 51.) durch C, und durch zwey 
Puncte, M, m, ber Curve BEC zwey gröftte Kreife, 
welche den Susbranfen AR inP, p treffen. DaC ver 
Pol von AR ift, fo ſtehen CP, Cp ſenkrecht darauf, und 
PCp iſt ein Gectör der Halbtugel Der Halbmeſſer der 
Kugel ſey— =a, der zus Br gehorige Winkel am Mittel⸗ 


—⸗ 
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punete = w, der zu PM gehörige = O, fo iſt der Bo: 
gn PB=aw, PM =aß. Der zu Pp gehörige 
MWinfel fey Aw, der zupm = 9 +49, fo iſt Pp = 
adw, und pm = aß 4 40). Die fphärifche Flache | 
PBM {fy=Z, die PMmp =&AZ, fill AZ > 
Ppx<a.fin PM, und AZ < Pp x a. finpm, 
das iſt | 

n AZ >aafinG. Aw: 

| AZ zaafın(P-+AP) Au. 
&s ift in (P +40) = finG. cof.AP + co[$. nA, 
(Soniometrie, IL), und inAP—=AP — 3495 Kete.;. 
colAP = ı — 349? + etc. (Epflometrie, 5, 6.), 
alfo der von der Größe der Differenzen Aw und AO unabs 


AZ 
hängige heil des Differenzquotienten — das iſt der 
w 


22 et 
Differentialquotient — == aa fin®, oder es ift 82 — 


Ow 
aa fin ®. dw. 


6. Die Nelation zwifhen w und © hängt von der 
‚Natur der Curve BMC ab, fo wie diefe von jener Nela: 
tion. Damit Z einen geometrifch beftimmbaren Werth 
erhalte, unabhängig von der Quadratur des Kreifes. oder 
einer andern Curve, muß fin ® eine folche trigonometrifche - 
Function von w feyn, die Feine conftante Größe enthalte. 
Diefes kann auf mancherley Art gefchehen. 3. B. es fey 
P=w, oder P=mw, oder finp=mäinw, u. dgl, 
Die einfachfte Annahme ift Pu, 

7. Man ſetze P=w, oder nehme den Abftand jedes 
Punetes M der Curve auf CP von dem Quadranten AB 
gleich dem Bogen BP, fo ift 22 = aafınw . dw, alfo 
Z=Conft — aacolw. In dem Anfange der Eurve ift 
Z=o, und colw=ı, alfo Conft= aa, und daher 
2 =aa (ı-colw). Für == 90°, daPinA falle, 
it cof» — o, und Z=aa, oder die fphärifche Flache 
BACEB = aa. Wird nun auf jedem Duadranten der 
Halbkugel eine Curve wie BEC gejogen, fo fchneiden 3 

5 
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auf ihrer Sfäche um A herum einen Flächenraum ab, fo 
“ groß als gaa oder als das Quadrat des Durchmefjers. Das 
Syalbfugelgewölbe wird von vier Offnungen durchbrochen, 
die jede einen Quadranten des IImfanges der Grundfläche 
befpannen, fo daß zwifchen zwey neben einander liegenden 
ein Pfeiler bleibt, der freylich nur auf einen Punkte rußer. 

8. Auf einer Fünftlichen Erdkugel Fann man die Eurve 
BEC leicht zeichnen. Sie geht durch die Puncte, deren: 
Breite ihrer Länge bis zu einem Quadranten, gleich ift. 

9. Man ziehe durch A und M einen größten Kreis 
bogen AM, fo ift in dem bey P rechrwinflichten fphärifchen 
Drenef APM für AM die Sleihung, cc[AM — 
"colAP x co[PM = finv .cofw =4finzaw. Alſo 
ift coſ AM am größten, wenn 20 = 90°, oder w— 45° 
iſt, das iſt, AM am Fleinften, für „45°. Es fey 
.co[AE =#fingo° = #, fo ift AE == 60°, ber Eleinjte 
Abftand der Curve von A. 

10. Es fey BGC (Fig. 53.) ein Quadrant, deffen 
Halbmeſſer demjenigen der Kugel gleich iſt. In demfelben 
ſey BmC die orthographiſche Projection der Curve BMC 
auf der Kugelfläche, und GB, GC von den Bogen AB, 
AC, au GmQ von AMQ, dem durch M gelegten - 
Duadranten AQ. Der Winkel BGQ, melden der. 
Durchſchnitt der Ebene des Kreisbogend AMQ und der 
Grundfläche mit GB macht, ift dem fphärifchen Winkel 
BAQ oder PAM (Fig. 51.) glei, mie dafelbft der - 
Winkel BGQ auf der Ebene des Halbfreifes BED an 
dem Mittelpunere deſſelben G. Tin. dem fphärifchen - 
Dreyeck PAM ift. 

I. cofAM = cofAP.co[PM. 

I. fnAM.finPAM=finPM. 

II. tangAM.co[fPAM tang AP. 

‘IV. fnAM.cofPAM=finAP.co[PM. 
von welchen IV. aus der Verbindung von I. und IH. 
entſteht. | ; 

Durch den Punet m ziehe man mX ſenkrecht auf 

GB, und mY fenfrecht auf GC. Noch befchreibe man 
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über GO den Quadranten AMOQ, und ziehe darin auf 
GQ die ſenkrechte mM, fo ift Mm die Höhe des Punctes 
M auf der Kugel über der Grundfläche BCD, Die Linien, 
GX, GY, mM, find drey Coordinaten für die Curve 
BMC. Da fie nicht in einer und derſelben Ebene liegt, 
fo find zu ihrer Gleichung drey Coorbinaten nörhig. . 

Man ſetze 6 X=x;5 GY=y, mM=z. Da 
Gm —=afinAM if, fo ift x=a. finAM. colmGB . 
— a finAM. cofPAM = a fmnAP.co[lPM = 
a colw®. Ferner ity=a fnAMfnmGB—= 
a.finAM.fnPAM =a.fnPM —=afına. Drit⸗ 
tens iſt Mm —= a. co[AM =.a. co[lAP. co[PM = 
a finw colw. Alſo | — 
x =a.colw*t; y=afınu; z=afınu. cofw. 
Da M ein Punct auf der Kugelfläche ift, fo ift 
x!’+- y°+ za Diefes geben auch die drey ge: 
fundenen Werthe der Eoordinaten. Es iſt nämlich 
x? + y’+ z°=a*® (cofw+ + finw® + finw®.cofw®) 
— a° (colw*(colw* + finw®) + finw’) = | 
= a°: (cofw* + finw?) =a*. J 

11. Man beſchreibe (Fig. 54.) Über dem Durchs 
meſſer GB, der dem Halbmeſſer der Kugel, a, gleich iſt, 
einen Halbfreis, und nehme auf demfelben- die Abfciffe 
GX = acolw?, ertichte auf GB in X die fenfrechte MX, 
fo it MX*=aa(r-colw*®) colw* —aafinw®.cofw°; 
und MX = afınw. colw; alfo MX = z, ber auf die 
Grundfläche der Halbkugel fenkrechten Ordinate zu dem 
Puncte M der Eurve BMC., | 

12, Über dem Halbkreife GMB errichte man einen 
halben, darauf fenkrechten Eylinder von der Höhe GB. 
oder a. In dem Abftande, y=alınw, von der Örunds 
fläche führe man einen Schnitt derfelben parallel. Diefer 
ift dem Halbkreiſe GMB gleih. Man nehme aufdem _ 
Durchmeſſer GB den Theil GB — x = acolw®, fo ift 
wie eben gefunden ward, die. fenfrehte MX. — z — 
afın».colw, und alle Puncke der cylindrifchen Ober⸗ 
flache, Die wie diefer Punct M beflimme werden, haben 
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mit den correfpondirenden Puncten der Curve CEB auf 
der Kugel für einerley Werthe von w, dieſelben Ordinaten 
fo daß die Curve auf der chlindriſchen Oberfläche der auf 
der Kugel gleich ift. | 


13. Wenn nun auf der Fläche des Halbfreifes BAD 
(Fig. 51.) über dem Durchmeffer BD zwey Halbfreife, 
wie GMB (Fig. 54.) befchrieben, und über dieſen auf 
beiden Seiten zwey fenfrechte Halbeylinder errichtet werben, 
welche die Oberfläche der Halbkugel auf der einen und der 
andern Seite von BAD in Eurven, wie BEC, CFD, 
fehneiden, fo ift die fphärifche Oberfläche, melche von den 
vier Curven um A herum abgefihnitten wird, Si Duadrat 
des Durchmeflers gleich. 


14. Diefes ift die Conftruckion, welche — ſelbſt 
zur Auflöſung feiner Aufgabe giebt. Vermuthlich hat er 
die Geſtalt des Durchſchnitts einer ſphäriſchen und cyline 
drifchen Fläche geſucht, und iſt dabey, gewiß nicht ohne 
Schwierigkeit, auf das merkwürdige Reſultat gekommen, 
daß die von den durchſchneidenden Cylindern übrig gelaſſene 
Flache der Halbkugel dem Quadrat des Durchmeſſers gleich 
iſt. Montücla ſagt in feiner Geſch. d. Mathem. Th. II. 
©. 94. daß dieſer Flächenraum dem doppelten Quadrat 
des Halbmeſſers gleich ſey, welches unrichtig iſt. 


15. Der Flächenraum zwiſchen der nach der vorher 
‚angegebenen Conſtruction auf der Oberflache eines Halbe 
eylinders befchriebenen Curve, dem Umfange des Halbkreiſes 
auf deſſen Grundfläche, und einer Seite des Cylinders ‚it 
den Duadrat des Durchmeffers deffelben, oder dem bes 
Halbmeſſers ver Kugel gleich. — Denn wenn man einen 
Bogen des Halbfreifes als Abfciffe, die darauf in der Ober⸗ 
fläche bis an den Punet M der Eurve gezogene als Ordinate 
betrachtet, fo ift das Differential des Flächenraums gleich 
dem Product aus der Ordinate in das Differential der 
Abfeiffe, rote ben ebenen Figuren. Der Kreisbogen fen 
BM (Fig. 54.), deſſen linearifcher Sinus in.dem Halb: 
freife MX = z, fo iſt der dazu gehörige Winfel — 


% 
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Ang An =, wei der —— des Keil = za iſt, 


and der Bogen BM=#a. Ang ſin — Das Diffe: 


— adz EI | 
rential ift — re Differentialformeln , 29.). 
Die Ordinate an der Eurve auf der chlindriſchen Flache 
ift der Abſtand des Schnittes, worin M befindlich ift, von 


der Grundfläche, alfo =y. Der cylindrifche Slachen- 


ayoz = 

raum fy —=Z, ſo iſt 9Z = ———— Nun iſt 

2 —alınw.cofw==}a fin 2w, alfo 92 — acof2w.dw. 
Kerner ift V (aa-4zz) —= acolzw, und y — afınu. 
Demnach iſt )22 — a? ſinu. do, und daraus Z=C 
— a’colw FürBM=o ifo — 0o, und colw=ı, 
daher C=aa, ſo daß zaa (1 - coſu). Das iſt der⸗ 
ſelbe Werth, der vorher für die ſphäriſche Flache BPM 
gefunden iſt. Dieſe und die enlindrifchen find für zuſam⸗ 
mengehörige Puncte M einander gleich, fo daß die cylinz 
drifche zwoifchen der Curve, dem Halbfreife der Grundfläche. 
und der Seite a dem Quadrat des Halbmeſſers ver Kugel 
gleich ift. Der Theil der Oberfläche von dem durch die 
Kugel auf die vorher angegebene Art ganz durchgeſteckten 
Syalbcylinder, innerhalb der Kugel ift daher zweymahl jenem 
Quadrate gleich, und die von beiden Halbeylindern fo groß 
als das Quadrat des Durchmeffers der Kugel, Montucla 
macht a. a. O. dieſe Bemerkung. 


16. Boſſut Hat dem Vivianiſchen Problem noch 
eine merkwürdige Erweiterung gegeben. Er finder, daß 
der förperliche Raum in der Kugel, welchen zwey Cylinder, 
beren Durchmeifer halb fo groß als derjenige der Kugel ift, 
uͤbrig laſſen, wenn fie neben einander auf einen großen 
Kreis der Kugel fenkrecht geitelle werden, zwey Meuntel 
von dem Würfel des Durchmeffers der Kugel iſt. Traites 
du calcul differentiel et integral, T. II. p- 546: ff. 
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Der zweyte Beweis, den er daſelbſt giebt, iſt noch 
leicht genug, um hier mitgetheilt werden zu können. Ich 
werde ihn etwas verändern, indem ich ihn an die hier ſchon 
erwieſenen Säge knüpfe. 

17. Es iſt (Fig. 55.) AGB der Quadrant eines 
Kreiſes; auf diefem ftehen die Quädranten CGB, CGA 
fenfrecht,, die e8 auch auf einander feyn, fo daß die Figur 

*GABC den Dctanten einer Kugel abbildet. Über GB 
als Durchmeffer werde der Halbfreis B befchrieben, 
und auf diefem ein halber fenfrechter Cylinder errichtet. 
Diefer ſchneidet die Kugelfläche mit feiner frummen Ober: 
fläche in der gedoppelt Erummentinie CMB, da die ebene, 
den ganzen Eylinder halbirende Fläche GCHB von jener 
in dem Quadranten CB gefchnitten wird. Die inner: ‘ 
halb der Kugel enthaltene Portion des halben Gplinders 
wird theils von zwey ebenen Kiguren, dem NHalbEreife 
GNB und dem Quabranten CGB, theils von der cylin- 
brifchen Slähe CGNBMC und der fphärifhen CMBC 
begrängt. Die frumme Linie CMB ift die zur Auflsfung 
der Bivianifchen Aufgabe gefundene (12.). 1 

18. Man fege durch CG und einen Punct M biefer 

Curve eine Ebene, welche den Quadranten AGB in GP, 
den Halbfreis GNB in GN fchneider. Ihr Durchfchnirt 
mit der fpbärifchen Flähe CMBC iſt ver Bogen CM 
eines großen Kreifes, mit der cylindrifchen die gerade, auf 
die Grundfläche fenfrehte MN. (Denn eine durch M 
und die Are des Eylinders gelegte Ebene ſchneidet die cylinz 
brifche Fläche in einer geraden, auf die Grundfläche fenf: 
rechten Linie. Der Durchfchnite der Ebenen durch CG 

‚und die Are, und den Punct M, ift auch eine folche fen: 
vechte, alfo mir jener diefelbe). Durch die gefegte Ebene 
erhalten wir nun einen Abſchnitt des Cylinderſtücks zwiſchen 
dem Duadranten CGB und dem gemifchtlinichten Viereck 
CGNMC. Dian fege noch eine Ebene durch CG, 
welche die fpbärifche Fläche des Eylinderftücfs in Cm, die 
cplindrifche in mn , die Grundfläche in Gn ſchneide. Der 
inhalt des zwifchen beiden durch CG gelegten Ebenen 
enthaltenen Cylinderſtlicks ift die Differenz zweyer, ‚non 
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‚CGB an genommenen Cylinderſtücke. Diefe, Differenz 
drucke man durch den zugehorigen Linterfchied ver Winfel 
BGN, BGn aus, ohne auf die Veränderungen von CM 
und MN zu achten, fo hat man das Differential von dem 
Cylinderſtück zwiſchen CGB und GGNMC, moraus 
ſich dieſes Cylinderſtück wird finden laſſen. Zur Verglei⸗ 
chung mit Fig. 5 ı. find zu denſelben Puneten, auch dieſelben 
Buchſtaben geſetzt. Jene Figur Fehre man um, fo erhals 
ten die Linien daſelbſt diefelbe Lage wie hier in Fig. 55. 

19. Man fege.GB == a; den Winfel BGP—=u. 
Der Bogen BP und ver Punct M gehören hier eben fo 
jufammen, wie in Fig. 51. der Bogen BP und der Punct 
M. Dun ift dort der Abftand des. Punctes M von der 
Ebene BAD oder BAG =—afınv, nämlich der in 
(10.) durch y bezeichnete. Alſo it MN = alınw. 
Die Verlängerung von Gn' treffe BA in p, fo ilt ber 
Dogen Nn=Pp, aud ‚wenn fie endlich find, Denn 
der Bogen BN gehört zu einem Winkel am Mittelpuncte, 
der doppelt fo groß iſt, als der Winkel BGP am Mittel: 
puncte des Bogens BP, dagegen aber der zu jenem gehö⸗ 
rige Halbmeſſer halb fo groß ift als der Halbmeifer zu BP. 
Daher it BP=BN; Bp==Bn, und Pp = Nn. 
Man ziehe die in N berüßrende NH, und auf diefe die 
fenfrehte GH, DerWinfel GNH ift gleich dem Winfel 
am Umfange, GBN,, der auf dem Bogen GN jteht. 
Afo it GH= GN. fnGBN = GB. coluw? = 

a. colw*, 

Das Chlinderſtück zwiſchen ven beiden durch CG 
gelegten Ebenen befteht aus zwey pyramidenarrigen Körpern, 
mit der gemeinfchaftlichen Spitze G. Der eine derfelben 
bat zur Grundfläche das Stück MNnm ber Eylinderfläche 
und zur Höhe GH, als die ſenkrechte auf die den Eylinder 
in MN berlißrende Ebene. Da eine Pyramide der dritte 
Theil des Products aus der Grundfläche in die Höhe ift, 
fo ift die Pyramide über MNnam =3.MN.Nn.GH, 
in dem bey der elementarifchen Differenz zweyer Splinder: 
ſtücke weder die Krümmung der Grundfläche noch der Un⸗ 
terſchied der beiden MN, zın in Betracht Eommen barf. 
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NMun iſt MN aſinu; pn = PN=adu; GH 
— acolw®, alfo die Pyramide über MNnm — 
za? finw.co[lw*.dw. Ä 
Die Slähe CMm ift=a(r-colCM).Pp, (4.)- 
Man verlängere ven Bogen CM bi8 an AB in P, fo ift 
für unfere Curve PM = PB, (7.), alfo 
cofCM = finPM = nm; und die Fläche 
CMm =a(1- fnu). adw — a? (ı-finw) u. 
. Diefe mit 4a multiplieire giebt die ementariſche Pyra⸗ 
mide Über CMm Jas (1- ſin ) dw. 
Alſo iſt das elementariſche Cylinderſtück, 
92 = za3 (1- ſin cofw*. finw) Ow. 
u Es ift inw. dw = — 9colw (Differentialrech⸗ 
nung, 38.)5 dadurch 
o2 = 4a? (dw + dcolw. — colw®, 8 colu). 
Daber durch die Integration 
Z = 3a3 (w+ colw — colw8) + C. 
Fuͤr 2 = 0 ifto—o,undcolw=ı, alfo 
Conft = — zas, und 
Jas (ot eolw— J coſ 5 u, 
— ganze se Eolinberftt, für uhr (oder 900) iſt 

za° (3-3) 

’ Die ganze Kugel it — 4ras, alfo ber Defant 
GABC = 5ra®. Daher iſt der Kaum, welchen das 
Cylinderſtück in dem Octanten übrig läßt — Zas. 

19. Nimmt man in dem anliegenden Octanten die 
andere Hälfte des Eylinders, fo laßt diefe darin denfelben 
Raum übrig, Werlängert man den ganzen Cylinder nad 
der enfgegengefeßten Seite, fo läßt er in der Halbkugel 
ben Naum 4.523 übrig. Wird durch Die andere Halb: | 
fugel eben ein foldher Sylinder geſteckt ſo laſſen beide in 
ber ganzen Kugel den Raum 8.3 a3 übrig, das iſt 3 von 
dem Würfel des Durchmeſſers. 

20, Euler hat die von Viviani vorgelegte Aufgabe - 
ganz allgemein und nad) einer andern Methode behandelt, 
als Beyſpiel in einer a ke de formulia äntegrali- 
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bus duplicatis. Comm.'novi Acad. Petrop. T.XIV. 
2.2.1759. Er ſucht die Gleichung für eine Feumme Linie, 
die innerhalb des. Duadranten eines Kreifes befchrieben 
wird, von folcher Befchaffenheit,, daß die fphärifche Obers 
fläche, wovon ein Sector der Eure, von dem Mittels 
puncte aus genommen, die orthographifche Projection iff, 
algebraifch fich angeben laffe, oder quadrirbar ſey. In der . 


Formel jroifchen dem Radius der Curve und dem zugehi« _ 


rigen Winfel mit dem einen Halbmefjer (als zwiſchen 
Gm und BGm in Fig. 53.) find zwey unbeftimmte Fun⸗ 
etionen der Tangente diefes Winkels vorhanden. Die hier 
gefundene befondere Auflsfung bringt Euler ebenfalls bey. 
Auch löſet Euler nod) die Aufgabe auf, eine Eurve auf - 
dem Quadranten eines Kreifes zu finden, von der Befchaf: 
fenheit, daß das. Über ihrer Area ſenkrecht gefegte und von 
einer Portion der Kugelflähe begränzte Solidum einen 
algebraifch beftimmbaren inhalt Habe. Den Tall, den 
Bofllir betrachtet, daß der übrige Theil des Octanten ber 
Kugel ſich cubiren laſſe, hat Euler nicht unterfucht. 

- Man fehe auch Lacroix Calcul differential et in- 
tegral, T. II. 9.538 — 542. 

29. Pappus beweiſet, daß der fphärifche Raum auf 
einer Halbkugel zwifchen ihrem Srundfreife und einer Spi⸗ 
tale, die von einem beweglichen Puncte auf einem Qua⸗ 
dranten während einer Umdrehung befchrieben wird, dem 
Quadrat des Durchmefjers gleich iſt. Collect, mathem. 
IV. 30. 


PFluens, die fließende (Größe) ift in dee Newtoni⸗ 
fen Analyfis des Unenplichen, was in der Jeibnigifchen 
Die veränderliche heißt, Newton ftellte fich die Größen alle 
als geometrifche vor, die Durch Bewegung erzeugt würden, 
ſ. Differentialrechnung, Th. J. ©. 833. ff. Das Wort 
Fluens, doch ald Bevwort, gebraucht Cavaleri in der 
Geometria indivihbilibus continuorum, L. II. p. 8.9. 
Er läßt dafelbft ebene und körperliche Figuren jene durch 
Bewegung einer geraben Linie, diefe durch die einer Ebene 
entſtehen. 


1 
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Fluxio wird von Newton die Geſchwindigkeit ge: 


nannt, womit eine Fluente durch die erzeugende Bewegung 


zunimmt. - Da Gefchwindigfeit ein Verhältnißbegriff ift, 
fo ift eö genauer, wie auch Mewton (Methodus fluxio- 
aum, art. IL) es thut, im Plural zu fagen, Slurionen 
find die Geſchwindigkeiten, womit die werfchiedenen Fluen⸗ 
: ten durch die erzeugende Bewegung zunehmen. Das Vers 

ältniß der Slurionen ift ganz daffelbe, was nach Leibnitz 

erhältniß der Differentiale genannt wird. _ Der Linters 
ſchied zwiſchen Differenrialen und Slurionen liegt bloß in 
der Art, wie man fich die Zunahme (oder Abnahme) einer 
veränderlichen Größe vorſtellt. Bey dem Gebrauch der 
Slurionen vermeidet man zwar die Vorftellung unendlich 
Kleiner Größen, allein in ber That nur den Ausdrud, 
Denn um den Begriff der Geſchwindigkeit, welcher der 
Lehre von der Bewegung befonders angehört, Hier anzus 
wenden, muß man unendlich Fleine Räume vergleichen, 
wenn die Gefchwindigfeiten veränderlich find. Man komme 
alfo doch auf ven Begriff von Gränze eines Verhältniſſes, 
oder eines folchen‘, welches von der Quantität der Verän⸗ 
derungen unabhängig iſt. Geht man gleich von dieſer 
Vorftellung aus, fo ift. Differential, als eine unendlich 


Feine Veränderung betrachter, nur.eine Abkürzung der 


Rede, und Fluxion ift ein bilvlicher Ausdruck, um das 
Verhaͤltniß der unendlich Fleinen Veränderungen ſtetig ver: 
Anbderlicher Größen faßlich zu mechen. Newtons Mos 
mente der Fluenten find nichts als Leibnitzens Differentinle 
veränderlicher Größen. 

Zwey zufammengehörige veränderliche Größen, x, y, 
ftelle man, fi als Eoordinaten einer Curve vor, Die jede 
durch die Bewegung eines Punctes befchrieben werden. 


Die Gefchwindigfeiren der befchreibenden Puncte find die . 


Slurionen der Eoordinaten, Die Eurbe felbft, als die 
driete, zu jenen beiden gehörige, Fluente betrachtet, 
werde auch durch einen Punct befchrieben, der immer mit 
Bem Endpuncte der. Ordinate zufammenerifft, fo ift die 
Beſchwindigkeit diefes Punctes die Slurion der Curve. 


— — — — — —— 
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3.2. an dem Kreiſe iſt die Gleichung flir die Coordinaten 
zgax-xx—yy, wenn die Abfeiflen von einem Endpunete 
des Durchmefferd an genommen, und die Drdinaten fenfs 
‚recht darauf gefetst werden. Wezeichnet man nach Newton 
die Flurionen durch die Symbole der Fluenten mic einem 
Puncte darüber, fo iſt x:y=y:a-x. Der zu x 
und y gehörige Kreisbogen fep — s, fo it x :s= y:ıa, 
ud y:s=a-x:a. 


Die Flurion einer Fläche iſt nicht die Geſchwindigkeit 


der befchreibenden oder erzeugenden Linie, wie die Slurion 
einer Linie die Geſchwindigkeit des befchreibenden Puncrs 
ift. Denn die Zunahme der Tläche kommt auf die Größe 
der befchreibenden Linie an, und hängt bloß von derfelben 
ab, wenn man für die verfchiebenen Portionen der Fläche 
die Geſchwindigkeit der befchreibenden Linie gleich groß 
fest. Man muß fich ſtatt der Tläche eine ihr proportio⸗ 
nale Linie vorftellen. 3. B. für die Parabel ift die Sleie 
hung zwifchen ven Eoordinaten, ax —=yy. Die zu x 
und y gehörige Area ſey Z. Diefe vergleiche man mit 


dem Rechteck ax, und die Fluxion Z mit der Slurion ax. 


Allgemein ift 2 :ax = y:a (nad der Notation in der 
Differentialrehnung 82 =yox). Da an der Parabel ift 
ax — 2yy, piftZ:2yy=y:a, ode . 

Z: ay = 2yy:aa. Ä | 
Auf ähnliche Art werben die Slurionen der Förpers 
lichen Räume und der Oberflächen, fo wie aller Arten von 
Größen auf Fluxionen von Linien gebracht. Diefes mache 
aber Weitläuftigfeit, die man auch in der Slurionenrechs 
nung fich erfpart. Alsdann ift aber diefe von der Diffe- 
rentialrechnung nur in der Notation unterfchieben. 

Die Notation in der Slurionenrechnung ift offenbar 
lange nicht fo bequem als die in der Differenfialrechnung 
eingeführte, Die Engländer find die einzigen, welche jene 
noch immer beybehalten, aus Ehrerbietung fie ihren großen 

Landsmann, und aus Vorliebe für Nationalſitten. 
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In dem Artifel, Fluxion, des Dictionn. encyclop. 
par ordre des matieres, fagt d'Alembert: Man hat 
geinen recht hellen Begriff von Gefchwindigfeit, wenn fie 
veränderlich iſt. Geſchwindigkeit ift nichts wirkliches, es 
ift das Derhältniß des Raumes zu ber Zeit, wenn bie 
Geſchwindigkeit gleihfermig iſt. Bey der ungleichförmi⸗ 
gen Bewegung aber iſt fie das Verhältniß der Differentiale 
des Naums und der Zeit, ein Verhältniß, wovon man 
eine deutliche Erklärung nicht anders geben kann als vers 
mittelft der Öränzen. Auf diefe muß man alfo doch zurück 
fommen, wenn man von Fluxionen einen befriedigenden 
"Begriff geben will. — Daß d’Alembert zwiſchen zwey 
ungleichartigen Größen, Zeit und Raum, ein Verhältniß 
Statt finden laßt, ift nicht nach;uahmen. 

Focus, f. Örennpunet. 


Folium, foliata curva,, ift eine rumme $inie, 
deren Gleichung; ift x3 + y® — axy. Gie hat zwey 
Zweige mit einer gerablinichten Afymprote, an welcher 
dieſe auf derfelben Seite ſich erftreden. ‘Die beiden 
Zweige fchneiden ſich, und bilden eine blattähnliche Figur, 
faft auf die Art, wie die zum erften Theile Tab. III. 
Fig. 37. gezeichnete Curve, deren Ziveige aber nicht auf 
derfelben Seite ver Aſymptote liegen. In Newtons Ver» 
jeihniß der Linien der drirten Ordnung ift fie die 41ſte. 
Diele Linien haben einen blattähnlichen Theil, weswegen 
man nicht eine einzelne daher benennen follte. Sie heißt 
auch das Folium von Descartes, weil diefer Geometer 
fie zuerft angegeben bat. Er führe fie in ver Sammlung 
feiner Briefe, P. III. epilt. 48., als Beyſpiel an, daß 
Fermats Methode berübrende zu ziehen fich bey ihr nicht 
anwenden lafle. : In dem 57ſten Briefe zeigt er, wie die 
berüihrende gezogen werden Fann, welche mit der Axe der x 
oder der y einen _balben rechten Winkel macht. Diefes 
hatte Roberval niche finden Fonnen, dem fie merkwürdig 
genug. war, daß er ihr den Mamen Galand oder Fleur: 
de Jasmin gab. Descartes fagt, er fünne ihm noch uns 
endlich viele Linien mittheilen, die nicht zufammengefegter. 


>» 
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als jene wären, und doch noch neftere ‚Figuren bildeten. 


Die Sache ſey aber eine ſolche Kleinigkeit, daß er ſich 
ſchame darüber zu ſchreiben. Descartes bleibt bey dem 
in ſich zurücklaufenden Theil der Curve ſtehen, und beachtet 
die beiden ins Unendliche fortlaufenden Zweige nicht, die 
doch mit ihr ſtetig zuſammenhängen. Die Linie iſt quadrir⸗ 


% 


bar. Als Exempel wird fie in dem Artikel, Quadratur, 


dienen können. 


Form einer Größe iſt die Art, wie f e aus andern: 


Größen zufammengefest wird. So find Formen ganzer 
Zahlen, an; an +1, jene für gerade, diefe für unge 
rade; allgemeiner ma + b, mo b eine £leinere ganze 
Zahl alsa, und m ebenfalls eine ganze Zahl ift. Alle 
Primzahlen find unter den Tormen 6Ga+ ı und 6a-+s5 
begriffen; ſtatt der letztern kann man auch die Form 
6a — 1 fegen. Nur find niche alle Zahlen von jener 
Sorm Primzahlen, Potenzen und Wurzeln find Formen 
von Zahlen, fo wie Producte und Quotienten. Der bino: 
mifche Jchrfa enthält die Sorm der Potenzen zweytheiliger 
Größen, der polynomifche die Korn der Potenjen vieltheie 
liger Größen. Die Sormen der Eoefficienten in einer alge⸗ 
braifhen Gleichung ſind · die Zufammenfegungen aus den 
Combinationen der Wurzeln. . Die Formen der Größen 
find das, was in der reinen Mathematik Aurchgegende an 
den Größen befrachtet wird. 


Form einer Reihe iſt dad Geſetz, welches bie 


Erponenten der unbeſtimmten Größe, nad) welcher die 
Glieder der Reihe geordnet find, beobachten, z. B. daß 
diefe Erponenten die Reihe der natüiclichen Zahlen, ober 
der geraden allein, oder der ungeraden find, zugleich mit 
Angabe des Vorzeichens + oder — der Exponenten, von 


welchen das erjtere zu nehmen ift, wenn nichts darüber 


beftimmt wird, 


Formel iſt der in allgemeinen Zeichen gefaßte Kuss 
druck des Werthes einer Größe mittelft derjenigen Größen, 
burch welche fie beftimme wird. In einer folchen Sormel 


braucht man nur in jedem Tale Die Werthe ver gegebenen: 
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Groͤßen zu ſetzen, um die geſuchte herauszuſinden. Sie 
iſt das Reſultat einer analytiſchen Rechnung, die alle dar⸗ 
unter gehörige Fälle begreift. Die Formeln dienen auch 
durch die Combinationen derfelben wieder neue herauszu⸗ 
bringen. Denn fie find zugleich Lehrfäge über die Verbin: 
. dungen zufammengehöriger Größen, 

Die Algebra liefert Sormeln für die Wurzeln der 
Gleichungen vom erften, zweyten und dritten Grabe, der - 
letztern doch nur mit einer Einfchränfung; ferner für jede 
der unbefannten Größen in mehreren Sleichungen durch die 
Elimination der übrigen. Die Analyfis liefert Formeln 
für die Entwickelung vielerley Größen aus ihren Beſtand⸗ 
theilen, als der Potenzen von Binomien und Polynomien; 
für die Summen der Potenzen, deren Wurzeln in ariche - 
metiſcher Progreßion find, und mancher andern Reihen⸗ 
glieder; fuͤr die Interpolation zwiſchen den Gliedern einer 
Reihe u. m. Die Trigonometrie mit der Goniometrie iſt 
in ihrer gegenwärtigen Geſtalt ganz formulariſch, und da⸗ 
durch zu allgemeinen Rechnungen deſto geſchickter. Die 
Differential⸗ und Integralrechnung enthalten eine Menge 
Vorſchriften der Operationen in Formeln ausgedruckt. Auch 
in der angewandten Mathematik ſucht man alles auf be⸗ 
quem ausgedruckte Formeln zu bringen. 

Allgemeinere Formeln ſind ſolche, welche mehrere 
Größen unbeſtimmt laſſen, da ſpeciellere Formeln dieſen 
einen gewiſſen Werth beylegen. Die letztern werben da⸗ 
durch oft viel einfacher, und erſparen die Mühe der Re⸗ 
duction des Allgemeinen auf das Beſondere, weswegen es 
bequem iſt, dergleichen neben den — zur Hand 
zu haben. 


Fragezahl iſt in der eaſhenArlchaecr diejenige 
Zahl, von welcher etwas gefragt wird. Sie iſt mit der 
geſuchten zuſammengehörig, das iſt mit ihr durch die Fra⸗ 
ge, wie viel? wie groß? oder eine aͤhnliche verbunden, 
und kommt eigentlich in der Regel de tri, der einfachen 
und zuſammen geſetzten, vor. In der einfachen ordentli⸗ 
chen Regel de tri wird ſie von den Rechenmeiſtern in die 
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bdritte Stelle geſetzt, in der umgekehrten aber in ö die eiſte. 
3. B. in dem erſtern Falle 

7Pf. — 9 ihle. — 28 Pf.? 
wo 28 Pf. die Fragezahl ift, von welcher ber Preis ger 
fragt oder gefucht wird, | 
Ä Für den zweyten Fall fen das Beyſpiel: 6 Arbeiter 
liefern eine Arbeit in 10 Tagen, wie viele werden erfor: 
dert, fie in 5 Tagen fertig zu ſchaffen. Hier iſt die. Fra⸗ 
gezahl 5 Tage, und 
5 Tage? — 6 Arb. — 10 Tage, \ 
In der Megel Duinque kommen zwey Sragezahlen 
vor , fo. wie hier zwey Paare gleichartiger Größen gegeben 
werben. In mehr jufammen gefeßten Fällen fommen noch 
mehrere vor, nach der Anzahl der Paare gleichartiger 
Größen, die gegeben werden. 3.8. 100 Thlr. bringen in 
13 Monathen 5 Rthlr Zinfen wie viel bringen 480 Thlr. 
in 8 Monarhen? Die Nechenmeifter machen folgenden 


atz. | 
100 Zflr. . 480 Rthlr.? 
in 12 Mon. —5 Rthlr. — 8 Mon.? 

Weil hier die gefuchte Größe To viel mahl größer ober 

Fleiner ift, als die ihr gleichnamige gegebene, fo viel mahl 

die Fragezahlen größer oder Fleiner find, als die ihnen 

gleichnamigen, foftehen die Fragezahlen in der dritten Stelle, 

| Wäre die Trage, in wie viel Monathen bringen 

480 Thlr. — Thlr. Zinſe, ſo wäre der — folgender. 
480 Thlr? 100 Thlr. 

| 5 of, — 12 Mon. — 190 Thle. ? 

Je mehr ogntereffe » befto länger iſt die Zeit, allein je 

größer das Capital, deſto Fürzer iſt die Zeit. 

Die Aufgabe fey: 480 Thlr. bringen in g Mona: 
ten 16 Zhle. zu 5 Procent belegt, wie groß ift das Capi⸗ 
tal, das eben die Intereſſe bey 4 Procent in 6 Monarhen 
Bringt, fo kommen beide Fragezahlen in die erite Stelle, - 

.7 * 0 
ME _ god, — 8 Me 

Bey einerlen Intereſſe verhalten fi) die Enpitalien 

nungefeet wie die Zeiten und die Procente, 
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Auf gleiche Art verfaͤhrt man bey mehreren Fragezah⸗ 
fen. Man muß nur die Vergleichungsformel, je größer die 
Gragezahl, deſto größer die gefuchte, oder je großer jenz, 
deſto kleiner dieſe, nicht unrichtig anwenden, wo fie nıcht 
Statt finde. Doc in den Fällen, die im gememen je 
ben vorfommen, läßt ſich das leicht beurtheilen,. In dem 
Artikel, Proportion, wird ein Anfaß ver zufammenges 
festen Regel de ri gezeigt werben, welcher. der Zufammene 
ſetzung der Verhältniffe gemäßer, und auch deutlicher iſt. 


Function einer veränderlichen Größe ift der anas 
Iytifche Ausdruck der Zufammenfesung. einer Größe aus 
diefer veränderlichen Größe, und einer oder mehrern uns 
Veränderlichen. Kine Function zweyer oder mehrerer ver 
anderlichen Größen ift eben fo die analytiſche Darſtellung 
aus diefer und aus underänderlichen. 3.% Ä 
a+-bx-+cx!; oder — 

b—x 
ober a sin x; oder a“; oder alogx, find Functionen der 
veränderlichen Größe x. Ferner je xx +axy+bx+cy. 
+ d eine Function zweyer veranderlichen Größen x und y; 


. 


= oder b V(aa+xx); 





fo auch * oder ax 4 ysinx 
———— 

1.. Der Ausdruck, Function, iſt zuerſt von “oh. 
Bernoulli in dem erklärten Verſtande gebraucht, ben Ser 
legenheit des ifoperimetrifchen Problems (Mem. del’ cad. 
des Scienc. 1718. Opp. T.H. p. 241.). Leibnitz be: 
zeige ihm darüber feinen Beyfall [ Commerce. epist. T.I. 
P. 386.). Früher harte Leibnig ſelbſt auch den Ausdruck, 
Function, in einer ähnlichen aber eingefchränftern Bedeu⸗ 
tung gebraucht, den Theil einer geraden Linie zu bezeich⸗ 
nen, der in der Verbindung mit frummen Linien auf irs 
gend eine Art beftimme wird, als Ordinate, Abfciffe, Sube 
tangente , Mormale, Gubnormale , Kriimmungshalb: 
—meſſer. Dan fehe auch Iac. Bernoulli Opp. T. I. 
P. 788. 
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2. Wenn die Function eine unberänberliche Aet der 
Zufammenfegung iſt, und als Glied einer Gleichung, oder 
als Factor eines Öliedes darin vorfommt, fo gebraucht man 
bie.Capitalbuchitaben, M, N, P, u, dgl. oder X, Y, Z, 
die letztern insbeſondere, um Funceionen von x, Y, Z, 34 


bezeichnen. Iſt aber die Function felbft noch unbekannt, 


wie das in den fehr allgemeinen Linterfuchungen der neuern 


Analnfis häufig der Fall ift, oder wenn Entwicklungen und 
Verwandlungen damit vorgenommen werden follen, fo 


gebraucht man die Notation, fx, Fx, Ox, vx, um, 


Functionen einer veränderlichen x dadurch anzuzeigen. 
Denn mehrere Sunctionen derfelben Größe vorfommen, 
fo werden fie durch Die vorgefegten Buchſtaben, als f, F; 
O, x, unterfchieden- Daß dieſe Functionszeichen nicht 
multiplicirende Größen ſind, ergiebt ſich in jedem Kalle 
von ſelbſt. Euler gebraucht das Kolon nach dem Fun⸗ 
etionszeichen, um einer ſolchen Verwechslung, die inzwi« 
fehen nicht leicht möglich ift, vorzubeugen, wie f: y. 
(Infütt. Calc. integr. T. II. p. 40.). “ft die Sunctioe 
nalgroͤße eine sufamnengefeste, ſo fchließe man. fie in 
Klammern ein, als f (xx), oder f.(a+ bx), welches 
Sunctionen von xx, von a+bx, anzeigt. Kine Function 
zweyer von einander unabhängigen Größen, x, y, wird 
folgendergeftalt, £ (x, y), bezeichnet, dagegen f(&y) die 
Function des Products zweyer veränderlichen Größen, als 
einer einzigen, angiebt. Die Function wird bloß aus dieſen 
fo verbundenen, nicht aus den getrennten, zuſammengeſetzt. 
Die Bezeichnung feheint Clairaut zuerft gebraucht zu 
haben. Tin einer Abhandlung in den Mem. de l’Acad. 
des Sc. 1733., p. 269., edit. d’Amft. gebraucht. er 
nicht allein den Ausdruck, Function, fondern fagt auch, 
daß er fich der Bezeichnungen, IIx, ®x, Ax, etc: 
bedienen wolle, um verfchiedene Functionen im Allge— 
meinen zu bezeichnen. D’Alembert in ver Abhand⸗ 


— 


king, fur la cauſe generale des vents, Berlin 1747. 


gebraucht pag. 111. die Bezeichnungen, au s und ru,⸗ 
für Functionen von u und 8. 
J S 


* 
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3. Das Differential einer Function von x, die durch 
Fx bezeichnet iſt, wird durch OxF’x, oder Oxfx, oder 
xXOX angedeutet, wo F'x oder fx oder Ox diejenige 
Function von x anzeigt, welche aus Fx durch die Differ 


“ rentiarien hergeleiter if. Das Buchitabenzeihen F’, f 


oder © ift will£ührlich, wenn nur Dafjelbe Zeichen und die 
felbe Nunetion zufammenbleiben. 

Enthält die Sunction zwey veränderliche Größen, wie 
F (x, y),’fo ift ihe Differential = 9x F(x,y) + 
oy F(x, y), wo wiederum F’ (x, y) die aus F(x, y) 
durch die partielle Differentiation nach x, und F’' (x, y) 
die eben daher durch die: partielle Differentiation nach y 
bergeleitete Function ift. 

3.38 Es ſey Fx — xx tax, ſo iſt 2. Fx 
— OXFAXOXGSf adOx, wFf—ıx-Hta. 

Es ſey F(x, y) zz ax? + Bxy + yx, ſo iſt 
2. F(XV) = (4XBVOX + Pxöy, fo 
daß F=2aax+ßy+y, und FF Bx iſt. 

4. Eine Function von x ift entweder eine unmit- 
telbare, wenn fie fchlechthin durch x gegeben wird, oder. 
eine mittelbare, wenn fie durch eine veränderliche z 
gegeben wird, die eine Function von x ift, Go ift xx 
+ ax + b eine unmittelbare Sunction von x; aber 
F(xx-+ax + b) ift eine mittelbare Sunction von x, weil 


bier xx + ax + b als eine einzige veränderliche Größe 
- zu betrachten iſt. Kine Function des fin © iſt eine mittels 


bare des Winfels 9 Eine Function vonxx + yy ift 
eine mittelbare der beiden x und y. 

5, Die Functionen werden eingetheilt in algebrai- 
fe und transfcendente, Die eritern find folche, 
in welchen die Zufammenfegung bloß durch algebraifche 
Operationen gefchieht, namlich durch die vier Rechnungs⸗ 
fpecies, wie auch durch Erhebung auf Potenzen und Aus- 
jiehung der Wurzeln. Auch gehören hieher diejenigen 
Funetionen „, worin bie Function der veränderlichen Größe 
‚mit diefer felbft noch algebraifch verbunden ift, und nicht 
unmittelbar durch fie gegeben wird. Zransfcendente Fun⸗ 
etionen find folhe, worin die Functionalgröße von dem 


} 
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Berhältniffe der Winkel zu chren trigonometriſchen Beglei⸗ 
tern, der Logarithmen zu den Zahlen, und von Integra⸗ 
tionen , die algebraifch nicht angegeben werden können, 
abhängt, z. B. ap + biin® iſt eine fransfcendente 
Runerion des Winfels $. Einige unterfcheiden noch Fun⸗ 
tionen, worin Potenzen der beränderlichen Größe mit 


irrationalen. Erponenten vorkommen, z. B. xv⸗ , und 
nennen tiefe Art, functiones interfoendentes. Die - 
Linterfcheidung ift unnöthig. ' 

6. Die algebraifchen Functionen find theils ratio⸗⸗ 
nale, theils irrationale. In jenen kommen nur Pos 


tenzen der veränderlichen — mit ganzen Exponenten 
2 


a? x | 
vor; z. B. ax? + bx; oder Eye In den itras ' 
fionalen find —— Potenzen der veründerlichen Größe, 
oder “einer Function derſelben enthalten, z. B. in 


x? + axtı b; ober nz + V(a?-F-x?®), oder | 
Vatx+x)) 


7. Die irrationalen algebraiſchen Funetionen fi nd 
entweder gefondertfe oder ungefonderte (explicitae | 
vel implicitae). Jene find ſolche, dergleichen zum Bey⸗ 
fpiele vorher angeführr find. Die ungefonderten find, 
worin die Sunetion einer Große mit derfelben verbunden if, 
fo daß fie nicht Durch diefe rein und abgefondert in einem 
endlichen Ausdrucke bargeftellt werben kann, 5. B. in der 
Gleichung, ys=axy’+bx*% Hier ift y eine Function 
von x, meil fie auf eine beſtimmte Art durch x gegeben 
wird; aber man bat fein Mittel, y durch x anders als 
durch eine unendliche Meihe auszudrucken, außer in dem 
Kalle, Daß y nur bis zu der zweyten Potenz feige. Diefe 
Art Runctionen kommt bey allen geometrifchen Frummen- 
tinien vor, da deren Drdinaten im Allgemeinen ungefon« 
derte Runetionen der Abfeiffen find, In befondern Gatz 
tungen, oder. bey gewiflen Lagen der Coordinaten Fonnen 
die Drdinaten gefonderte Functionen der Abſciſſen ſeyn. 
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8 . Die rationalen Functionen werben eingetheilt in 
— und gebrochne. Jene ſind ſolche, in welchen 
die veränderliche Größe x nirgends einen negativen Erpo⸗ 
nienten hat, nach fonft ein Bruch vorfommt, deflen Nenner 
x enthalt. Ihre allgemeine Form ift, a-bx-+cx* 
+dx’+rex?t-r etc. Die gebrochnen rationalen Fun⸗ 
ctionen Fonnen alle auf die Sorm, 
a 4bx 4 cx! + dxd-pext+etc 
a+Bx + yx® + 6x5 + xt + etc. x 
durch die Vereinigung der einzelnen Brüche unter einem 
gemeinſamen Meiner gebracht werden, | 


9. Ein wichtiger Linterfchied der  Sunctionen beruft 
auf der Anzahl der Werthe, welche die Function für irgend 
einen Werth der veränderlichen Größe x haben kann. 
Hat fie für jeden Werth von x nur einen Werth, fo ift 
fie eine einformige Function; Fann fie zwey und nicht 
mehr mögliche Werthe erhalten, fo iſt fie eine zwenfor- 
mige Function; bey dren und nicht mehrern ‚möglichen 
Werthen eine dreyförmige, u. f. f. Überhaupt eine 
yielförmige, wenn fie fir irgend einen Werth von x 
mehr als einen möglichen Werth befommen fann.. Alle 
rationale geforderte Kunctionen, fie mögen ganze oder gez 
brochne feyn, find einformige Kunctionen. Hingegen die, 
ungefonderten algebraiſchen Functionen ſind vielförmige. 
Es fen y eine folche Funetion von x, und erftlich y*’— -Py 
+0==o, wo P und Q irgend welche einformige Jun 
etionen von x bezeichnen, ganze oder gebrochne, fo hat y 
für jedes x entweder zwen mögliche oder zwey unmögliche 
Werthe Gleichung, II.), und ift alfo eine zweyformige 
Function von x. Anden Kegelfchnitten find die Ordinaten 
zweyformige Funetionen der Abfeiffen, einen befondern Fall 
ausgenommen. In gewifjen Batfungen höherer Frummen 
Linien find die Ordinaten auch foldye Functionen. | 

Es ſeyn P, Q, R, einformige Sunctionen.von x, 
und ys — Py + Qy—Rz=o, fo iſt y eine dreyfor⸗ 
mige Function von x, weil eine eubifche Gleihung drey 
© Wurzeln a kann. Da nur zwey Wurzeln 
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‘ 
derfelben zugleich unmöglich feyn koͤnnen, fo hat die Rune 
ction y immer entweder drey mögliche Werthe oder einen. 
In einigen Gattungen der.Jinien der dritten Ordnung find 


die DOrdinaten- dreyformige Functionen ihrer Abſciſſen. 


Dergleichen fommen auch bey höhern Erummen Linien vor. 

Sind P,Q,R, S, einförmige Funetionen von x, 
und ee it y* — Py5 + Qy’— Ry+5S=0o, fo iſt 
y eine vierförmige Function von x. Für manche Werthe 
von x mag y nur zwey mögliche Werthe oder gar keinen 
möglichen Werth erhalten. Es wird hier nur auf die mög⸗ 
lich größte Anzahl der möglichen. Werthe geſehen. 

10. Wenn in einer Function von x bloß die geraden 
- Potenzen diefer Größe vorfommen, fo heiftdie Kunction 
eine gerade (functio. par), . Die Merthe der Function, 
einfache ober vielfache, find für gleiche, aber-enrgegenge 
ſetzte Werthe von x gleich groß und gleichnamig, das iſt, 
beiderſeits poſitiv oder negativ. Stellt die Function Ordi— 
naten einer krummen Linie vor, ſo wird dieſe von einer mit 
den Ordinaten durch den Anfang der Abſciſſen gezogenen 
Parallele in zwey gleiche und. ähnliche Theile getheilt. 
Diefes entfteht daher, daß die Werte gerader Potenzen, 
x?, x*, etc. das Vorzeichen nicht ändern, man mag X 
positiv oder negativ nehmen, | 


11. Wenn in einer Function von x Bloß die unggra« 


den Potenzen von x vorfommen, fo ift die Sunetion eine: . 


ungerade (functio impar.), Für gleiche, aber entger 
gengefegte Werthe von x erhält fie gleiche, aber’ entgegen: 
geſetzte Werthe, weil die ungeraden Potenzen von x ihr 
Vorzeichen andern, wenn x enrgegengefegt genommen wird. 
Bedeutet die Function Ordinaten einer Frummen Linie, fo 
ift diefe in den enfgegengefesten, oder den Verticalwinkeln 
der Aren der Coordinaten fich gleich und ähnlich. 
ı2. Eine gleihartige Function (functio ho- 
mogehea) zweyer oder ‘mehrerer heränderlichen Größen, 
x, y, etc. ijt eine folche, worin die Summe ver Erponens 
ten derfelben in allen Gliedern gleich groß iſt, z.B. ax*y 
+ bx®+ 6xy* + dys iſt eine gleichartige Funetion 
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ex} 


x? + y°® 
Die Dimenfionen der veränderlichen Briten werden bier 
allein gezahlt. Bey Diviforen find fie fubrractiv zu neh: 
men. Daher ift die Anzahl der Dimenfionen eines Bruches 
der Unterfchied der Dimenfionen im Zähler und Nenner, 
wenn beide gleichartige Functionen find. Die Anzahl der 
Dimenfionen von einer Wurzelgröße ift diejenige von ihrer 
— dwidirt durch den Grad der Wurzel. 

3. Ähnliche Functionen ſind ſolche, worin 
die an und unveränderlichen Größen auf eine 
und diefelbe Are mit einander verbunden find, Sie fommen 
in der Korm überein, wenn gleich nicht in der Quantität. 
3:Ba+ bx.t cox" "und A By + Cy‘, find 
ähnliche Funetionen von x und y. Ahnliche Functionen 
erhalten dafjelbe Functionszeichen, ad Ox, @Py. 

2 14. Eine functio inexplicabilis ift eine folche, die 
weder durch beſtimmte Ausdrücke, noch duch Wurzeln von 
Gleichungen dargeſtellt werden kann, ſo daß ſie nicht allein 
keine algebraiſche iſt, ſondern daß es auch in den meiſten 
Fällen ſich nicht beſtimmen läßt, zu welcher Gattung von 
transſcendenten Functionen fie zu rechnen ſey. Eine ſolche 


ben x und y. Soauhb ax’ + — — 


I — 1 1 1 
Function iſt die Summe, ı + — —. ... 4 —-, 
X 


oder Das Product, 1.2.3.4...x. Euler hat über dieſe 
Urt von Runerionen Unterfuhungen angeftellt, in den 
Inftitt. Calc. diff. P. II. Cap. 16. 17. In dem Artikel, 
Raculfat, numerifche, find die Functionen diefer Ark, 
a(a+b)(a+2b)...(a+nb), und 
a(la+-b)(a+zb).etc. 

nee ‚ ausführlich erörtert worden. 


15. Wenn y eine Function von x iſt, fo iſt auch x 
eine Function von y. Es iſt eine wichtige Aufgabe in der 
Analyfis, eine Sunction umjufehren, das iſt, aus 
einer gefonderten Function y von x, Die Sunctionalgröße 

x duch y ausjudrücen, Dieſes wird in dem Artikel, 
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Umkehrung einer Reihe, gelehrt, wo auch gezeigt wird, 
wie eine Poren; von x durch eine nach y geordnere Neiße 
dargeftellt werden Fann., Wie eine ungefonderte Function 
entwickelt wird, ſoll in dieſem Artikel gezeigt werden. Wie 
von zwey verſchiedenen Functionen einer und derſelben ver 
änderlichen Größe die eine durch die andere ausgedruckt 
wird, lehrt Ia Granges Lehrſatz ‚ft. benfelben. 


Werwandlungen der Functionen. 


16. Eineg Function läßt fich oft. auf verfchiedene Arten 
daritellen, z. B. als Product, oder als Potenz, und als 
Aggregat von Theilen, die aus. der Entwickelung des Pro: 
duers entftehen; als Wurzelgröße und als entwickelte 
Wurzel; ald Bruch uud ale Reihe, je nachdem es zu den 
Abfichten der Rechnung am bequemften ift. 


17. Es fey y eine ganze gefonderte Function von x, 
Bd. y=x5°— ax? + bx —e, fo läßt jich diefe 
in ein Product aus fo vielen Kacforen von der Form x—p 
verwandeln, als die beftimmte Gleichung für x, welche 
der Werth yo giebt, Wurzeln hat, wenn dieſe alle 
möglich find, und p ift eine der Wurzeln. Hat die lei: 
hung für x unmögliche Wurzeln, fo enthält die Function 
y als Product fo viele quadratiſche Factoren, x? — 2px 
+(p*+ gqg?’), als Paare unmegliher Wurzeln in der 
Sleihungporhanden find. 3. B. wenny—=x’—ax* 
+ bx — co gefeßt wird, und wenn die Wurzeln der. 
Sleihung, x? — ax*® —— x—c0,findp,g, r; 
fo ft y=(x-p)(x-qg) (x-r). Hat die Gleichung 
aber zwey unmoglihe Wurzeln, p+qV — ı und . 
p-qV - ı, nebſt der möglichen r, fo iſt y — 

(x-p-qV-ı)(x-p+qV-ı)(x-r) 

Diefes ift daffelbe, was in dem Artifel, Gleichung, 
VI. erwiefen wird, Die Function y it der Werth einer 
Gleihung, in welcher ſtatt einer unbefannten Größe x 
eine veränderliche, auf jr beliebige Art beftimmbare, 
gefegt wird. 
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18. Die Saͤtze von dem Verhalten der Wurzeln einer 
Gleichung zu den Coefficienten derſelben (Gleichung, VI.) 
laſſen ſich alle auf die ganzen Functionen anwenden. Tin 
den gefonderten Runctionen von x ift das gegebene Glied, 
dermindert um y, das gegebene Glied der Gleichung. In 
den ungeſonderten Gleichungen wird die eine der veränders 
lichen Größen als eine gegebene behandelt. | 

19. Nationale gebrochne Functionen werden mittelft 
ber Divifion des Zahlers durch den Nenner in eine Reihe 
verwandelt, deren Progreffionatgröße diefelbe mit der in 
dem Zähler und Menner iſt. Die Reihe ift eine rück. 
laufende, f. den. Xrrifel, rücklaufende Reihe. 

20. Wenn” der Penner einer rationalen gebrochnen 
Kunetion ein Producer aus einfachen Factoren von der Form 
x+p iſt, fo läßt ſich der Bruch in partielle Brüche, 
jeden mir einem der Factoren zum Nenner, zerlegen, wenn 
die Tartoren alle verfchieden find. Enthält ver Zähler eine 
höhere Potenz der Größe x als der Nenner, fo fondere 
man durch die Dwiſion eine rationale ganze Function der 
Große x ab, bis d. in einem Reſte der Divifion die. höchite 
Potenz von x niedriger iſt, als die höchſte im Diviſor, 
ganz auf diefelbe Art, wie man bey der Abfonderung der 
‚ganzen Zahl von einem uneigentlichen Bruche verfährr. 





ax-+b 
. Dr B — — — — 
— ne ſcy, xx+(p+qg)x+pq 
ax+b | a a 
— — — — . Dieſer wird zerlegt in die beiden 
rt MER EN 
B 
Brühe, — Um die Zähler, A, B, 
+ Zahler, 


zu beſtimmen, bringe man die beiden Brüche auf denſelben 

Nenner x? + (p-rgQ)x+pqg oder (x+p) (x+9)- 
Alsdann wird der Zähler = (A+B)x+Ag+Bp 

Hier erhellt, daß A und B unveränderliche Größen * 


muüſſen, da derſelbe dem ax + b gleich iſt. Damit jener 


für jeden Werth von x diefem’gleich feyn könne, müſſen 
beide identifch gleich feyn, das ift, es iſt 


« 
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.A+B=a; IL Aq +Bp=b. 
Hieraus folge Ze Ze 


J 


Ap—g)=ap—b, 
B(y—p)=ag—b, 











6 
+ — N Bringt man diefe drey Brüche auf 


einen gemeinſamen Nenner, und ſetzt den Zaͤhler des ſo 
erhaltenen Bruchs identiſch gleich dem Zähler des gege⸗ 


benen, ſo iſt 


LA+B+C=a 
EAG+N+BE+N+CEHD=D. 
IH. Ayr+Bpr+Cpg=c. 
Die Glieder der Gleichung I, multiplicire man durch p*, 
die in IE durch p; und ziehe von der Summe J. u. II. 


die IT. ab, fo gehen B und C heraus, und es wird für A 
erhalten bie Gleichung, 


A(p— (a+r)ptgn = ap’—bp-+e 
oder A(p— Vez)zar — bp + c 
| pP—bp+e, 
De 
Fa, = ga) (pn ” * 





— 


und daraus | 
en | i 
Er — 
0... P79 | "4-Pp- 
Erempel. Der gegebene Bruch fey u 
3x 7 ij 3Eh7 ©. Diefer 
—  (x+5)(xH8) " | 
— 4 1 
wird zerlegt in die beiden Brüche, — — — 
zerleg die. iQ ran 
Ä ; — axxtbx+tc 
22. Der egebene Bruch fey —— ——— — 
> ” ——— 
F B 
Dife — in die brey Brüche 
— xt 
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Auf ähnliche Art wird gefunden 
ag’—t °—bg+re — ar®—br+e 

Tape) {r-p) (rg) 
Wenn einer diefer Werthe ald A, gefunden ift, fo find die 
andern auch dadurch befannt, weil man nur p mit q oderr x 
berfaufchen Rarf, da die Zähler A, B, C alle auf gleiche 
Art in den Gleichungen duch p, q, r, beftimmt werden. 

Die Zähler der Brüche A, B, C, entitchen aus dem 
Zähler des vorgegebenen Bruchs, wenn darin für x Die 
entgegengefeßten von p, q, r gefegt werden. In (21) 
wird durch eine ſolche Gubitifution das entgegengefeßte der 
Zähler von A und B erhalten. 


23. Der gegebene Bruch fey 
ax5 + bx®+cx+d 
K+PEK+IAHN) Er) 
Diefer werde in die Brüche, 
A B C .D 
Hp srgtspeta’ 
zerlegt. Bringt man diefe auf den gemeinfamen Nenner 
(x+p) (x +g)(x+rn)(x+ Ss), und fegt den Zähler 
des dadurch entftehenden Bruchs identiſch — dem Zabler 
des gegebenen, ſo iſt 
I.ABAGCSDZa. 
TWAlg+r+s)+B(ptr+s) — 
+Cp+g++DPp+t4tnN 7 * 
‚HI. Algr+gs+rs)+B(pr+ps+rs) 
+epga+ps+g)+D(pg+r +)” 
IV, Agrs + Bprs + Cpqs + Dpar =d. 
Die Glieder dieſer Gleichungen mulfiplieire man in 
I. mie ps; inIl.miep°; in IILmitp, in IV. mit 1, 
und ziehe dann von der Summe der erſten und dritten 
Liefer neuen Gleichungen die zweyte und vierte derfelben ab, 
. geben B, C, D aus dem Aggregat heraus, undes . 
bleibt 
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Ap°- Mg rfs)pe HMarHastenp 
— Agrs—=aps—bp® +cepd, 
das ift 


A(p-q)(p-r)(p-s)=ap5-bp® u Se d, 


ap®-bp®+cp-d 

(p-4) (p-r)(p-s) 

Aus dem Werthe von A merden num die von B, C,D 
durch die Vertaufchung von p mit q, r, s erhalten, 


ud Az 








Der Zähler von A entfteht, wie in (21.) aus dem 


Zähler des gegebenen Bruchs, wenn darin -p für x geſetzt, 
und das entgegengefeßte des Aggregats genommen wird, 


24 Der Factor von B in dem Aggregat (23.) ift 
— p5—/‘p+r+s)p’+ (pr + ps-+rs)p— prs. 
‚Hier ift ver Eoefficient von p? die Summe dreyer Linionen ; 
der von p die Summe ihrer Binionen; das legte Glied die 
Ternion von denſelben. Nun iſt in einer cubifchen Gleis 


hung, p? — Pp® + Qp — R= 0, worin p3 wie in 


jener die Einheit zum Coefficienten hat, P das Aggregat 
der Wurzeln, Q das ihrer 2 Binionen, R die Zernion der- 
felben. Daher ift jener Kactor eben fb.==0o, wie das 
Aggregat von den Gliedern diefer Gleichung, indem p eines 
= Elemente der Combinationen ift. Eben fo iſt 


a u a ea ee 
es auch 


ss—(p+r+ s)s’+(pr+ps+ 18)s — prs=—o. 


Daraus folgt, daß wenn p mit r.oder s verfaufcht wird, 
umC oder D, auf diefelbe Arc, wie vorher A gefunden ift, 
zu erhalten, B in dem Aggregat der Öleichungen, die dadurch 
entftehen, ebenfallz einen Sactor, der — o ift, befommt. 


Hingegen .ift der Faetor von A nicht =o, weil P 
feine der Unionen in den Eoefficienten von p°, p und p°, 
oder dem Producte qrs, if, Da eben biefer Factor, 
wenn ee —o geſetzt wird, eine Gleichung mit den Wurzeln, 
g,r, s giebt, fo ift derfelße das Product p-q) (P-r) 
x (p-s), f Gleichung IL re, 


—VE 


a 
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Was von dem Factor zu B bemerfe ift, gilt auch, 
‚ Mmutatis mutandis, ven den Factoren zu A, C, D. 
25, Es fey die Summe von m— ı Ulnionen, 
r+s+t+ etc. =a; die Summe ihrer Binionen 
5 ihrer Ternionen =Yy; ihrer Quatetnionen =, 
u. fe f. das Product aller —=r, fo iſt (Gleichung VI, ı.) 
.P-(PrÄJp”’+(ipe+Mp"" 
(PB+YNP"+PprY+DpP""t... Er=o. 
Hieraus erhellt, daß nach der vorher angewandten: . 
Kombination der Gleichungen bey Zerlegung eines Bruches 
von der Art, wie die behandelten find, wenn die Öleichuns 
gen nach der Reihe mit p", p”—°, u. f. f multiplicire 
‘werden, die Tartoren von B, C, D etc. immer = 0 
werden, Dagegen der vom A nicht =o wird, und daß der= _ 
felde ſich in das Product (p-g) (p-r) (p- s). etc. ver⸗ 
wandeln laſſen wird. 
26. Eine andere Methode, die Zaͤhler der einfachen 
Brüche zu finden iſt folgende, nach Euler in der Introd, 
in Anal. Infin. $. 


Der Bruch fey — und N=(x+p)S, fo 


daß S das Product der übrigen Factoren von N nach Ab⸗ 
‘ fonderung eines derſelben, x-+p, fy. Es jey nun 
M_ A 
NTx+p Ä 
Function von x iſt. Es iſ AS+Px+p)=M, und 
M-AS 
x+p 
ſo iſt M—Asdudhx- P theilbar, und es wird - 
M—AS=o, wenn der Factor x+ p=0, oder 





pP 
+ = wo A fein x enthält, P aber eine 





— P. DaP eine ganze Function von x if, 


z——p gefest wird, - Folglich ift A = > ‚wenn im 
Zähler und Nenner dieſes Bruches -p für x gefege wird. 
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In der gebrochnen Function (23.) iſt 
M=ax5 +bx®+-cxy+d; 
= (+ )a+H)aH+ 9 


Setzt man hier x — P, fo lee — — 
— ap°+ bp? — Zu 


rt9artdart) oo, 
M. ap— bp +öp—d 
d — um A-= ]._— m [0 — : 
oder 5 649) (P*n) — ee 


daſelbſt fuͤr A — iſt. 


227. Wenn unter den Factoren des Nenners der ge⸗ 
brochnen Function zwey oder mehrere gleiche ſind, ſo muß 
das obige Verfahren abgeaͤndert werden weil in den 
Nennern einiger einfachen Bruͤche ein Factor Null wird. 
Wie man hier zu verfahren hat, zeigt — Bepſpiel. 
xx bx-46 
(x+p)° jr +?) 


Zr 
=: " @e werbe zerlegt in bie Brüche 


2. Es ſey der gegebene Bruch 


— | 
Hier müflen drey Brüche ges. 





x B n C 
OO x+p. x+r 
"nommen werden, weil bey ber Bergleichung des Zählers 
‚des reducirten Bruchs mie dem Zähler des gegebenen brey 
Gleichungen da find. Die drey Brüche werden, wie vors 
ber, auf einen gemeinfamen Nenner gebracht, welcher der 
Nenner N ift. Der Zähler iſt De 
Ax+n +Bax+p&+r)+ r.. 
Die Vergleichung deffelden mie M giebt  -- f 
L.B+C=a; H ee 2p=b; 
III. Ar + Bpr + Cp’=c. Es 
Multiplicirt man II. mit p, und zieht ſi e barauf bon II. 
ab, fo wird erhalten, 





x 


/ 


Sunction . 


A(r- p)-(B+C)p’=c-bp, . 
das iſt, wegen J. 
| Ad-p—ap=c-bp, 
ap®-bp-+c 
on j 
Wird J. mit r’; II mit r multiplicirt, und von dem 
Aggregat des Products aus I. in.x? und III. abgezogen, 
fo wird 
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A 





Cp!-3»Cpr+Cr=ar’-br+ec 
ar®-br-+c 
a — 
(p-r) 
2 _ br - 
Enstih it B=a— C= a 
Der Werth von C ift bier derfelbe, wie er aus ber Pech: 
nung in (22.) folgt, wenn dafelbft q = p gefegt wird. 
29. Man Fann bier auch auf eine ähnliche Art wie 
ax®+-bx — 
i 6.) verfahren. Es ſey 
ee Yen 
MM B C 
-Temtrımt ir. 
Nun it M=Akx+r) +Bix+p)(x+r) 
+ C(x+P)*, und 
M-A(x+r)-Bx+pP (x+n=C(x+p)”. 
Der erfte Theil diefer Gleichung ift durch (x + Pp)? theil- 
bar, alfo auch durch x-+p. Da das Glied, 
B(x-+p) (x-+r) dur) x + p theilbar ift, fo ift 
M-A(x-++r) aud dadurch rheilbar. Dieſe Function 
wird alfo =o, wenn =? gefegt wird, und es ift 


fölglich Az Fr ‚ für — Die En 


-bp+re 
U -p+r 








ſogleich ee Man fee ur Abfür: 
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2 7, iſt T—B (x-++Hr) | 


=C(x+p) Da C fein x enthält, fo ift der erfte Theil 
diefer Gleichung durch x + p theilbar, oder enthäle den 
Sactor («+ p). Er wird alfo —=o, wenn x=—p 





gefegt wird. Demnach iſt B— 


T | 
—— x+r ’ De | 
7 —_ px tapr-br+e' 
u | p-r 
Für x—p if 

— —— 


> 


2 p-r 
Ä __ app-2apr+br-e 
und baher B== — — 


wie vorher gefunden iſt. — 
Den Zahler C des partiellen Bruches, deſſen Nenner 
nur einmahl als Factor in N vorhanden iſt, finder mar 
- eben fo, wie in dem Kalle, da alle Sactorensin dem Nennet 
des vorgegebenen Bruches einander ungleich find. Es fey 
| | M C P 

naͤmlich N=(x + r)S, und — — Ä — 
a | —— 5. 

fo ift M=CS5S-+-P(x-+r), und en Da 
P eine ganze Function von x iſt, fo iſt M-CS durch 
x+rtheilbar, und wird Sio, fürxe—r. Folglich 


: M u . ge . 
iſt Q = für biefen Werth von x, und dadurch 
| arr — br-+c J ee © 


ct IT_, 

N Be a; 
=, Auf diefe Art findet man die Zähler Aller partiellen 
Brüche, deren Menner in dem Nenner N des vorgegebe— 


/ 
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nen Bruches nur einmahl vorkommen, wenn dieſer mehrere 
ſolche einzelne enthält. | | 


30, Die Function I, m M und N: ganze Fun⸗ 


ctionen von x find, und M von einem niedrigern Grade 
als N ift, Habe im Menner drey gleiche Faetoren, fü 
daß N—=(x+p)’S il. Nun iſt der Bruch zu zers 
| 1 * 
rn — 
#+P? . «tp 
* — wo A, B, C unveränderliche 


legen in die partiellen Brüche, . 
— 


| 

 xTtp | 
Größen find, und P eine ganze Function von x if, wenn 
S fein einfacher Sartor von der Korm x+gq if. Es 
iſt nun M=AS + BS(x+p) + CS(x-+Pp)°. 
+ P(x+p)3, folgid M- AS theilbar. durch x + P- 
Da alfo diefe Function = 0 wird, für x — — p, ſo ul 





M 
MR —* wenn in den Functionen M und S jener 
Werth für x gefeßt wird, k 


M-AS 
Man fege —— 
| x+p 


+ CS{x+Fp) + P(x-+p)*, und T-BS theilbar 
= MER: 
duch x P. Daher if Be  , wenn in den Functio⸗ 


— 7, ſo iſt T=BS 


nen T und S geſetzt wird x==—p. 


| | T-BS — 
| Noch ſetze man — — Y. fo it V-CS = 
—P(x-+p), und V-CS teilbar durch xp. Dadurch 
v — | . 2 ge 
. wid 0* 5, wenn in Vund S gefegt wird x — —p. 


* 
r 
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— xx 
31. Exempel. Es —J ——— — 
Hier ft Mxx; — Daß der 


Factor xx1 ſich nicht in zwey einfache Factoren zerlegen 
läßt, hat auf die Nuflöfung des Exempels feinen Einfluß. 





Bilä—-; === 
1 XXx — 

ee ee Dot) ae) 
I 


2(x-ı)*® 4(x-ı) — 

Unm D zu erhalten vereinige man die drey erſten Brliche bes 
zweyten Theils in einen einzigen, und ziehe denſelben von 
dem vorgegebenen Bruche ab, ſo wird dadurch gefunden 


P=- (x-1). 


Wenn ber Nenner des — Beuches 
nur einen quadratiſchen nicht zerlegbaren Factor hat, ſo 
kann man ſo verfahren, wie in dem Beyſpiele (31.). Sind 
mehrere ſolche Factoren in dem Nenner vorhanden, ſo 
bediene man ſich der zuerſt gelehrten Methode. Ein ſolcher 
quadratiſcher oder trinomiſcher Factor hat die Form 
xx-+2px-+pp-+gg, wofür man auch die Form, 
xx + 2pxcoſæ + pp ſetzen kann, und der Zähler 
des partiellen Bruchs mit dieſem Nenner hat die Form 
Ax+B. 

Man fuche in diefem Kalle zuerſt die Brüche, deren 
Menner die Form x + pP haben, und jiehe die Summe der⸗ 
ſelben von dem vorgegebenen Bruche ab, ſo iſt der Reſt ein 
Bruch mit einem Renner, der bloß quadratifche, nıche 
jerlegbare Faetoren enthält. Jene partiellen Brüche wers 
den auf gleiche Art gefunden, als wenn bloß einfache Facto— 
ven vor — waͤren. Es ſeyn z. B. in dem Nenner 
eines Bruches, (& 4 p) 9) (x+r) (x+ 8), die 
Bu x und s unmögliche, fo aber doch, daß 
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x! #(r+s)x + rs eine mögliche Größe ift, indem 
r4 s und rs wahre Größen find, Nun iff der Zähler des 


| vartiellen Bruce - 





A 
> wenn r und s mögliche Größen 


* -d 
fin, A= ee r — Hier iſt der Nen⸗ 


ner ⸗ (p-- 9) (pp - (r+s)p + es, wo es einerlen 
it, ob r und s wahre Größen find oder nicht. 

me 33: Es fey u 
M__ ax’ + bx?® — ext a 

* 2px+pprgg)( (xs Faımtertss), 
| ei zurXbfügungpp+ gg = mm; ır + ss== m. 
“Der Bruch werde zerlegt in die Brüche I 


Ax-+B Cx+D.. 
xx 2px + mm xXxpzrx+nn ’ 


Wenn diefe beiden Brüche in einen einzigen zufammenge: 
. ‚jogen werden. fo. giebt. der Zähler durch die Vergleichung 
mit M vier einfache Gleichungen für A, B,C,D, un 
es iſt 

A((mm- Bay an (m'r-n 2) 

a(m* {mm - nn) — 4p (mr - ip) | 

| + 2b (m’r-n®p)— c(mm-nn) + 2d (p-r). 
‚Serner ift 

- B((mm - nn)? — 4(p-r) mern) 


, -— 
— 


"ar (n®p' — m?r) + bm? (mm-nn) 
, .— 20m® (p-r) —d(mm-nn-4pp + 4pr). 
Aus der erften Formel wird C durch die Vertaufhung von 
münd p mit n und r gefunden, und eben fo D aus der 
weyten. 
Dieſes Verfahren wird für mehr als zwey quadrati- 
ſche Factoren zu beſchwerlich. Euler hat ein allgemeineres 


— 
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und künſtlicheres gewieſen in det Introd. in Anal. Infin, 
Cp-XL en Au. 

34. Die Zerlegung einer gebrochnen Function in eins 
fache Brüche hat Leibnitz zuerſt gelehre, und davon An⸗ 
wendungen zu Summirungen und Integrationen gemacht. 
Acta Erud. 1702 et 1708. Opp. T. III. nr. 6% et 56 
Commerce. epilt. T. IL. p. 161. : Euler bat die Ausfüßs 
rung diefer zu Integrationen oft erforderlichen Operatich 
ſehr lichtvoll und ſcharfſinnig gewiefen für einfache und 

mögliche Factoren des Nenners eines: Bruches, in der 
Introd. in Anal. Inf. Cap. I. für quadratifche nicht zers 
legbare.daf. Cap. XIL. durch Hülfe trigonometriſcher Forte 
meln; und für beide Fälle mir Zuziehung der Differential 
rechnung in den Inſtitt. Calc. differ. P. II. Cap. XVII. 
wovon noch am Ende diefes Artikels einiges angeführt wer: 
den wird. Man vergleiche nod) Lacroix, traite du 
calcul differentiel et integral, T. IL. nr. 3 64 — 373: 
Die in dieſem Artikel. von mir vollig entwickelten Formeln 


werden zur deutlichen Einſicht in die Zerlegung der Brüche 
beförderlich ſeohn. | an 


Verwandlung der Functionen durch Subftitution. 


35. Eine brauchbare Verwandlungsart iſt die Cine 
führung einer drirten bveränderlichen Größe, die fowohl mit 
der Größe x, als derjenigen y, die von x eine Junction 
üt, verbunden wird. Dieſes iſt befonders nuͤtzlich, wenn 
y als Function von x durch eine nicht geſonderte Gleichung 
gegeben wird, oder eine irrationale Function von x iſt. 
Auch erhält oft durch die Subfiturion einer Größe für 
die Functionalgröße die Function felbjt “eine einfachere: 
Geſtalt, wovon, in dem Artikel, Reihe, Beyſpiele vors 
kommen. | u 

36. Die Gleichung jwifchen x und y fen eine unge⸗ 
ſonderte, wie diefe, ay? + bxy+cx’+-dy-+tex 
—=o. Manfegey=xz, fo iſt nach gefchehener Divis 
ſion durch EEE WE 
axz'+-bxz Hex demo, 


292 Funetion 





alſo — zen 
az? +-bz+te ” 

| —dz’—ez 

ES —— az’tbzte +e 


Gebt man für z eine Neihevon Werthen, fo erhält man , 
zwey für x und y zufammengebörige Reihen ihrer Werthe, 


woraus für jedes x das zugeherige y, oder umgefehrt, ent⸗ 


weder unmittelbar, oder durch Interpolation naherungs⸗ 
weiſe erhalten werden kann. 

37. Die Gleichung ſey ays + bxy® + cxey 
+dx5 +ey?: + fxy + gx°’= 0. Man ſetze 
y=xz, fo ift die neue ” Gleichung dur xx fheilbar, 
ſo daß | 
axz5-+-bxz° +euzi I ee 0. 


—e2?—fz—g 
Du barrenrä’. 
Eon — — — 17 - 
und y — 


"azs+rbz+cz+d' 
38. Es ſey y=Vca+br). Man fegea+bx 


a b?z®, ſo iſt x — bz2e — —. udy=bz. 


Es fy y=Vlarbx)cc+dx). Dan feße 
c+dx=m(a+bx)z’, ſo iſt x — — 


az2 — b KTRATFE 
em Pre Su Aula 07 ae 


39. Cofyy—Vclaa+bx +cxx), man foll 
für x eine folche Function von z fegen, daß y einen ratio« 
nalen Werth erhalte, 

- Zu dem Ende fen Vaatbx+ cxx) za 2 xz, 
fo ift, auf beiden Seiten quadrirt, | 

b+rex=z2az+xz‘, 
| zaaz—b az bz-tac 
alſo x — — und — 





6 — 22 
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Es iſt nicht nöthig, daß a rational fen; nur ne muß die 
gegebene Größe aa poſitiv ſeyn. | 
40. Es fy y=V(atbx+tc’x®), man ſoll 
eben daſſelbe, was in (39.) leiſten. 
Zu dem Ende ſetze man V(a 4 hx — — 
2+cx, ſo iſta bx — 224 20x2, 








22 — a bz — ca — ac 
alſo Ze” En y= —— 


NAH 


Entwickelung ungeſonderlet Zunetionen. 


41. Die Sunction y 699. x fey eine ungefonberte, wie 
die in. der Sleihung-ayy + bxy+tcex’-hdy+ex 
+ f= o.nthaltene. ‚Lın,y,burh x auszudrucden, nimme 
man für y eine nach Potenzen von x geordnete Reihe an, 
deren Form man aber vorher gehörig beftimmen muß, das 
ift, die Fortſchreitung ber Erponenten von x. . 


42. Die Reihe ver Erponenten Fann allemahl eine 
arithmetiſche m, m , m+25-+ etc. ſeyn. Denn 
wenn ſie auch'eine andere wäre, nämlich, a5; B; y3 ö; etc.’ 
fo ift es doch immer möglich, eine arichmetifche Reihe zu 
finden, in welcher die Glieder a, 8, y, o, etc. vorfoms 
men. Die Eoefficienten der Potenzen, deren Exponenten 
nicht unter denen, a, B, y, oͤ, etc. befindlich find, müſſen 
durch die Rechnung gleich Null gefunden werden. 

43. Die Reihe y — Axm + Bxm+3 — 

+ Cxm+25+Dyxym+33 + etc. iſt eine fleigende, 
wenn ö pofitiv ift, eine fallende, wenn oͤnegativ ift, 
& jenem Falle giebt fie für x, die Fleiner find als. die zur 

inheit angenommene oder anzunehmende Größe, die dazu 
gehörigen Werthe von y, mit fchnellerer oder langſamerer 
Annäherung zu dem völligen Werthe, nachdem die Coeffis 
cienten mehr oder weniger abnehmen. Iſt die Meihe der 
Eoefficienten eine wachfende, fo mag die Reihe für y nicht 
dienlich ſeyn, die Quantität von y zu finden, ob Die Reihe 
gleich die Form dieſer veränderlichen Größe angiebt, — 
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Iſt ö negativ, fo dient die Reihe für y den Werth oder 
auch nurdie Korm für folche x anzugeben, die größer als 
die numerifche Einheit, oder als die zur Eine dienende 
Größe find. 

— 44. Die Potenzen von y geben Heihen,; in imelsen 
die Erponenten der Potenjen von x ebenfals eine arithme⸗ 
tiſche Reihe mit dem Unterſchiede + 5 ausmachen. Gest 
man nun in der zwifchen x und y gegebenen Öleichung für 
die Potenzen von y ihre Werche zufolge der für y anges 
nommenen Nahe, fo entfteht aus jedem Gliede, das y 
enthalt, eine nach Potenzen von x fortfchreirende Reihe. 
Diejenigen Glieder aus allen diefen Reihen, welche einerley 
Potenz von x enthalten, und das Glied der Gleichung, 
welches dieſelbe Potenz von x ohne y enthält, nehme man 
jufammen als ein einziges Glied-einer Reihe, die aus allen - 
Particular: Neiben’ (mit Einfchluß der Glieder ohne‘ y) 
| zuſammengeſetzt iſt. Der Werth dieſer Totalreihe iſt Null, 

wie das Aggregat aller Glieder der Gleichung zwiſchen x 
und y. Die Coeffieienten von x in dieſer Totalreihe find 
jeder; = 0, Damit für. jedes x der Werth der Reihe Null 
ſeyn möge, 

ı 45. Wenn die Gleichung jroifchen x und y vom Wweb⸗ 
ten Grade ift, wie die in (4r.) angeführte, fo laßt. fich 
für y eben ein ſolcher Werth finden, wie für die Wurzel 
einer quadratifchen Gleichung , durch einen theils rationas 
Ien, theils irrationalen Ausdruck, der die veränderliche, 
beliebig zu beftimmende, und die unveränderlichen Größen 
enthält. Es kann daher, durch Entwickelung der Wurzel 
aus der Größe unter dem Wurzelzeichen, y durch eine nad} 
x geordnete Reihe dargeftellt werden. 

46. Die allgemeine Gleichung vom dritten Grade 
zwiſchen x und y ift 
ay:+bxy’+cx ty + dx5 ey: +ixy+gx® 
thy+ix+t+km=o . 

Um die Rechnung. für ein Beyſpiel der Methode nicht au 

weitläuftig zu machen, nehme man die Gleichung, - 


y3 +ax’y +by’+ey+rdxte=o. 
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I. Zuerſt ſuche man eine fallende Reihe für y, die 

den. —E für große x angiebt, und ſetze y— Ax® 
+ Bxm-d - Cxm—25 - Dxm-33 + etc. fo ents 


ftehen aus den Gliedern der Gleichung nach ihrer Ordnung 
folgende Reigen bon Erponenten: : 


we 


y* sm; 3m-—ö; 3m—2Ö 
J 3m—3Ö; etc. er 
xy | mia; m4a—ism4a—aB; 


BE Tr m-+ 2—38 ; etc. ron, 
by* am; 2m—Öö; 2m—25; 
Tre 2m—3Ö 3.etc.. 
cy m; m—ö; m— 25; 
u mn— 3; etet. 
dx. I. | \ 
— — | 


II. Damit die Particularreihen nebſt den Gliedern dx 
und e zu einer einzigen Reihe, deren Coefficienten alle =o 
find, vereinigt werden. mögen, fo müffen die "Erponenten 
jeder Parxticularreihe unter den Exponenten jeder der übri⸗ 
gen Particularreihen ſolche antreffen, die ihnen gleich find, 
Denn fonft würden entweder die Soeffiienten einer Parti⸗ 
ticularreihe für ſich null ſeyn, welches anzeigte, daß das 
Glied der Gleichung, woraus ſie entſtanden ſeyn ſoll, fehlte; 
oder, wenn einige Partieularreihen beſonders genommen 
für ſich null wären, fo muͤßte die Summe der dazu gehö⸗ 
rigen Glieder der Sleihung.audh für fich befonderg genom:- 
men null ſeyn, da diefe Glieder ſich doch nur mic allen übris. 
gen Gliedern der Gleichung zufammen heben follen. Eben 
fo müffen die gegebenen Frponenten, hier ı und o, unter 
den Exponenten der Parricularreigen vorfommen, weil 
fonft dx und e fehlen müßten. Es fann aber auch nicht 
tines diefer Glieder mit einem oder mehrern der übrigen fich 
befonders Geben, aus dem gleich vorher angeführten 
Grunde. Daher find alle die in I. aufgeführten Erponen 
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ten lieder einer einzigen ’arithmetifchen Reihe, worin ber 
Unterſchied der Glieder — 5 ift, und dieſes 5 ift alfo auch 
der Unterſchied der Exponenten in der Reihe für y. 

III Die Erponenten, welche fein & enthalten, bier 
"3m; m+2; 2m; m; ı; 0; find alfo auch Glieder 
aus einer arichmerifchen Weihe, in welcher ver Linterfchied 


der Glieder —Ö ift, nur nicht gerade. in der bier gefegten 


Drdnung. Wenigſtens zwey unter denfelben müflen eins 
ander gleich feyn. Denn die Anfangsglieder der Particu⸗ 
larreihen find Axsm; aAxn+t?; bAx’m; cAx"; 
wozu noch die monomifchen Srößen, dxunde, fommen. 
Non diefen müſſen wenigſtens jmey das erfte Glied der 
zuſammengeſetzten Reihe ausmachen, und die uͤbrigen treten | 
bey einem der folgenden Glieder ein. - 

IV. Weil die Reife der Erponenten eine fallende if, | 
fo müffen biejenigen unter den Erponenten, 3m; m+s; 
2m; m; 13'0, welche fich gleich gefeßt werden, nicht 
‚Fleiner als die übrigen unter denfelben feyn. Diefes erpäle 
man nur, wenn man entweder feßt 3m — m. 2, wel 
ches — 441 giebt; oder wenn man ſetzet m + 2 — 10 
woraus m—— ı folge. In dem erſten Falle find die 
Erponenten der Anfangsglieder, mit Einfehluß der von 
den beiden Öliedern dx und e, diefe: 35 35 25 15 15 © 
In dem andern Sale find die Erpunenten, und jwar nach 
ihrer Größe, 15 15 05 — 1; Zr, WoDe, 
negativen Werthe für eleiner ala jebe pofi itive angefehen 
werden. 

V. In beiden Fällen machen die Frponenten der Ans 
fanasglieder eine arithmetiſche Reihe mie dem Unterſchiede, 
Eins, aus. Größer als Eins darf alſo oͤ nicht ſeyn, damit 
Feiner jener Exponenten ausfalle; aber Eleiner könnte — 
feun? Man nehme o — ı, unter der Borausfesung, daß 
die Beftimmung ber Eoefficienten feine Diederfprüche ent⸗ 
balte, fo ift 
thisy=Ax +Bx° + cx-: + Dx-: ie etc. 
heile y=Ax”! + Bx"t+- Cx"5+Dx”t+ eis 
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wo aber begreiflich die Buchſtaben, A, B, C, D, etc. 


in beiden Reihen nicht einerley Größe bezeichnen. 
VI. Man — zuerſt Ax BRxo cx-. 
4 etc: fo iſt XRX 


y5ZzA3:x5+ 3A'Bx® en zA'Cx + 3A°D 
+3AB?.+ Pe N 
er ur 1 +B35:- ‚ 
| Bes er +ac . +aD..:+etec 
en ‚+bA®. +2bAB, +2bAC: 


m;  +bB? +etc. 
ey= +cA.tcB +etc, 
> — . 

e — ® +e 


Setzt man bie Coefficienten ber vereinigten Neihe — 0, 
fo.ift erſtlich, A+taA=0, wAm= ty-a. 
Iſt a pofitiv, fo Eann die erfte Reihe nicht State finden, 
nach welcher für ein unendlich. großes x ein ebenfalls unends 
liches y, mit. einem endlichen Verhälmiffe, zugeordnet 
wäre, Iſt aber a negativ, fo giebt ed zwey Fortſchrei⸗ 
tungen der y, in welchen dieſe ohne Ende wachſen, und 
zu dem gleichfalls ohne Ende zunehmenden x ein endliches 
ze. haben. Zweytens it 3A-BtaB+bA* 
= o,.alo B=—}b. Drittens ift 3A?C + 3 AB® 
+ac+ 2bAB-+ cA+d==o, over aA!C-IAb® 
+cAtd=o, db C= — 
welcher Werth gedoppelt iſt, nachdem für. A entweder 
+V »a oder — —a geſetzt wird. Es iſt nun 


A— — 
— — :Ax— 3b * mem, x’ tetc. 


7 Daß nicht Kleiner als ı ,3:B.=—H% gefest werden 
Eonnte, erhellt daher, daß bey biefer Annahme die Öleichung 
zur Beftimmung von B ſeyn wuͤrde, 3A?B+ aB=o, 


ai B= °, fo daß B x * wir wegfällt. 
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VII. Aus der zweyten Form für y, naͤmlich 
ymAx'+Bei?+6x+ Det te 
wird. Ä 





ayx® —aAx > aB + 40x-* +aDx”’ + etc. 
dx ze td, 
oe BE +e 
oy ==: +cA, +ecB, +etc. 
by! = +bAr,- + etc. - 
y5s = +4A35x3 
Hieraus wird — — B=- ii C=- — 
a 0a, aa 
D=_—-—- z = * iſt 
‚aa 


d e cd 
y-—-—x lg + Sans etc. 
a a aa 


Dieſe Reihe giebt die dritte Fortſchreitung der y; die immer 
möglich bleibt, wenn auch die beiden in’ VI. unmöglich 
find. ° Denn y hat als Wurzel einer eubifchen Gleichung 
wenigſtens einen möglichen Werth. Aber auch. nicht mehr 
als drey, und deshalb wird A hier durch eine einfache 
Gleichung gefunden. Für ſehr große x ift y fehr Flein, 
und verſchwindet, wenn x unendlich groß genommen wird. 


VII. Alm eine fteigende Neihe für y zu erhalten, 
nämlich y—=Ax” + Bxm+5 1. Oxmt+t23 4 eto 
muß man unter den Erponenten der Anfangsglieder und 
der Glieder ohne y, namlib 3m; mr 2; 2m; m; 
1; o, mwenigftens zwey einander gleich" feßen, fo daß fie, 
nicht größer ſeyn als die Werthe der übrigen, Die fich aus 
dem Werthe von m ergeben. Diefes läßt fich nicht anders 
bewerkſtelligen als wenn mo geſetzt wird. Dadurch 
werden jene Exponenten folgende: 25 05 0; 15 0. Dieſe 
find Glieder der arithmetiſchen Reihe 05 1; 2;.etc. May 
darf alfo nicht größer als ı fegen. Gebrochne Erponen: 
ten hat man nicht nöthig anzunehinen, - Man fege demnach 
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 y= A+Bx+Cx + Dat + em 


A3 + ;A'Bx + 34 6 + etc. 
| +3AB®, 
by* = bA'+2bAB. + 2bAc, + etc. 

oo — — . | 
ey = cA+tcB ,+cC , + etc. 
e — e 
' dx — 4 d » i 
ayx? — +aA . +eto 


Hier ift A die Wurzel der eubifchen Gleichung, As + bA® 
+cA+e= o, und har wenigfiens einen möglichen 


Verth. ler er yo 


ne 3AB® +bB’+aA 
— 3A®+2bA + "u 

Hat A drey mögliche Werthe, ſo haben B, c, etc: auch 
drey Werthe, und es find alsdann drey erfchieenie Fort: 
- fchreitungen der. Größe y. . Hat Anus einen möglichen 
Werth fo haben B, C, etc. auch nur einen Werth. 
Diefe Form ift für unendlich große x nicht re und 
daher auch nicht für beträchlich große. 


IX. Wenn 3A® + 2bA+cnide =oift, fo 
iſt d richtig — ı gefeßt. Denn wollte man ö Eleiner, z. B. 
— 3 fesen, fo würde diefes, da dx nun in das dritte 
Glied der Toralreife Fame, Bo geben, welches alfo 
wieder auf die Annahme o — ı zurückführte.. Allein, 
wenn neben jener cubifchen Gleichung in VIII. noch die 
auadratifche, 3A? + 2bA + c=o, Statt hat; fo 
Eann die Sorm y=A+Bx+Cx*' + Dx* + etc. 
mit ber beiden Gleichungen für A gemeinfchaftlichen 
Wurzel nicht angewandt werden, fondern dx muß erft 
bey dem dritten Gliede der zufammengefegten Reihe ein; 


‚und 
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treten. Man ſete nun ya # Bx® + Cx + Pxé 
+ Ex® + ee. und es ift 


ee A + zAeBxdı ZA: Cx + nen 
+3AB® . H6ABC. retc. 

WE | + B3 ZZ 
by—bA*+abAB, +2bAC.+obAD, 
P | "+bB® „+abBl. 
cy’=—=cA+tcB . +cC ‚+cD ',. +et. 
—m 6 
dx= Ä +d-. 
ayx ⸗ => | 

" Da 3A?+2bA+ eo iſt, fo if der Coefficient 
des zweyten Gliedes der zuſammengeſetzten Reihe für ſich 
= 0, und der Coefficient des dritten iſt 3AB* + bs 
+d=o, da de in C multiplieirte Theil = o iſt. 


+ etc. 


Diefes giebt . 


d od 
B’z= — — ——— 
3446 * EV 3A+b, 


wo die Werthe des Zähler und Menners — 


ſeyn müſſen, damit B einen möglichen Werch erhalte, 


Der Coefficient des vierten Gliedes in der zuſammengeſetz⸗ 
ten Reihe it = 6ABC + BF + 26b86, alſo iſt 
B: 

C == EEE Die folgenden Eoefficienten 
mögen hier unberechnet gelaſſen werden. | | 

x. Wenn 3A? + 2bA + c=o if, fo bar 
die eubifche Gleichung, A,+ bA®+cA+e=o, 
zwey gleiche Wurzeln (Gleihung, IX.). Die Werthe 
von y bilden demnach drey Kortfchreitungen, von welchen, 
für XoO, zwey ein gemeinfchaftliches: Glied ‚haben, 
Kür ein an o gränjendes ‚x, -pofifives oder negatives, 
haben diefe beiden Sortfchreitungen wieder ‚verfchiedene 


Glieder, Die erjtere Reihe für y, in welcher der Unter⸗ 


/ 
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ſchied der e Ehonenten = = rift, gäbe aber nur wey Werthe 
fuͤr y, da A nur zwey verſchiedene Werthe hat. Für den⸗ 
jenigen Werth von A, der eine einzelne Wurzel * cubi⸗ 
ſchen Gleichung für A, und alſo nicht von der quadrati⸗ 
ſchen iſt, giebt die Reihe Werthe von y, die in die Fort⸗ 
ſchreitung gehören, in welcher jener Werth von A fuͤr 
x0 Statt hat. Aber für die beiden gleichen Werthe 
von A, als Doppelmwurzel der «ubifchen Gleichung, Fann 
Die Reihe nicht verſchiedene Fortſchreitungen der y angeben, 
Für diefe iſt eine andere Form der Reihe erforderlich, die 
zwey Werthe von B enthalte. Diefe find in dem gegens 


wärtigen alle gleich und entgegengefest, fo daß für ſehr 


. Heine x die Glieder der beiden Kortfchreitungen fait gleich- 
viel auf entgegengefegte Art von dem ‚gemeinfchaftlichen 
Gliede fi entfernen, in dem das Glied Cx in Betracht 


z 
der Potenz x viel Fleiner iſt als das Glied Bx®, 


XI. Erempel. Es ſey y3 + 4yx’— sy’ try 
+ 24x — 320. Die fteigenden Reihen zu finden, 
von der Form y — A + Bx + Cx? + ete, fuhe man 
zuerft die Wurzeln der Gleichung, A3=-SA®+TA-3—0. 
Diefe find tı5; +15 +3. Gestman A—3, fo if 
B=—6; C=-— 26, und y — 3 — 6x — 26x? 
ete. Da 395 — 10A +7=o if für A — 1, 
ſo ſind die beiden andern aufſteigenden Reihen von der 


1 
Form y — A +Bx?+Cx+erc und es iſt B — 
123 C=+3, fdbgy=ıtyıax+3x+etc 


XI. Wenn außer der cubiſchen und quadratiſchen 
Gleichung für A nody die einfache, 3A +b= o, Start 
bat, fo fann dx erſt mit dem. vierten Gliede der zuſam⸗ 
mengefegten Reihe eintreten, und die Korm der Reihe für 


y iſt nun y=A + Bx°+Cx°+Dx + Ex? 


+ Fx +G6Gx?+ etc. In dieſem Falle har die-cubifche 
Gleichung für A drey gleiche ee ke u b, 
oder es iſt N ie 


— 
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47. Die Verwandlung einer ungeſonderten Function 
in eine geſonderte geſchieht nicht ſowohl, um fuͤr irgend ein 
x den Werth von y zu erhalten, als nur die Form von y 
für fehr große -und ſehr Fleine x zu beftimmen. Es würde 
oft fehr mißlich ſeyn, die Duanrirät von y felbft auf dieſem 
Wege erfahren zu wollen. Die Kolge der y, für welche 
eine Reihe die Werthe angeben foll, kann innerhalb zweyer 
Glieder eingeſchloſſen feyn, deren zugehörige x nur wenig 
bon einander, verfchieden find. Die fallenden Reihen 
geben zu erfennen, wie viele Kortfchreitungen, der y fich 
ins Linendliche erftrecken, ob die Werthe der y für unend⸗ 
lich große x gegen diefe ein endliches oder ein unendliches 
Derhältniß haben, und wie die Annäherung ju dem Gränz⸗ 
verhaͤltniſſe befchaffen ift,- Diefes dient zur Untetſcheidung 
der verfchiedenen Gattungen einer ungefonderten Function 
eines gegebenen. Grades. Die fleigenden Reihen dienen 
als Differenzformeln, um die endlichen Weränderungen 
der y für Fleine x anzugeben, Dadurch ergeben fich die 
beſondern Belchaffenpeiten einer Function an der Gränze 
der pofifiven und negafiven x Iſt x eine nicht Fleine 
Größe, fo muß dafür 2ine andere z + k gefeßt werden, 

wo z flein genug genommen werden mag. 
| 48. Das erſte Glied der Reihe bequem zu finden 
hat Newton eine geometrifche Eonftruction angegeben, die 
unterdem Iamen, Newtoniſches Parallelogramm, 
bekannt ift, f. den Artifel, der davon handelt, 

An dem Artifel, krumme Linien, wird die Natur 
Der ungefonderten Zunctionen durch die geometrifche Dars 
ſtellung der veränderlichen Großen, als Koordinaten an 
einer krummen Linie, vieles Licht erhalten. 

49. Lacroix giebt in feiner Differential: und Inte— 
Hralrehnung, $. 119. ein allgemeines directes Verfahren 
an, die Werthe des Frponeuten in dem erften Gliede der 
Reihe Ax”, zu beſtimmen, welches von Ja Grange her: 
rührt. Es ift aber die Erflärung deffelben etwas zu ums 
ſtändlich, daher es hier nicht Plag findet. Das bier ads 
wiefene Verfahren wird das allgemeinere gut erläutern. 
Es werden Eaum Fälle eintreten, wo man nicht durch Vers 
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fuche die Werte von dem Erponenten Teicht follte beſtim— 
men fönnen. Lacroig zeige ferner , wie man die folgenden 
Glieder der Neihe für y beſtimmt. Diefes-teifter er auf 
eine andere Art als Hier gefchehen ift. Er bemerft auch, 
daß die Größe y durch einen Kettenbruch ſich darſtellen läßt. 


Werth einer gebrochnen Function, deren Zaͤhler und | 
Nenner = 0 gefeßt wird. 

so. Ee ſeyn Ox und Wx Funetionen einer veran⸗ 

derlichen x, die für. einen gewiſſen Werth von x jede = o 

werden, es ift die Frage, was bey diefer Annahme der 

Werth des Bruches * iſt. 


Man gebe der veraͤnderlichen Größe zwey Werthe, 
deren einer durch x, der andere durch x + u bezeichnet 
‚ werde,‘ und entwickele die Sunctionen Pix + u), und 
Y(x+u) Aus Differenzenrehnung (17.) ift 
PatW=Pxj+pu + squ' + ru + etc. 


ADx App 
wo p der Öränjauötient von — - — derfelbe von — 
p der Öränza Teak: j — 


x A A30x 
;r derſelbe von — oder von a 
\ AX AX2 


iſt. Oder es iſt | | | 
— _ 9x, _ 95x... 


A 
— von 











p= 
f. u: 38. 
Auf gleiche Are ift 


Yyııtı)= = vyx 4 pu 4 zyu’ + jra + etc. 


J DER 
np ya Men ag 


GE 7 PR DE 7 Su 
u. ſ. f. find. 
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Datarch iſt 
O(x+ BRIAN = . Gxtputggur- Irus + etc. 
Varı) — rt puHrgsgur + gru,tetc 
Nun ſey, wenn x=a genommen voitd, ſowohl 
Gamouls yazo, fo iſt 


Ga+tu) . .. Pt + 2zqu + — + etc. 
Yafı) — prägutgmurgee 


nachdem Zähler und Menner buch u bibibiee find, Sest 
man nun usco, ſo — F 
| 6a _ __ dx: :öx 
va 7 a — Fyx: dx’ 
wo in den Differentialquotienten x Za zu feßen if. 
Es kann fich ereignen, daß für x=a, fowohl p 
als p' == o find. Alsvann iſtt 
Garu) _ 39 + +zru trete etc. 
Yatı) ” Zg’+är/uretc ’ 
82 . 9 2 
und — — 4 — — — 
Va 9 O?yx : Ox® 
wo in ben Differentialquotienten x —a zu ſetzen iſt. 
Wären für x=a, = g und g‘ jedes = o, ſo 
wird 4 
| 9a or 00x :0x3 | 
ya ! osx: 0x° " 
Auf ſolche Art erhält man zuletzt den geſuchten Werth des 
Quotienten, der entweder endlich iſt, oder auch Null, oder 
unendlich groß ſeyn kann. Bee, 
51. In dem Artikel, berüihrende Linie, (24 — 26.), 
iſt ſchon eine Anwendung diefer Aufgabe auf die Beſtim⸗ 
mung der Gubtangenten an den Doppelpuncten ober viel: 
fachen Puneten einer Curve gemacht worden; auch in den 
Anterpolations: Sormeln, Artifel, Einfehalten, 36-38. 
Hier wollen wir auch noch davon Gebrauch machen, ratio⸗ 
nale Brüche in einfache zu zerlegen, 
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"82, Es feyn Mund N Yanje rationale Functio⸗ 
nen von x, md Nm=(x—a)S. ag Bruch 
IM A 
werde jerlegt in die beiden Brüche, 2 + fo daß 
M_AxP yonm=As u Bee), 
N .x-a Ss‘ — | J 
und M— AS iſt durch x — « theilbar, da P eine ganze 
Function von x iſt. Folglich wird M—AS=0;- wenn 
darin xa geſetzt wird, und es iſt bey dieſer Annahme 


re oder —— Aber für x find 

Zähler und Steine Ss. Darum tA= e nn 
| aan heBe wo x=a zu fegen iſt. Da⸗ 

durch wird — ,‚ toorinx—a zu fetzen 3 


53. Diefen Ausdruck für A erhält man auch auf fol 
M 
gende Art. Da A=— ; Wein ka genommen wird, 


ſo iſt auch Au, ben berfelben Annahme. Nun 
iſt — —e und für x=a, iſt 


ONSO; folglich A= . wofern nur xXXa4a 
genommen iſt. | | 


54. Ereitipel, Es fey wie in (23.) 
M _ axs +-bx*- +ex+d 
N” (x—&) =) KR) 5) 
wo die Größen, =a,—ß; —y, —5 flatt. p, Tee ARE? 
in C23.) geſetzt Ind, um Verwechslung mit den ın (50.) 
u 


und 
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gebrauchten Bezeichnungen zu verhliten. Es iſt, wenn 
(x—B) x—y x—-N)S gefegt wird; | 
ON —Sdx-+(x—a)dS, over . 
ON = (x—Pß) (x—y) ri, os. 
Setzt man xXxa, fo wird : 
IN=a— Maya dx. 
In' dem Zähler M gleichfalls x—.a gefeßt, wird der 
Zähler des partiellen Bruchs, deſſen Nenner x—«a iſt, 


oder 
aas 4 bae 404 4d 


— 8—7 (« — ) (a5) 
Abereinſtimmig mit dem in (23) gefundenen Werthe 
von A. 


55. Der Nenner des zu zerlegenden Bruchs enthalte 





J M — 
einen quadratiſchen Factor, — a), oder es ſey N 


M 
— —.. Er werde ee in die. en Brüche, 


— a) 5 


A.»B pP 
sm, 2 und Bebeſtimmte Eräfen 


(x-a). x-a 5 


find, fo ift 
M=AS+BS (X-a) +P&-0, ; 


M-AS-BS5 (x-a)—=P (x- a)? 
Da P eine ganze Function ift, jo ift der Theil linker Hand 


durch (x-a)? theilbar, aljo enthält M-AS den Factor 


M 
x-a, Dadurch wird Am; für —a, oder es ift 


LICH) 


für x==a, alfo it A= 


. Hier find Zähler und Nenner =o, 


0.M (x-.a)? — 
— Beyde Differen⸗ 


tiale ſind wieder = o für XM. Differentiirt man 


——— 
®.M(x-a)! 


aufs neue, ſo wird erhalten A— 
f fo cha — 


fuͤrx Sa 
um '2Mox® | 
das if, Am — 
->o®N 


den iſt. 





oder Am 5° wie ſchon gefuns 


M-AS . 
P_ng 

i | xma | i 

| durch x — a theilbar iſt, alfo für x verſchwindet, ſo 


M—AS _. Er | 
daß a iſt fͤr xma Da der Zähler den 


Factor x— a enthält, fo verſchwindet derfelbe, wie der 
0M—AOöS 


Denner für x —a, alfo ift B = — 10 x 





Um B zu erhalten, bemerke man, daß 


zu nehmen iſt. Oder da I=—, bey derſelben Annah⸗ 





SöM-Mös .__2,.M 

me, ſo iſt B= — das i re. er 

‚ ® f — bas iſt, B= 3.0 r 
ax +bx+c 


55: Exempel. Es ſey N” 


(x -aj* \x-8)’ ER: 


.Zweytens ift 8. — — 





erſtlich A — u . 


ax’-2aßx-bB-c 
. (x-ß)* 
übereinflimmig mit (29.). — J 
56. Euler trägt in dem zweyten Theile ſeiner Differen⸗ 
tialrechnung, Cap.XVIII. de uſu calculi differentialis 
in refolutione fractionum, dieſe Merhode vor, undgiebt 
zugleich eine wichtige Ergänzung zu der in der Introductio« 
ne in Anal. Infin, abgehandelten Lehre von der Zerlegung 
der Brüche, Durch die Zerlegung folcher, die im Nenner 
trinomiſche nicht zerlegbare Kactoren, namlich von ver Forint 
ff — afgxcol P+ggxx, enthalten. Diefe ſchwe⸗ 


222 -bB- 
ÜxX und Butt aBa bee 
U Du. ) 


* 
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rere Linterfuchung werben Geuͤbte beffer aus jenem Werke 
fennen lernen, als es hier aus einem unvollſtändigen Aus- 
juge möglidy wäre. 

57. Der erfte, welcher den Werth eines Bruches 
beifimmte, der bey. einer gewiffen Annahme der darin 
enthaltenen veränderlihen Größe — 8 wird, ift ob. 
Bernoulli, Er fchäste diefe Auflsfung fo hoch, daß 
er die Aufgabe den franzöſiſchen Mathematikern als. ein 
Raäͤthſel vorlegte. Gie-follten angeben, was der Werth 


Vo a5x-x‘)-avY aax 


av ax? 

gefest wird. Da fie auf die Anwendung der Differential, 
rechnung nicht dachten, fo Fonnten fiedie Trage nicht beant: 
worten. Endlich ließ er fich bewegen, ihnen feine Auflefung 
mitzutheilen. Seine Merhode bat. hernach l'Hopital in 
der Analyfe des infiniment petits, $. 163 vorgefras 
gen. Koh. Bernoulli ſelbſt füge noch eine wichtige Er- 
gaͤnzung bey, für den Kall, da die Differentialquotienten 
im Zähler und Nenner felbft Mull werden: Acta Erud. 
1704. Opp. T. I. nr. 71. Un beiden Stellen werden 
nach damahliger Gewohnheit krumme Linien zu der Aufs 
löfung angewandt. Der Werth des angeführten Bruchs 
für xsait= Fa. Man fche auch Saurins Auf: 
fäße in den Mem. de FAcad. des Sc. 1716 und 1723. 


| Functionalgroͤße iſt diejenige veränderliche Größe, 
aus welcher eine andere zuſammengeſetzt wird, mit oder 
ohne Zuziehung gegebener Größen. 


Functionalzeichen iſt das Buchſtabenzeichen, 
welches der Functionalgröße vorgeſetzt wird, und mit dieſer 
in Verbindung die Function bedeutet. 

Fundamentalabſtand, ſ. Perſpectiv. 

Sunfzebned, ſ. Vieleck, ordentliches, 


des Bruches iſt, wenn x za 
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Ganz iſt ein Verhältnißbegriff, deſſen zugehöriger 
Begriff der Theil iſt. Das Ganze iſt ſo groß, als ſeine 
erſchöpfenden Theile zuſammen. Ben einer Zahlgröße 
zeigt der Zuſatz, ganz, an, daß fie vollſtaͤndig durch 
Wiederholung der Einheit zuſammengeſetzt wird, oder die 
Einheit ſelbſt iſt, im Gegenſatze gegen Brühe. Eine 
ganze Potenz (mit einem ganzen Exponenten) entſteht 
durch Wiederholung eines Factors allein, eine gebrochne 
Potenz (mit einem gebrochnen Erponenten) durch Wieder: 
bolung eines Factors und Zerlegung des Products in eine 
Anzahl gleicher Sactoren. Mas eine ganze. Function 
in Beziehung auf-eine gebrochene iſt, ift in dem Ars 
tikel, Function, erkläre, = 


Gegeben (datum) ift ein Verhaͤltnißbegriff, def: 
fen Sorrelatum das unbefannte if. Die Auflöfung einer 
Aufgabe beftimme das unbekannte durch dag gegebene, ein 
einzelnes oder mebreres. Bey allgemeinen Alnterfuchuns 
gen wird das gegebene unbeftimme gelaffen, und in der 
Anwendung auf einzelne Fälle entweder willführlich anges 
nommen, oder durch Die Trage beſtimmt, oder durch Er: 
fahrung, in der angewandten Mathematik, ausgemacht. 
In der Nechnung werden die gegebenen Größen durch die 
eriten Buchitaben des Alphabets, auch durch die mittlern, 
die unbefannten durch die leßtern bezeichnet und unter 
fchieden. " " 

Was die Data des Euflides find, f. Data, 


- Gegend ift ben geraden Linien bisweilen daſſelbe was 
Richtung, ein unbeſtimmt entfernter Punct, nach welchem hin 
fie gezogen wird, befonders in der Ajtronomie und Geographie 
Puncte des Horijonts an der feheinbaren Släche des Himz 
mels. Tin der analytifchen Geometrie wird auf folche Arc 
die Gegend der pofitiven und negativen Abfeiffen unterfchieden. 

"Auf ebenen Slächen ift der Theil derfelben, der durch eine 
gerade Linie von dem andern abgefondert wird, eine 
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Geodaͤſie iſt eigentlich derjenige Zpeil der prafti- 
ſchen Geometrie, worin die Eintheilung der Felder und 
Ländereyen nach vorgeſchriebenen Verhältniſſen uud Maa⸗ 
Gen gelehrt wird. Das Kunſtwort iſt von den beiden 
griechiſchen Wörtern, yy, die Erde, und daucur, theilen, ab: 
geleitet. Die Theorie des ganzen Verfahrens bey Diefem 
Geſchaͤft ift in dem Artikel, Figur, vorgetragen. | 


Man gebraucht das Wort-aber auch im’ weitern 
Derftande für die Feldmeßkunſt überhaupt, als die Ans 
wendung der Geometrie auf die Meſſung und Verechnung . 
ber Zändereyen, ſowohl in Nbficht-auf ihren Limfang und 
inhalt, als aufihre Einrheilung. _ Zollmann hat feis 
ne Anmeifung zur Feldmeßkunſt betitele: Vollſtändige Ans 
leitung zur Geodäſie oder praftifchen Geometrie, an 
1744, Fol. Einige Schriftfteller haben auch die Mef: 
fungen der Linien und Winfel, welche zur Beftuminung 
der Fänge eineg Bogens auf einem Meridian der Erde 
angejtelle find, geodätifche Dperationen genannf, 
um fie von den altronomifchen Operafionen zu unter= 
fcheiden, mwodurd die Weite des gemefjenen Bogens ges 
funden wird, oder der Winkel, welchen die lothrechren 
Linien auf den. Endpuncten des Bogens, nach dem ine 
nern ber Erde verlängert, mit einander machen. 


Gesmeter, eine Perfon, die der Geometrie wohl: 
Fundig if. Im Franzöſiſchen pflegt man einen Mathe: 
matifveritändigen insbefondere einen. Geometer zu nennen,, 
weil man wegen des großen Einfluffes, den die Geome— 
frie aufalle übrigen Theile der Mathematik hat, in keinem 
gründliche Kenntniſſe haben kann, — eine genaue Ber 
kanntſchaft mit jener. 


D' Alembert macht in dem Xrtifel, Geometer, 
des Dictionn. encyclopedique, fehr gute Bemerfungen 
zur Würdigung des geomerrifchen (oder vielmehr mathe: 
matifchen) Talents, Die Vertragſamkeit defjelben mit dem 
Talent für Dichttunſi und Wohlredenheit, und den Ein⸗ 
fluß auf andere Beſchaͤftigungen. Einen Auszug daraus 
wird man in dem Artikel, Mathematiker, finden. Der 
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ganze Aufſatz iſt in dem Eſprit de —B—— a 


Geneve, T. IH. eingerückt, 


Geometrie iſt die Wiſenſchaft von den Formen 
ausgedehnter Größen. Sie unterſcheidet ſich von der 


Analyſis dadurch, daß ſie eigentlich nicht rechnet, die 


Größen nicht auf eine Einheit, weder eine beſtimmte noch 
unbeffimmte bezieht, fondern die Vergleichungen theils 
durch Zerlegungen und Zufammenfesungen macht, theils 
die Großen paarweife, durch ihre Verhälrnifje, vergleicht. 


Die Geometrie nimmf die Bilder der intellectuellen Größen 


felbft zu Symbolen, da die Analyfis willklihrliche, an fich 
bedentungslofe, Zeichen der Größen und ihrer VBerbindune 
gen gebraucht. Doch kann die Nechnung auch auf gen» 
metrifche Größen angewandt werden. . Zum praftifchen 
Gebrauch) ift dieſes gewöhnlich nöthig, und am genaueften. 

In Höhern Unterfuchungen muß die rolf s zu Hülfe 
Treuen erden, - 


Die Geometrie ift theils eine niebere, theils eine 
Böhere. Zu der niedern gehören erſtlich alle Unterſu— 
ungen über Verbindungen gerader Linien, geradlinichter 
&iguven, und über Körper, bie von Ebenen eingefehloffen 
find; dann vie Betrachtungen des Kreifes, der Kugel, 


des Eylinders und des Kegels, fo fern darin Verhältniſſe 


‚gerader Linien verglichen werden; einiges leichtere auch 
über die Vergleihung de& Krummen, oder, wenn man 
will, alles, was durch die Erhauftions = Methode daben 
herausgebracht werden fann; wodurch, zwar die Lehren des 
Archimedes von der Kugel, dem Cylinder und dem Kegel 
noch in die nievere Geometrie zu bringen wären, allein 
auch an der Granze mit der höhern fich befänden, 


. Die .elementarifche Geometrie macht einen 
Theil der niedern aus. Sie enthält die Hauprfäge, die 
beſtändig zu den Beweiſen gebraucht werden, mit den Auf: 
löfungen derer Aufgaben, die am bäufigften vorfommen. 
Man muß die niedere Geometrie nicht nach dem Inhalte 
unferer Lehrbücher beurteilen, die nur das nothwendigſte 
enthalten. Man ſehe die mathematiſchen Sammlungen 


— 
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des Pappus an; auch die wiederhergeſtellten Schriften des 
Apollonius, die ebenen Orter, die Buͤcher von dem bes 
ftimmten Schnitte, von der Theilung des’ Naumes, und: 
die noch erhaltene von der Theilung des Verhaͤltniſſes; uns 
ter den Meuern Die Werke von Gregorius a: Gt. Vin⸗ 
cenfio, Tacquet, und das angefangene: ausführliche Lehr⸗ 
gebäude der Geometrie von Gilbert, Erfter Theil. 1798. 


Man theilt bisweilen die Elementar⸗ Geometrie in 
Longimetrie, Planimetrie und Stereometrie ein, ſ. dieſe 
Kunſtwoͤrter. Doch wird in dieſelbe auch die Verglei⸗ 
chung der Oberflächen des ſenkrechten Cylinders und Ke⸗ 
gels, und der Kugel mit ebenen Figuren aufgenommen: 
Man rechnet dieſe zur Stereomertie, den Wortverftande: 
nicht gemäß, | 

Die höhere Geometrie beſchaͤftigt ſich mie den’ 
frummen Linien, den von ihnen eingefchleffenen Flaͤchen— 
räumen, und den bon ihnen erzeugten Körpern und Obere 
fachen. Sie fangt mit der Lchre von den Kegelſchnitten 
an, die auf verfchiedene Art, entweder rein gesmetrifch, 
oder mit Zuziehung analytifcher Rechnung behandelt wer: 
den kann. Don diefen, durch. ihre mancherley Eigen: 
fchaften merfwürdigen, Linien gebt fie zu Den höhern krum⸗ 
men Linien über, deren: verfchievene Formen fie aus ein: 
‚ander ſetzt. Go weit es hier auf die Verhaͤltniſſe der dars 
in nach beſtimmten Gefegen’ gejogener geraden Jinien an⸗ 
fommt, fann die Analyfis endlicher Größen mit der Uns 
ferfuchung fertig werden, wie man aus den Abhandlungen 
von Euler in dent zwenten Bande feiner Introductio 
in Analylin Infin, und Cramer Analyfe des lignes 
courbes fieht, Wo aber das Krumme unmittelbar in 
Betrachtung zu sieben ift, oder mo man bon den letzten 
charakteriſtiſchen Verhaltniſſen der Veränderungen an den 
frummen Linien und Flächen ausgehen muß, da iſt die 
Hülfsleiftung der Analyfis des Lnendlichen nothwendig. 
Die reine (von der Erfahrung unabhängige) Mechanik 
führe insbefondere auf Frumme Linien, die nur durch dies 
fes Hülfsmittel erforfcht werden Fönnen, Die wichtigſte 


N — Geometrie 


und ſchwerſte Frage dieſer Art-ift die Beſtimmung der 
gedoppelt krummen Linie, die ein Weltkörper vermöge mehr 
rerer auf ihn roirfenden Kräfte befchreibt, eine Aufgabe, 
womit man fich ſchon über ein Jahrhundert beichaf:ige 
bat, und dieman nur unter gewiſſen Einfchranfungen auf: 
‚ zulöfen in Stand gefommen iſt. 


Ein neuer Ziveigder Geometrie ift die Vergleichung 
der Winkel mittelft ihrer trigonometrifchen Functionen 
mit denjenigen der Winfel, woraus fie zuſammengeſetzt 
werden, Man rechnet diefe zu der analytıfchen Trigonome⸗ 
trie. . Sie wird von Diefer abgefondert, unter der Üenens 
nung, Goniometrie, in diefem Werfe abgehandelt wer: 
den. Die Alten hatten nur fehr unbollkommene Kennt: 
niß von diefem Theile der rechnenden Geometrie. Sie 
hat vorzüglich durch Euler ihre Bildung erhalten. 


Die Methode in der Geometrie, in Abficht der Hülfs⸗ 
mittel, ift zweyerley. Man kann ſich erftlich bloß der Lehren - 
der Elementar: Geometrie, nebit derjenigen Art von Ned): 
nung des Unendlichen, welche die Exhauſtions-Methode 
genannt wird, bedienen, wie die Alten es durchgehends 
tharen, und die Engländer noch jest gewöhnlich thun. 
Zweytens kann man fich der Hülfe der Algebra, der Ana⸗ 
Infis und der analytifchen Trigonomerrie nebit der Goni⸗ 
ometrie bedienen, indem man alle Sätze auf Gleichungen 
bringt, diefe mit einander verbindet, und aus den Eigen⸗ 
fehafren der Gleichungen und andern analptifchen Sägen, 
befonders denen aus der Differential: und Integralrech⸗ 
nung, und den trigonometriſch-goniometriſchen Kormeln, 
geometrifche Vergleichungen  herleitet. Diefes Verfahren 
erfpart viele. Mühe, da man nach der Methode der Alten 
erft die Mittelglieder ver Schlußfolgen mühfam und Fünite 
lich auffuchen muß, dagegen nach jener analytifch =rech- 
nenden Methode nur das befondere aus dem allgemeinen 
herzuleiten iſt. Die erftere reicht Faum oder wenig über 
die Kegelſchnitte hinaus, der andern ift fait alles zugang- 

fich oder wird es noch werden. J 


— 


Geometrie 35 


‚Die Methode in der Geometrie in Abſicht des logie 
fchen Berfahrens ift, wie überhaupt, entweder ſynthetiſch 
oder analytiſch. Die. fnurherifche Methode iſt nicht, 

wie man gewöhnlich, anzunehmen fiheint, einzig und allein 
die Methode. ver. Alten in der Geometrie, aus bewieferien ' 
Eäpen einen neuen berzuleiten,, oder, aus dem gegebenen 
das unbefanntedirecte zu finden, fondern fie hatauch bey der 
Anwendung der analytifchen Rechnung Statt, beſonders bey 
bem Erweife von Lehrſätzen. Diefe wird man nicht leicht 
rückwärts erweifen, fo nämlich, daß gezeigt würde, wie man. 
von einem. als wahr angenommenen Safe auf einen > 
wahr ſchon anerkannten Gas geführt werde, f. Th. I 
©. 88: Die analvrifhe Aufisfung geomerrifcher Yufgaz 
ben pflegt mit der ſynthetiſchen verbunden zu werden. Der 
weſentliche Alnterfchied der Methode der Alten und der 


Neuern beruht auf den Hilfsmitteln, die von beiden ge⸗ 


braucht werden, 


Die Methode der Alten hat man beſonders in dem 
Anfange des mathematiſchen Studium ſich geläufig zu 
machen. Sie giebt eine unmittelbare, anſchauliche Zer⸗ 
gliederung der Relationen, ſie nöthigt, in jedem Falle auf 
beſondere Verbindungen und Anknüpfungen ver Größen, 
und Einführung von Mittelbegriffen zu ſinnen. Auch 
prägt fie. durch die öftere Anwendung der gefundenen 
Sätze dieſe dem Gedächtniſſe, zur ſchnellen Bereitſchaft, 
ein. Durch alles dieſes wird der mathematiſche Geiſt ge⸗ 
ſchärft, und der Zeitaufwand verguͤtet. Iſt man erſt im 
Beſitze der allgemeinen Huͤlfsmittel aus der Analyſis der 
Meuern, ſo wird man vielleicht nicht die Geduld haben, 
zu Fuße zu geben, wo man fliegen kann. Die faſt uns 
überfehbare Menge von Kenneniffen, welche Die neuere 
Mathematik enthält, nöthigt auch Die Zeir zu fparen. 


Newton, der erfte Erfinder der nenern Analyfis, 
hielt die Methode der. Alten fehr hoch, und rühmte die 
Mathematiker feiner Zeit, welche in der Anwendung ders 
felben Gefchicklichfeit_ hatten, befonders Huygens. Er 
pflegee fi ſich oft ſelbſt zu tadeln, daß er ſie nicht mehr be⸗ 
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folge, und bedauerte, daß er. in dem Anfange feiner ma⸗ 

thematifchen Studien fich zu fehr an Descartes und andere 

algebraifche Schriftiteller gehalten hätte, ehe er die Ele: 

. mente des Euflides fich vollkommen zu eigen gemacht hatte. 

Das erzählt Pemberton in der Vorrede zu dem View of 
Sir Ifaac. Newton’s Philofophy. 


Ueberficht der Geſchichte der Geometrie, 


Die wiſſenſchaftliche Geometrie bat ißren Urſprung 
von der techniſchen, der Feldmeßkunſt, wie der Mame 
(on yy, Erde, und perpsw, meſſen) zu erkennen giebt, 
Herodotus ‚erzähle (B. II. C. 109.), daß. der ägyprifche: 
König Sefoftris | jedem feiner Unterthanen gleich viel Land 
zugetheilt habe, wovon jeder eine, für alle gleiche, Abs 
gabe zu leiften hatte. Berlor einer durch die überſchwem⸗ 
mung des Nils etwas von feinem Antheil, fo ward durch 
‚ einen Feldmeſſer nachgefehen, wie viel er verloren Harte, 
und darnach die Abgabe vermindert. - Herodotus fügt hin: 
zu, daß biedurch die Geometrie erfunden fen möge, welche 
darauf nach Griechenland. übergegangen fen. Arıftoreles 
bemerkt in dem Anfange feiner Metaphyſik ohne Zweifel 
ſehr richtig, daß die Marhematif ihren Lirfprung in 
Agypten babe, da hier das Collegium der Priefter frey 
von den Arbeiten des bürgerlichen Lebens Muße batre, fich 
den Wiffenfchaften zu winmen. Inzwiſchen mögen bie 
ägnptifchen Priefter doch nicht weit gefommen feyn , oder 
find fehr geheim mit ihren Entdeckungen gewefen, da Tha: 
les, der zu ihnen gereifet war, noch die erften Sätze der 
Geometrie zu erfinden hatte, und. Pythagoras über- die 
Entdeckung eines fehr nothwendigen Satzes fo große Treus 
De bezeugte. Dach ver Erzählung des Diogenes Laertius 
und Plutarchus hat Thales den Agnptern gezeigt, wie man 
— Höhe der Pyramiden mittelſt des Schattens meſſen 
önne. 


<hales (650 J. v. €. ©.) hat, wie Proklus be⸗ 
richtet, gefunden, daß in gleichſchenklichten Dreyecken die 
Winkel an der Grundlinie gleich groß ſind, daß die Schei⸗ 


% 
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telwinkel ſich gleich find, daß Dreyecke gleich find, die in einer 
Seite und den beiden anliegenden Winkeln übereinfommen, 
und daß ein Kreis von feinen Durchmeffern in zwey gleiche 
Theile getheilt wird. Auch fand er, daß jeder Winfel am 
Umfange in einem Halbfreife ein rechter ift, für welchen Satz 
er den Muſen einen Ochfen opferte. Von ihm. erhielten 
‘die Griechen die erften Begriffe von Aſtronomie und Na⸗ 
turlehre, | u 

Pythagoras (im ten Jahrh. v. C. ©.) erfand 
den nach ihm genannten geometrifchen Sat, ein wichti« 
ges. Hülfsmirtel zu geometriſchen WVergleichungen, und 
den Grund. zur arithmerifchen Beſtimmung der Linien. 
Daß er den Göttern hundert Ochfen zum Dank geopfert 
babe, ift Sabel, da es nach feiner Lehre nicht erlaubt'war, 
ein Thier zu tödten. Pythagoras hat ſchon eingefehen, 
daß der Kreis unter allen ebenen Figuren gleichen Um: 
fanges den größten Anhalt, und die Kugel unter allen 
Körpern mit derfelben Oberfläche den größten Raum aus: 
fülle. Die numerifche Vergleichung der Linien führte die. 
Pythagoräer auf die incommenfurablen Großen, Sie 
gerierhen auch auf. die regelmäßigen Körper, die nad) ih: 
nen bisweilen benannt werden. ie. verglichen fie, nach 
ihrer fpmbolifchen Lehrart, mit finnlichen Gegenftänden, 
die Pyramide mit dem Keuer, den Würfel mit der Erde, 
das Oktaedron mit der Luft, das Ickoſaedron mie dem 
Waffer, das Dodefaedron mit dem Weltall 

Dnopides von Ehio (500 J. v C. ©.) fand, 
wie eine fenfrechte von einem gegebenen Puncte auf eine 
gerade Linie gezogen, ein, Winfel einem andern gleich ge- 
macht, und ein Winfel in zwey gleiche gerheile wird. Doch 
fcheinen dieſe Satze fchon früher, dem Thales und 
Pythagoras, befannr gewefen zu feyn müſſen. 

Zenodorus, ein Schüler des Onopides, jeigre, 
daß aus der Gleichheit des limfanges zweyer Kiguren nicht 
die Gleichheit des Zinhalts folge. Seinen Aufſatz hierüber, 
die ältefte auf ung gefommiene geometrifche Schrift des 
Alterchums, hat Theon in feinem Commentar über das Al: 
mageft aufbehalten, j 
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| Hippokrates von Chio (450 J. v. &.) fand 
die Quadratur einer durch zwey Kreisbogen auf gewiſſe 
Art begränzten Figur, die von ihm den Namen lunula 
“Hippocratis führt, f. Hippofrates. Zu feiner Zeit Fam 
die Aufgabe in Anregung, einen gegebenen Würfel zu ver⸗ 
doppeln, fo daß ein Würfel bleibe, Hippokrates bemerfs 
te, daß es hiebey darauf anfomme, zwifchen zwey gege: 
benen Linien zwey mittlere proportionale zu finden. Er 
ift, wie Proflus angiebt, der erfte, der geometrifche Uns. 
fangsgründe verfaßt hat. | 


| Die lineariſche Perfpertiv ift, wenn das Zeugniß 
bes Vitruvs (de Architect. VII, praef.) juverläffig ift, 
früh bearbeiret worden. Er fagt, daß Anaragoras 
und Demofritus über die theatraliiche Malerey ges 
ſchrieben haben, quemadmodum oporteat ad aciem 
oculorum yadiorumgue extenfonem, certo loco 
centro confütuto, ad lineas ratione naturali re[pon- 
dere, uti de incerta re certae imagines aedificiorum 
in [cenarum picturis redderent fperiem, et quae in 
directis planisque fromtibus fint figuratae, alia ab- 
fcedentia, alia prominentia elle videantur.. In der 
Optik, welche dis Euflives Namen führer, find zwar 
Sätze vorgetragen, worauf ſich die Perſpectiv gründet, 
aber eine perſpectiviſche Geometrie iſt es noch nicht. 


Plato (400 J. v. C.) beſchäftigte ſich viel mit 
der Geometrie, und ſcheint durch Aufmunterung fähiger 
Köpfe zu ihrer Erweiterung vieles beygetragen zu haben. 
Er hat zwar, fo viel man weiß, feine Schrift geometri: 
fehen Inhalts verfaßt, allein man ficht aus verfchiedenen 
Stellen feiner Schriften, daß er die Geometrie liebte, und 
fie mit der Philoſophie zu verbinden ſuchte. Dies. erhellt 
aus der befannten Inſchrift über der Thür feines Hörſaals, 
fein der Geometrie Unkundiger Fomme herein. Er verlangz 
te dadurch, daß der Verfiand feiner Zuhörer durch- die 
Geometrie gebilder ſeyn follte, um die abjtracten unfinns 
lichen Lehren feiner Philofophie zu faſſen. Auch it von 
ihm befannt der Ausſpruch, Sort iſt immer RR 


Geometrie 319 


(ö Oeos ad yewueros). Man fehreibt dem Plato die 
Erfindung der geometriſchen Analyſis, und der Kegelſchnit⸗ 
te zu. Doch mag er jene nur im Allgemeinen vorgetragen 
und empfohlen, und dieſe nur nach ihrer Eutſtehung aus 
dem Kegel betrachter haben, ohne gewifle Eigenfchaften 
an ihnen zu entdecken. Denn feine Auflofung von ver 
Derdoppelung des Würfels ift nur eine mechanifche. Geiz 
ne Zöglinge und Nachfolger, Eudoxus, Menahmus, 
Dinoftratus, Ariftäus, bearbeiteten diefen wichtigen Theil 
der Geometrie, und wandten die analytifche Methode n mit 
Scharfſinn und glücklichem Erfolge an. 


- Eudorus- aus Cnidus wird von Archimedes als 
der Erfinder verfchiedener Säge in der Ichre von den Kör— 
pern angeführt, als daß eine Pyramide der dritte Theil 
eines Prisma von gleicher Hohe über derfelben Grynofläs 
che ift, und eines ähnlichen Satzes von dem Verhältniſſe 
eines Kegels und Eplinders (von Kugel und Eylinder, 
Vorr.). Er bar fich entweder mif den Kegelfchnitten oder 
‚ mit andern krummen Linien befchäftigt, und das Delijche 
Problem durch eine befondere von ihm erfundene Curve 
aufgelöfee. Eratoſthenes nenne ihn in der Auffchrift ſei— 
nes Mefolabunt den gottähnlichen, und führr die von Eu— 
dorus gebrauchte Curve als uͤnterſchieden von den drey 
Kegelſchnitten des Menächmus an. Er hat Anfangs⸗ 
gründe der Geometrie verfaßt, und die Lehre von der Pro— 
portion erweitert, ſo daß auch das fünfte Buch des Eu⸗ 
klides ihm von einigen zugeſchrieben wird. 


Menäch mus ſcheint den Grund zu der Lehre von 
den Kegelſchnitten gelegt zu haben, da Eratoſthenes in 
der gedachten Aufſchrift Die drey Linien nach ihm benennt, 
(Mevaıypsious. nwvoronev Tpiaöas),. Er wandte die 
Verbindungen zweyer Kegelfchnitte fehr Funftgereche zur 
Aufloſung der Delifchen Aufgabe an. Ä 


Dinoftratus, fein Bruder, erdachte jur Aufſö— 


fung der Aufgabe, einen Winkel nach einem gegebenen Vers 
haltniſſe einzutheilen, die —— 
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Ariftäus der ältere ift der erfte, ber über die Ke— 
gelſchnitte gefchrieben har, ein Werk in fünf Büchern. 
Pappus führt es an (Coll: math. VIL praef.),. Gein 
Werk über die Förperlichen HOrter (Auflösungen von Auf 
gaben durch Linien, Die Durch Durchfchnitte von Körpern 
mit Ebenen entitehen) in fünf Büchern fege er mit unter 
"die Hauptwerke, die man fludieren müffe, um fid) in ver 
geometrifchen Analnfis  Kertigfeit zu erwerben. Dieſe 
Funftreiche Methode der alten Geometer hat, wie man hiers 
aus ſieht, feit den eriten Anmwendungeh des Menachnus, 
bald beträchrlihe Erweiterungen erhalten. Die !ehre 
von den förperlichen Ortern beruhet auf der Lehre von den 
Kegelſchnitten. | _ B 

Euklidés (300 J. v. €.) ift durch feine Elemente 
der Geometrie und der Arithmetif allen befannt. Durch 
ihre Gründlichkeit und wiffenfchaftliche ffrenge Anordnung 
haben fie fich ven großen Beyfall in allen Zeiten und bey 
allen eultivirten Völkern erworben, In England befon- 
ders find fie faft das einzige Jehrbuch der Geomettie, ges 
wiß zur feinern Bildung des Geiftes. Ohne Zweifel find 
dor Euklides fchon gute Elemente der Geometrie vorhan⸗ 
“ den. gewefen , die er benutzen konnte. Proflus nennt vier 
oder fünf frühere Berfaffer von Elementen; Euklides ha: 
be aber die Entdeckungen feiner Vorgänger vervollfomminer, 
und befonders die noch mangelhaften Veweife jur völligen 
Schärfe gebracht, Allein er hat auch mehrere Werke ge: 
liefert, die über die Elemente hinausgehen. Geine Data 
eritlich enthalten eine Sammlung von Sägen, die einem 
Geometer zu eigenen Unterſuchungen nothwendig find, 
Data Euclidis, Uber die Kegelfchnitte verfaßte er ein 
Werk in vier Büchern, worauf Apollonius nachher fein 
großes Werk gegründer har, Pappus führe ein Werk 
von ihm an, Drter an eine Oberfläche; wovon er aber Feine 
weitere Machricht giebt. Es konnen nichts anders als krum⸗ 
me Linien von doppelter Krümmung, auf eines Frimmen 
Flaͤche gezögen , ſeyn. Das Hauptwerf des Euklides find ' 
die Porismata in drey Büchern, wovon Pappus fagt, 
daß fie eine höchſt kunſtreiche Sammlung von Sägen find, 
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die zur Analyſi 8 der ſchwerern und — Aufgaben 
dienen, wovon die Natur eine unendliche Menge an die 
Hand gebe. Die beiven legtern Werke find verloren gez _ 
gangen, weil fie zu funftreih waren, S. Porismata. 
Die Hauptausgabe aller noch vorhandenen Schriften des 
Euklides, griechifch und lateiniſch, it von Davın Gre— 
gory. Drford 1703. Sol, Robert Simfon har 
eine Ausgabe der geomerrifchen Elemente, der ſechs erſten 
Mischer, mit dem ı ten und ıaren, lateinifch 1756. 4. 
und englifh 1757 herausgegeben, worin er kritiſche 
Verbeſſerungen des Teptes gemacht hat, - Von der engliz 
ſchen Überfegung ift 1775 bie fünfte Auflage gemacht, 
Den diefer und einigen vorhergehenden befinden fich auch 
die Data mit Verbefferungen. ine forgfältige deurfche 
Überfegung aller 15 Bücher hat Lorenz geliefert. Zweyte 
Ausgabe 1798. Die beiden letzten Bücher ver Elemente 
fhreibe man dem Hypſikles zu. Derzeichnijfe von 
Ausgaben der Euklidiſchen Schriften findet man in Schei⸗ 
bels mathem. Bücherkenntniß, 1. Stück, und in Mur: 
hards mathem. Bibliothek, 2 Bo. 

Archimedes (250 J. v. C.) eröffnete ſich Wege 
in Gegenden der Geometrie, die bis dahin faſt gar nicht 
betreten waren, durch Vergleichung krummlinichter Grö— 
ßen unter einander und mit geradlinichten Gein Scharf: 
finn führte ihn zu vielen merfwürdigen Entdecfungen vor. 
neuer Art, daher das Alterthum ihm die erfte Stelle uncer 
den Geometern einräumte, Er hat mancherley Schriften 
hinterlaſſen, die alle geomerrifchen oder geomerrifch -ſtati⸗ 
fehen Inhalts find. Denn von feinen technifchen Erfine 
dungen, deren. das Alterthum ihm vierzig beylegt, hat er 
nichtd aufgefest. In der Schrift von Kugel und Enlinz 
der vergleicht er diefe Körper und ihre Abſchnitte in Rück- 
fiht auf Dberflahe und Inhalt. Der Auffag über vie 
‚ Kreismeffung ift der erſte Verfuch einer Rectification, ſ. 
Eyflorechnie. In dem Buche von Konoiden und Sphä⸗ 
roiden gieng er noch weiter. Er vergleicht die Abfchnirte 
diefer Körper oder das Ganze mie Enlindern und Kegeln 
von derſelben Höhe über derfelben Grundfläche, a 
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Quadratur ver Parabel fand er auf zweyerley Art, bon 
‚ welchen bie duch, Hülfe der Statik eine ganz überraſchen⸗ 
de Combination zweyer ſehr ungleichartigen Vergleichun⸗ 
gen ift. Seine Linterfuchungen über die von Conon erz 
Dachte Spirale geben die Verhältniffe der zuſammengehö⸗ 
rigen Klächenräume ‘an biefer Linie und dem Kreife, auch 
die Berhältniffe der Subtangenten von dem Mittelpuncte 
aus genommen zu den Kreisbogen. Die Beweiſe der leg: 
tern haben einem guten Marhematifer im ı7ten Jahre 
- Hundert, Bouillaud, nach feinem Geftändniffe, Mühe ges 
macht, fo daß er zweifelte ‚ ob er fie ganz gefaße hätte. 
Archimedes war es auch, der die Starif und Hydroftatif 
gegründet dat. Seine beiden Bücher über die gleichwich» 
tigen ebenen Figuren, oder die Schwerpuncte folcher Fi⸗ 
guren, enthalten fehr fcharffinnige geometrifche Methoden, 
den Schwerpunct geradlinichter, befonders aber paraboli- 
fcher Figuren zu finden, Von der Merhode, deren ſich 
Archimedes zur Dergleihung Erummlinichter Größen be: 
dient hat, f. den Artifel, Erhauftions « Methode. ine 
prächtige Ausgabe der Werke des Ardimedes, mit An: 
merkungen und gelehrten Abhandlungen begleitet, ift zu 
Drford 1792, groß Kolio, herausgefommen. ‘Den größ:- 
ten Antheil,an diefer Ausgabe hat Torelli, ein .Geomer 
ter aus Verona, nad) deffen Tode, einige Liebhaber der 
alten Geometrie feine Handfchriften gefauft, und zum. 
Druck befördert haben, Ein Beweis der Liebe für die Als 
ten in England, 

Apollonius von Pergã (206° J. v. €.) heißt 
bey den Alten der große Geometer, oder der Geometer vor⸗ 
zugsweiſe. Man hat allerdings ihn. unmittelbar nach Arz 
chimedes zu feßen, der wegen der Neuheit feiner Linterfus 
ungen, und der Methoden, die er dazu anmwandte, noch 
den Nang vor Apollonius behaupten möchte. Das Haupt: 
werf diefes Geometers iſt das über die Kegelfchnitte in 
acht Biichern "abgefaßte, von welchen noch die erifen vier 
im Original, die drey folgenden in einer arabifchen Übers 
feßung, und aus. diefer in einer Tareinifchen übrig find. 
Das achte ift von Hallen nach der kurzen von Apollomus 
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gegebenen Anzeige wieder hergeſtellt. Alle acht Bücher, 
die vier erften zugleich griechifch, find von ihm zu Oxford 
1710 gr. Kol. herausgegeben. In den vier erften Bü⸗ 
chern hat Apollonius das vor ihm ſchon befannte mit Vers 
befferung der Form vorgefragen, und mit neuen Sägen 
bereichert. Die vier andern Bücher aber enthalten ganz 
neue und tief gefchöpfte Unterſuchungen. In dem Arrifel, 
Kegelfchnirte, wird davon meitere N achricht gegeben, 
Die übrigen Schriften des Apollonius betreffen befondere 
Aufgaben aus der Geometrie, wobey viele Fälle möglich 
find, die darin einzeln vorgenommen werden, ie waren 


den Alten wegen der darin angewandten geometrifchen “ 


Analyſis wichtig. Sie find alle: verloren gegangen, bis 
auf die Schrift de [ectione rationis, die in einer arabi⸗ 
ſchen Überfegung fich erhalten hat. Ihre Titel und die 
wieder hergeſtellten ſind in dem 1. Th. S. 66. angefuͤhrt. 
Die algebraiſchen Auflöfungen der Aufgaben de ſectione 
rationis nnd de l[ectione [patii find daſelbſt ©. ıı1g . 
und 115. anzutreffen, die von der [ectione determinata, 
©. 293, ff. ein Tall ver Aufgabe de inclinationibus, 
©. ı20. IiInter den übrigen Schriften, von deren In⸗ 
halt gar Feine nähere Anzeige vorhanden iſt, war eine 
über die Bergleichung de8 Dodefaedron und Ikoſaedron, 

„die in derſelben Kugel eingeſchrieben find, auch eine Schrift 
über die Stillſtandspuncte und Rückgangsbogen der 
Planeten. 

Mit Apollonius hatte der geometriſche Geiſt unter 
den Alten ſeine großte Stärke erreicht. Die folgenden 
Zeiten mußten ſich begnügen, die Werke der großen Meis 
fter zu ſtudieren, und einiges als Nachleſe beyzufligen, 
Die Altronomie befchäftigte nun vorzüglich bie Mather 
matiker. 

Dieſe Wiſſenſchaft war es auch, welche die Geome⸗ 
fer nöthigte, die Arithmetik, auf die Geometrie anzuwenden, 
Schon die Bedürfniſſe bey Meſſungen von Entfernungen 

auf der Erdflache, und Beſtimmung des Inhalts von 
Feldern müſſen dazu geleitet haben, Die Aftros 
nomie machte es nothwendig, die Winkel duch Ders 
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hältniſſe der Sinien in rechtwinklichten —* zu 
beſtimmen. Der erſte, deſſen Bemühungen zu dieſem 
Zweck bekannt ſind, iſt Menelaus aus Alexandrien, 
(100 J. n. €. G.), der ſechs Bücher von den Chorden im 
Kreiſe geſchrieben Hat, die nicht mehr vorhanden find. 

Die Aftronomie bedarf gar fehr der Lehre von den Sagen 
der Kreife auf einer Kugelfläche gegen einander, und von 
den Dreyecken, welche die großen Kreife auf einer Kugel 
bilden. Die erfte befannte Schrift über dieſe Lehre ift 
son Theopofius (so J. v. C. G.). Sein Zweck ift 
die geometrifchen Gründe der fphärifchen Aftronomie feft 
zu ftellen, und die Erfcheinungen, womit fie ſich befchäf- 
tigt, zu erklären, Das dritte Buch enthält manche merk: 
mwürdige und ziemlich ſchwere Gäße, fo daß Pappus ne- 
thig gefunden hat, darüber Erläuterungen zu geben, wel- 
che das fechfte Buch feiner Sammlungen einnehmen. 


Menelaus hat auch ein Werf über die Sphärik 

> gefchrieben , worin hauptfächlich von fphärifchen Dreyecken 

und ihrer Auflöfung gehandelt wird. Man trifft darin 

anche merfwürdige und wenig befannfe Säge an. Dies 

fer Geometer hat fi auch mit Frummen Linien höherer 

Art als die Kegelſchnitte ſind, beſchaͤftigt, wie Pappus 
in einer Anmerkung zu S. 30. des 4. B. anführt. 


Serenus aus Antiſſa auf Lesbos (ungemiffen 
Zeitalters) ſchrieb eine Abhandlung über die Schnitte eis. 
nes Eplinders, und’ die Schnitte eines Kegel durch die 
Are, 


| Nitomedes (der vielleicht noch in die Zeit vor 
©. ©. zu ſetzen iſt) erſann die Conchoide, zur Auflsfung 
der Aufgabe von der Dreptheilung eines Winkels, und = 
Erfindung zweyer mittleren proportionalen. 


Pappus aus Mlerandrien (um 375 n. €. ©.) 

hat uns eine fhäsbare Sammlung von mathematrifchen 

Schrfägen und Xuflägen und Aufgaben mit ihren Auflsfuns 
gen hinterlaffen, die er aus vielen damahls vorhandenen 

Schriften gemacht Harz zugleich war dabey fein Zweck, 


. 
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Diefenigen Schrfätse, welche zum Verſtändniß ber vornehm⸗ 
ften geometrifchen Werfe nöchig find, mitjutheilen und zu 
ermeifen. Aus biefer Sammlung lerne man den Geift der 
geometrifchen Analyfisder Alten fennen. In der Vorrede zu 
dem fiebenten Buche Hat er uns den Inhalt der wichtigften 
geometriſch⸗ analytiſchen Werke verfelben angezeigt, wovon 
wir ohne ihn nicht Die Titel wiffen würden, und in diefee 


Abtheilung feinee Sammlung eine große Anzahl Lemmata 


(Srläuferungs: und WVBorbereitungs » Säge) zu jenen 
Schriften mitgetheilt, die nach der Methode jener behan⸗ 
delt ſind. In der gedachten Vorrede fuͤhrt er auch die 
bey den Alten ſehr wichtige Aufgabe an, den geometriſchen 
Ort zu finden, wodurch die von jedem Puncte deſſelben 
an gegebene gerade Linien gezogenen Perpendikel gegebene 
zuſammengeſetzte Verhältniſſe bilden. Die Alten konnten 
fie nur für den Fall von drey oder vier gegebenen geraden 
Linien, auflöfen;. der neuern. Analyſis war es vorbehalten, 
eine uneingefchränfte Auflsfung zu liefern. Der Gag, 
Den in neuern Zeiten Guldin befannt. machte, wie mittelſt 
des Schwerpunets von Linien und Flächen der inhalt dee 


davon befchriebenen Oberflächen und Körper gefunden’ 


wird, wird von Pappus' als ein von ihm entdeckter anges . 
führt, am Ende der vorhergedachten Vorrede. Tin dem 


‚ fünften Buche wird uncer andern die Vergleihung ifopes 


rimetrifcher Figuren in Rückſicht aufihren Inhalt gemacht. 
Der zehnte Sas ift, Daß unter geradlinichten Figuren von _ 
gleichem Umfange, mit derfelben Anzahl Seiten, diejenie 


ge den größten "inhalt hat, welche lauter gleiche Seiten | 


und gleiche Winfel dat. — Tin Käftners Gefchichte der 
Mathematik Bd. ILS. gı — 94 ift ein Verzeichniß 
der mannichfaltigen Gegenftände in diefer Sammlung ent⸗ 
halten. | 

Bon den acht Büchern der Sammlung find die 
beiden erften, und das dritte zum Theil verloren, Die 
Ausgaben zu Pefaro (Pifauri) 1588 und Venedig 1589 
find nur in dem Titel verfchieden, Die Ausgabe von 1660 
wird zwar auf dem Zitel als eine fehr verbefferte angeger 
ben, iſt aber nach Halleys Verſicherung nicht fo gut als 


f 


326 --" Geometrie 


jene. Das Original ift noch nicht gedruckt. Mur ven 
griechifchen Text zu der Vorrede des 7ten Buchs hat Hal: 
ley der Schrift des Apollonius de fectione rationis 
bengefügt. Wallis hat ein Fragment des zweyten Buchs 
in dem dritten Theile feiner Werke mitgetheilt. Ä 


Diofles, (4co J. n. C. ©.) erdachte zur Auf⸗ 
löſung der Aufgabe von der Erfindung zweyer mittlern 
proportionalen die Ciſſoide. Von ihm ift auch eine ge- 
ſchickte Auflsfung einer für die alte Geometrie nicht leiche 
ten Aufgabe, eine Kugel durch eine Ebene in zwey Theile 
nach einem gegebenen Verhaͤltniſſe zu teilen. Archimedes 
verfprach fie zu liefern; man finder fie aber in feinen 
Schriften nicht. Eutocius führt die Auflefung des Diez 
fles und eines andern Geometer, Dionnfodorus, in feia 
nem Commentar Über das zwente Buch des Archimedes 
von Kugel und Cylinder an. 


Diefer jest genannte Eutocius aus Afcalon 65. 
Jahrh. n. C. G. har nüsliche Erläuterungen über einige 
Schriften des Archimedes und die vier erjten Bücher der 
Kegelfchnitte des Npollonius geliefert, Man findet darin 
gure Hiftorifche Nachrichten, in jenen insbefondere über 
die Delifhe Aufgabe. 


Nach den Commentarien uͤber die Werfe des Archi⸗ 
medes und Apollonius findet ſich gar nichts bemerkens⸗ 
werthes für die Geometrie. Die Eroberung von Agype 
ten durch die Saracenen (im J. 641.), und die Zerſtö⸗— 


- rung der herrlichen Bibliorbek in Alerandrien machten der -' 


fo. alten.und verdienten Afadeinie ein Ende. Politifche 
und kirchliche Unruhen in dem griechifchen Reiche und in . 
den Abendländern unterdrückten faſt alle Beſchäftigung 
mit der Mathematik. Die Araber -fiengen zwar bald an 
mit der Liebe zum Kriege die Liebe zu den Wiffenfchaften 
zu vereinigen, fo wie fie immer die Dichtfunft und Bered⸗ 
famfeit geliebt hatten; fie überfegten die wiſſenſchaftlichen 
Schriften der Griechen in ihre Sprache, und erhielten 
und dadurch einige fehäßbare. Werke; allein fie brachten 
die Geometrie nicht weiter, . Es iſt wahr, daß nach der, 
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| Methode der Alten dieſe ſchwerlich höher zu — ſeyn 
möchte, als es von den Griechen geſchehen war. Der 
Araber Alhazen-verdient aber vieles Lob wegen der Auf⸗ 
Iöfung der geometriſch⸗ optifchen Aufgabe, an einem fphäs 
rifchen Spiegel, wenn die Stelle des Objeets und des Aus 
ges gegeben ift, den. Zuruͤckwerfungspunct zu finden. Viel—⸗ 
leicht gehört die Auflöfung aber einem riechen, Sein 
Werk uͤber die Optik iſt ſehr dunkel, verworren und weite | 
ſchweifig. 

Die Araber haben um die Trigonometrie das Ver⸗ 
dienſt, daß ſie anſtatt der von den Alten gebtauchten Chor - 
den die Sinus. einführten. 


Als in Europa die Liebe zu den Wiſſenſchaften wie⸗ 
der erwachte, und durch die damahls erfundene Buch⸗ 
druckerkunſt unterſtützt ward, war man eifrig bemüht 
auch geometriſche Werke der Alten durch: überſetzungen rn 
Umlauf zu bringen... Commandinus (geb, 1509, zu Usi 
bimno) verdient hier eine ehrenvolle Erwähnung. Dieſes 
gab zum Anfang binlänglich Beſchäftigung. Doch un⸗ 
ternahmen einige ſehr arbeitſame Männer in Deutſchland 
ſchon im ısten Jahrhundert, noch, mehr im r6ten, die 
Berechnung fehr genauer und vollfländiger trigonometri⸗ 
fcher Tafeln. Die VBerdienfte des Purbach, Negiomona 
tanus, a. Otho, fi find in dem Artifel, Eyflotechnie, 
Th. 1. ©. 667. ff. geruͤhmt. Die Arbeit erforderte gute 
Kenntniß der Trigonometrie oder Goniometrie, aus wel 
cher manche wichtige Säße in des Rhätieus Werk de fa» 
. briea canonis doctrinae triangulorum vorfommen, 


Der Abbate Maurolyens aus Meflina (geſt. 
1575.) war nicht allein ein gelehrter Herausgeber einiger 
alten geometriſchen Werke, ſondern auch der erſte Mathe⸗ 
matiker ſeiner Zeit. Er wagte ſich an die Wiederherſtel⸗ 
lung des fuͤnften Buchs des Apollonius, welches von den 
Größten und Kleinſten an: ven Kegelſchnitten handele, 
Borellus bar diefen Verſuch aus den nachgelaffenen Pa⸗ 
pieren.des Maurolycus zu Meflina 1654 herausgegeben. 
Montucla rühmt fehr die Merhode, nad) welcher. Mat 
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rolycus die: Kegelſchnitte behandelt hat, nd: fagt ; daß 
‚be la Hire in feinem ausführlichen Werke über: diefe Linien’ 
Eben diefelbe befolgt, und weiter angewandt habe 


Nonius, oder mit feinem porfugiefifchen Namen 
Mugnez (geſt. 1577.), zeigte ſich als einen fcharffinnigen 
Geomerer durch die Auflöfung_ der Aufgabe von der fürzes 
fen Dämmerung, die felbit Jakob Beryoulli viel zu 
ſchaffen gemacht hat. Er iſt der erſte, der die lorobtomig 
jche Linie betrachtet hat. 


Vieta (gefl. 1603,), der insbeſondere als Alge⸗ 
braiſt berühmt iſt, fand Formeln für die Chorden der viel⸗ 
fachen Winkel und ganzer Theile eines Winkels durch die 
Chorde des einfachen. Dadurch löſete er eine ihm von 
Adrianus Romanus vorgelegte Aufgabe vom 45ſten Grad 
auf. Seine Wiederherftellung der Schrift des Apollonius 
von den Berührungen, und andern Unterfuchungen, find 
Beweiſe feines geometrifchen Scharfſinnes. Bon feiner 
Kreisrechnung ſ. Cyklotechnie, Th: 1. ©. 647: 


u Kepler (geft. 1630.) iſt der erite, der das unendlich 

kleine in die Geometrie einführte, und es zur Vergleichung 
des Inhalts runder Körper anwandte, in der Stereome- 
tria dolorum, 1615. Er findet dadurch den Inhalt 
von 90 Arten Körper; hat. ſich aber auch, wo ihm die 
dirvere Methode fehlte, durch feine Einbildungsfraft ver: - 
leiten laffen, Berhältniffe anzunehmen, die nur eine gewiſſe 
Schicklichkeit oder Wahrſcheinlichkeit hatten, welches Alex⸗ 
ander Anderſon in feinen Vindiciis Archimedis 1616, 
ihm zeigte, 


Savaleri (geſt. — ) — auf eine andere Art 
die Exhauſtions-Methode der Alten abzukuͤrzen und zu er⸗ 
weitern. Er fand mittelſt Summirungen arithmetiſcher 
Reihen von unendlich vielen Gliedern mit unendlich Fleis 
nen Unterſchieden den Inhalt von Flächen Figuren und 
Körpern. Was gegen feine Methode zu erinnern iſt, fine 
der man in dem Artikel, Cavaleri Methode des Line 
theilbaren. | | I 
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| Guldin (geſt. 1643.) gründete die Berechnung 
des Inhalts von Flähenräumen. und Körpern auf eine 
Eıigenfchaft des Schwerpunetes, f. Guldins Regel. 

Lucas Valerius hatte in der Schrift de cen-. 
tro gravitatis ſolidorum, 1604. die von Archimedes 
bloß bey dem paraboliſchen Konoid angeſangene Unterſu⸗ 
chung anf mehrere Körperterſtreckt. 

-  Zoveicelli (gefl: 1647.) erweiterte die SSehre des 
Archimedes kon.der Kugel ,. insbeſondere durch die Be⸗ 
ſtimmung des. Inhalts der Körper; welche durch Umdre⸗ 
bung reqularer Vielecke erzeugt werden. De ſphaera et 
ſolidis fphaeralibus, in der Sammlung feiner geometri⸗ 
ſchen Wercke. Florent. 1644. Er gab: 20 Arten an, 
die Parabel zu quadriren, theils geometriſche, theils me⸗ 
chaniſche, theils nach der Methode des Untheilbaren, in 
eben der Sammlung. Die Quadratur der Eyfloide fand 
er auf dreyerley Art. . Won feinem Streite mit Roberbal 
über das Erfindungsrecht ſ. Theil J. S. 596, : 
Der Orden der- Yefuiten hatte im 17ten Jehrhun⸗ 
dert und ſchon vorher viele Mathematiker von Ruf. Ein 
ſehr bekannter iſt Clavius (geft.-1612.), deflen, Werke 
fünf große Soliobände, eng gedruckt, ausmachen. Doch 
wird wenig neues von Merkwürdigkeit darin enthalten 
ſeyn. Vielleicht iſt ſein weitſchweifiges Werk uͤber die 
ſtereographiſche Projection, welches er Aſtrolabium be⸗ 
titelt, in Rückſicht des Neuen, das wichtigſte. Durch 
ſeinen großen Commentar uͤber die Euklidiſchen Elemente 
mag er am nützlichſten geworden ſeyn. Ein anderer Je⸗ 
ſuit, Taequet (geſt. 1660.), hat ſehr vielerley geometri⸗ 
ſchen Inhalts, beſonders über die Meſſung mancherley 
Korper, geſchrieben, das einen ſtarken Folioband füllt, 
Der wichtigſie mathematiſche Schriftſteller aus dieſem 
Orden in dem genannten Zeitraume moͤchte Gregorius 
a St. Vincentio (geſt. 1667.) ſeyn. Huygens ur⸗ 
theilt ſehr guͤnſtig von ihm, ob er gleich ſeine vermeintliche 
Quadratur des Kreiſes wiederlegt hatte, und Leibnitz nennt 
ihn auf eine ſehr ehrenvolle Art neben Descartes und Fer⸗ 
mat, Von ihm iſt ein großes. Werk vorhanden: Opus 
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geometricum quadraturae circuli et fectionum coni, 
Antwerp. 1647. Sol, Die Quadratur des Kreifes, 
welche er darin will entdecft haben, ift zwar unrichtig, als 
kein auf dem Wege, auf welchem er fie fuchte, hat er vier 
les ſchätzenswerthe und merfwiirdige gefunden, als manche 
neue Säge über den Kreis und jeden Kegelfchnitt; fehr 
viele Eubirungen, unter andern der huffermigen Abfchnite 
“te eines Eylinders mit Grundflachen verſchiedener Art. 
Alles dieſes mag man jege leichter finden fünnen; doch 
bleibe die Methode lehrreich. Wahrfcheinlich hat er auch 
die Verwandlung der arichmetifchen Spirale in eine Pas 
rabel gefunden, die Cavaleri im 6ten Buch gten ©. ſei⸗ 
ner Geometrie, vorträge. Das merfwürbigfte, was Der 
P. Gregorins gefunden hat, wird feyn, daß die Flaͤchen⸗ 
zaume zwifchen einer Hnperbel, der einen Aſymptote und 


5, ben mit der andern parallelen Ordinaten gleichformig wach⸗ 


„ fen, wenn die zugehörigen Abfeiffen in geometrifcher Pros Ä 
8 greſſion genommen werden. 

Descartes (geſt. 1650.) gab ber Geometrie eiz 
nen neuen. Schwung durch die Anwendung der Algebra 
auf die Linterfuchung der Natur krummer Linien. Vor ihm 
‚waren fehon geometrifche Kragen mit Hülfe der Algebra 
aufgelöfer, allein diefe betrafen nur einzelne Vergleichuns 
gen beftimmter, mit einander verbundenen, geraden Linie 
en; Descartes fhloß alle Eigenfchaften einer. krummen 
Linie in eine algebraifche Gleichung zwiſchen zwey verän⸗ 
derlichen Größen, den Coordinaten, mit gewiſſen gegebe⸗ 
nen Linien ein, in der Mbficht, um aus derfelben, als einer 
vollftändigen Definition, wo es nörhig, mit. Zuziehung 
einiger Verwandlungen, alle Kigenfchaften einer krummen 
Linie, auch die verborgenften, vermittelft algebraifcher 
Lehrfäge und Auflsſungs-Methoden herzuleiten. Diefes- 
feiftete er in feiner Geometrie, einem kleinen, aberfehr ge: 
haltvollen Werke, welches zuerſt 1637. erfchien, Schon 
faft im Anfange giebt er die Auflöfung einer Aufgabe, 
welche die Alten nur in einigen. befondern Fällen haften 
 auflöfen können. Sie ift folgende: es find mehrere gerade 
Linien der Lage nach gegeben, den Ort des Punctes zu-fin« 
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den, am welchem das Product der Sinien, die von demſel⸗ | 


ben an einige jener Linien unter gegchenen Winfeln gezos 
gen werden, dem Producte derjenigen,_die an die übris 
gen gleichmäßig gezogen werden, gleich ſey, oder zu dem⸗ 


felben ein gegebenes Verhältniß babe, Iſt ber 


geraden !inien eine gerade Anzahl, fo mag man 
für jedes Product gleich viele nehmen; fonft müßte man 
für die geringere Anzahl gegebene Linien, oder die linearie 
ſche Einheit, zu Fartoren aufnehmen, wie es nöthig iſt, 


wenn die Anzahl ungerade iſt. Hievon noch in dem Arti- 


gel, krumme Linien. — Durch die algebraifche Darſtellung 
einer Curve gelangte Didcartes zu einer allgemeinen Me⸗ 
thode, beftimmte Gleichungen zu. (ſ. Anwendung 
der Geometrie auf die Algebra Th. 1. S. 132.). Einiges 
moͤchte noch gegen ſeine Wahl der dazu anzumendenden 
Linien zu erinnern feyn. — Durch diefelbe fand er auch 
zwey allgemeine Methoden, an eine frumme Linie beruͤh⸗ 


rende gerade zu — wovon in dem Artikel, beruͤhrende 


Linie, Th. 1. ©. 280 Nachricht gegeben iſt. 
Fermat (gef. 1665.) hat zu. gleicher Zeit mit 
“ Descartes die Befchaffenheit einer Curve durch eine Gleis 
hung dargeftellt ; er gebrauchte auch die unbeſtimmten 
Gleichungen für zwey Frumme Linien um 'eine beftimmte 


zu eonftruiren; nur ift es unbequem, daß er fich Vieta's 
Motation bedient. „Seine Methode, bnperbolifche und’ 
. parabolifche Linien höherer Art nebit der gemeinen Parabel: 


zu quadrivren, ift einfach und finnreich, vermittelft der 
Summirung einer geometrifchen Neihe, wobey er die Abs 
feiffen in geometriſcher Progrefjion fortgehen läßt. Sei⸗ 
ne Regel, den Werth. einer veränderlichen Größe ju be: 
fiimmen, für welchen die zugehörige veränderlide ein 
Größtes oder Kleinftes iſt, ift im wefentlichen diefelbe mit 
derjenigen, die die neuere Analyfis lehrt. ein Verfah⸗ 
ren, berührende an eine Curve zu ziehen, macht die Ga: 
che fehr begreiflih, Fann aber nur bey rationalen Gleis 
chungen gebraucht werden, ſ. 26. LS. 828. Er fand die 
Mectificafion der zweyten eubifchen Parabel, deren lei: 


Yung it y=ax°, welche aber aud) zwey andere Geo⸗ 


— 
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meter, van Heuraet und Meil, für fih mögen gefunden 
haben. Er wird auch der erfte ſeyn, der die Aufgaben 
vornahm, wie eine Kugel zu finden fey, welche andere ges 
gebene Kugeln oder Ebenen berührt, oder deren Oberſſache 
ducch gegebene Puncte geht. 

J Pascal (geſt. 1662, im zoſten Jahre) war ein 

seen Kopf für die Geometrie, da er fchon im 
.. z6ten. Jahre eine Abhandlung Über die Kegelfchnitte vers 
faßte, worin er aus einem einzigen Gate auf 400 Corols 
larien ‚berleitete. Doch ift von feinen mathematifchen 

Schriften nichts gedruckt, als feine Geſchichte der Cykloide, 
worin er-fchwere Aufgaben auflöfer. Durch KränflichFeit 
und, religiöfen Eifer für die Janſeniſten ward er von der 
Mathematik abgezogen, . 

Viviani (geft. 1703 im gıften X) gab im J. 
1659. eine Wiederheritellung des fünften Buchs über die 
 Kegelichnitte von Apollonius heraus, de Maximis et 
Minimis geometrica divinatio in V. Conicorum 
Apollonii Pergaei adhuc ‚defideratum, worin er 
vieles neue zur Ergänzung des alten Werks vorträgt, eis 
nige der fchmwerften Tragen aber unberührt gelafien hat. 
Im Jahr 1673. gab er auch eine Wiederherftellung ver 
Schrift de locis folidis des altern Ariftäus heraus, wos 
von er 1701. eine vermehrte Nusgabe erfcheinen ließ. Vi⸗ 
biani iſt unter den Neuern einer der vertrauteſten mit der 
alten Geometrie, 

Hunpgens (geft. 1605.) bereicherte die Geometrie 
mit der. Theorie der Evoluten, in dem dritten Theile des 
Horologium. ofcillatorium, 1673. ' ie führte ihn 
zu manchen neuen Sägen und Bemerfungen, als über: 
die Mectification der Curven, und zu der merkwürdigen 
Eigenfchaft der Cykloide, daß fie durch die Abwickelung 
ſich felbjt wieder erzeugt, Die Kreisrechnung erhielt durch 
ihn Erweiterungen. _ 
Wallis (geft 1703.) wandte die Lehre bon der 
Gummirung unendlicher Neihen, deren Glieder eine ſteti— 
ge Folge ausmachen, auf die Geometrie ausführlicher an, 
als es feit euer 3 Zeit von andern Geometern geſchehen 
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war. Geine Arithmetica infinitorum erſchien zuerft 


1655, Es ift eigentlich ein geomerrifches Werf, worin 
befonders die Quadratur Frummlinichter Figuren vorges 
nommen wird. Darauf folgten die Schriften über die 
Eyfloide und Eiffoide und die dadurch erzeugten Körper, 
nebft Mierhoden zur Mectificationund Complanation, 16595 
fehr ausführliche Alnterfuchungen über den Schwerpunet 
der Körper (faſt 300 ©. Kol. ſtark, im J. 1670); eine 
Abhandlung über die Winfelcheilungen, 1685. Doch ift 


alles dieſes, fo fcharffinnig e8 auch erfunden iſt, gegen» . 


wärtig zu weitfchweifig und mühſam. Bon feinem Muse 
Druck des Berhältniffes zwifchen ven Quadrat des Durchmefe 
fers und dem Slächeninhalte eines Kreifes, f, Th. J. ©.654, 

tord Brounfer (geft, 1694) fand für das eben 
gedachte Verhältniß einen Ausdruck durch einen Ketten⸗ 
bruch, f. Th. I. ©. 655. Er war auch der erfte, der 


den Flaächeninhalt einer Curve durch eine unendliche Reihe, 
namlich an der Hyperbel, darftellte, ſ. Brounkerfche Reis 


ben, 25.1.©. 356. 
Merrator (gef. 1694) fand eine bequemere 
Reihe für die Dyadratur der Hyperbel au ihren Afymptoten, 


diefelbe, welche die Opntegralrechnung unmittelbar giebt. | 
Barrom (gef. 1677) gab mancherley Fünftliche 


Merhoden an, berührende an krumme Linien zu ziehen, 
aber auch die einfache, welche Die Differentialvehnung 
an die Hand giebt, nur daß erfie noch nicht anders als 
bey rationalen Gleichungen anzuwenden vermochte, ©. Th. 
1.©. 284. Barrows lectiones geometricae et optis, 


cae 1669 , welche letztern ganz geometrifch find, enthalten - 
fchyarffinnige Linterfuchungen. Mit dem Endedes ſiebzehn⸗ 
ten Jahrhunderts ſchließt ſich auch das Zeitalter der mittlern 


Geometrie, die entweder ganz nach dem Muſter der alten 
geformt war, oder ſich mit der Algebra verband, und ſich der 
Summirung unendlicher Reihen gleichſam mit mehrerer 
Kuͤhnheit als die Geomerrie der Alten bediente, Die 
Analyſis des Linendlichen, welche Newton und Leibnitz 
erfanden, feßte die-Geometer in Stand, nicht allein alle 
Aufgaben, woben neben den veränderlichen Größen ſelbſt 


\ 
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auch die Gränzverhältniſſe ihrer Veränderungen in Betrach⸗ 


tung fommen, (als die von berührenden, von Wendungs: 


puncten, , Rückfehrpuneten, vom Kruͤmmungskreiſe, von 


Brennlinien, von Größten und Kleiniten), leicht und all- 
gemein aufzulsfen, fondern auch von diefen Berhältniffen 
durch die Integralrechnung zu den endlichen Größen felbft 
zu gelangen. Alſo wurden Duadrafuren, Gubirungen, 
Eomplanationen, Inge des Schwerpunftes, womit fich die 
vorhergehenden Geometer viele Mühe und auch viele 
Freude gemacht hatten, nur eine borbereitende Anwendung 
der neuen Nechnung, um zu fehwerern Lnterfuchungen fich 
geſchickt zu machen. Von diefer Zeit.an find Analnfiz, 
Geometrie und die reine Mechanik fo genau mit einander 


verſchwiſtert, daß die Gefchichte der einen immer in die 


der andern eingreift. Doch behielt die Geometrie der 


Alten immer noch ihre Verehrer, befonders in Italien 
und England, Dem lestern Lande danft man die be: 
sten Ausgaben der alten Geometer und MWiederherftellun: 
gen ihrer verlornen Schriften. Die Kegelfchnitte find 
von Engländern häufig bearbeitet, immer nach der Mes’ 


thode der Alten, und werden mit zu dem Elementar⸗-Un⸗ 
terrichte gezogen. Auch die analgrifchen Lnterfuchungen 


der Engländer haben eine alt geometrifche Geftalt. 
Newtons drey Schriften, geometriſch- analyti⸗ 


ſchen Inhalts, ſind in dem Artikel, Differentialrechnung, 
Th. J. S. 831. ff. angezeigt. Sn der größern derfelben, 
der Methodus fluxionum et ferierum infinitarum,. 
find, fehr‘ viele wichtige geomerrifche Unterſuchungen ene- 
halten. Der Abitand gegen die beiten Altern Schriften 
ift fehr groß. Man muß ſich wundern, daß ein folches 
Werk bis 1736 ungedrucft geblieben ift, wenn nicht die 
Beſitzer des Manuferipts einen ſolchen Schatz geheim zu’ 
halten gefucht haben Zu jenen drey Schriften iſt Bier 
noch die Enumeratio Iinearum tertii ordinis zu feßen, 


Es war ein ganz neuer Gedanfe, die fehr berrächtliche Anz 


zahl dieſer Eurven in Elaffen zu bringen, und ihre Ber: 


fchiedenheiten anzugeben. Newton brachte nach feiner 


Eintgeilungsart zwey und fiebzig Species heraus. Sein 
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Commentator über dieſe Materie, Stirling, fügte 
noch zwey von Newton aus der Acht gelaſſene hinzu, im 
J. 1717, und Gua noch vier, die auch Stirling überſe— 
ben hatte, Der letztere ſuchte den Weg zu entdecken, aufwel- 
chem Newton zu feinen Reſultaten gelangt ſeyn möchte. Er 
machte feine Bemerfungen befannt imeiner Schrift: Ufage 
de Fanalyfe deDescartes pour decouvrir, fanslecalcul 
differentiel, les proprietes ou aflections principales 
' des lignes geometriques de tous les ordres, 1740, 
Dach dem DBenipiele, das Newton gegeben hatte, 
fuhr man fort, die Theorie der Frummen Linien vollſtandi⸗ 
ger und zufammenhängender zumachen. Bragelogne, 
Mitglied der franzöfifchen Afademie, wählte die Linien dee - 
vierten Ordnung zu einem befondern Segenitande feiner Lin« 
fuchung. : In den Abhandlungen der Afademie von 1730 
und 1731 theilte er die Vorbereitungen Dazu mir; in ber 
Geſchichte für das J. 1732 wird auch ein Abriß von feis 
ner Methode zur Aufzahlung der Linien der vierten Orda 
nung gegeben; aber er verftarb vor Beendigung des muͤh⸗ 
ſamen Unternehmens Euler widmete den zten Theilfeiner ° 
Einleitung in die Analnfis des Unendlichen (1 748) der Lehre 
vonden Erummen Linien, theils in Allgemeinen. theils ins⸗ 
befondere denen von der zweyten und dritten Ordnung. Bon 
den Linien der vierten Ordnung. war es hinlänglich eine allges 
meine Slaflıfication zu machen. Dazu fügte er einiges von 
den eransfeendenten Linien und von den Oberflachen der Koͤr⸗ 
per. In diefem Werke wird die frigonometrifche Nech- 
nungsmerhode oft angewandt. Es iſt fehr lichtvoll und 
belehrend. Kin anderes, noch ausführlicheres Werk über 
die frummen Linien ift das von Cramer. Introduction, 
à I’ Analyle des lignes courbes algebriques. 1750, 
640 pag. 4to. Es iſt deutlich und methodiſch gefchrieben, 
ohne Zuziehung ver Anafyfis des Unendlichen und der tri— 
gonometrifchen Rechnung. Tin gedrängter Kürze ift ab: 
gefaßt Traite des courbes algebriques par Dionis de 
Sejour et Godin, Paris 1756. Yon dem erftern Berfaffer 
iſt noch ‚ein befonderes Werf: Traité des proprietes 
communes a toutes les courbes. Paris 1778. 
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Newton hatte am Ende feiner Abhandlung tiber die 
Linien der dritten Ordnung kurz angezeigt, wie Curven 
durch ſtetige Bewegung eines Punctes, vermittelſt der 
Durchſchnitte der Schenkel zweyer gegebenen, um ihre 
fixen Scheitelpuncte beweglichen Winfek befchrieben wer⸗ 
den können, indem die andern Schenkel eine gegebene Linie 
mit ihrem Durchfchnietspunere durchlaufen. Marlaus 
rin (geb, 1698. get. 17746.) bewies nicht allein Newtons 
Sätze, fondern erweiterte noch das ganze Verfahren, und 
fügte mehrere merfwürdige Sätze hinzu, in der Schrift : 
Geometria organica, [eu def[criptio linearum cur- 
varum univerfalis, Londini 1720. Man behauptet, 
daß er fehon in feinem ſechszehnten Jahre viele von den in 

diefem Buche enthaltenen GSäßen gefunden habe. “Eine 
- andere Art der Befchreibung krummer "Linien gab Brai⸗ 
fenridge an in der Exercitatio geometrica de de- 
fcriptione linearum curvarum, Londini 1733. Er 
ah die Durchfchnitte dreyer, um fire Puncte bewege - 
lichen dinien. Eine ähnliche Befchteibung der Kegelfchnitte 
Ichrte ſchon Joh. de Wirt in deri Elementis curvarum 
knearum, 1683, in van Schooten Ausgabe der Geo: 
metrie von Descartes. Ä 
2. Das Hauptwerk von Maclaurin, fein Treatife of 
Fluxions, Edinburgh, 1742, 2 vol. 4to. 754 pag. 
enthält größtentheils geometrifche Ilnterfuchungen,, fowohl 
reine als angewandte, Wenri man des Verfaſſers zu um- 
ftändlihe Beweiſe der Tinfinitefimalrechnung nicht ges 
braucht, und mit diefer fehon auf befannt ift, fo wird man 
unter den neuern Schriften fchwerlich eine finden, die zur 
Übung in’der feinern Geometrie dDienlicher wäre, als dies 
fes Werk, welches deſto mehr zu diefem Zwecke zu em⸗ 
pfehlen ift, je weniger man in den Schriften der neuejten 
Mathematiker Gelegenheit finder, in der conftruirenden 
Geometrie Fortfehritte zu hun. Boſſuͤt empfiehle in ſei⸗ 
ner Gefchichte der Mathematif diefes Werk gar fehr, und 
führe an, daß mehrere franzöfifche Miarhematifer, die. in 
der Folge berühmt geworden find, es als Anleitung zu 
der neuen Geometrie benutzt haben. Bey der Algebra, 


.r 
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Die Naclaurin zum Berfaffer bat ‚ Befindet ſich eine Furze, 
aber fehr reichhaltige Abhandlung über die allgemeinen Ei: 


‚genfchaften der geometrifchen Linien. 


Das erfte Werk über die krummen Linien bon. 


doppelter Krümmung lieferte Clairaut. Re-— 
cherches ſur les courbes à double courbure, a Paris 
2731. 4to. 119 pag. Er verfaßte dieſe Schrift in ei⸗ 


nem Alter von ſechszehn Jahren, wie der Cenſor und der 


Seeccretär der Akademie bezeugen. Er druckt die Natur 
dieſer Curven durch Gleichungen zwiſchen drey Coordina⸗ 


ten:aus. - Euler hat in feiner Theorie des Mondes, dem 


zweyten Werfe, die Bahn diefes Trabanten.auf folche Art 


beftimmt, Die Bahnen der Weltfsrper find alle trans— 
feendente Curven von doppelter Krümmung, die nicht in. 
ſich zuruͤcklaufen, daher die Aſtronomie zugleich der ſchwer⸗ 
ſte Theil der Geometrie iſt. —— 

Die neue Analyfis gab in Verbindung mit der reis 
nen Mechanik zu manchen. ſchweren geomekrifchen Aufga⸗ 
ben Anlaß. Das ganze Werf der Principien der Natur—⸗ 
wiſſenſchaft von Newton iſt voll von.geometrifchen Beſtim⸗ 


mungen mancherley Bewegungen: es enthaͤlt auch rein geo⸗ 
metriſche Unterſuchungen, als aus der Lehre von den Ke⸗ 


gelſchnitten, von. Epicykloiden, Spiralen u.’ m. Hier 
kommt zuerſt die Bahn eines geworfenen Korpers in einem 
widerſtehenden Mittel vor, freilich nur noch mit der leich⸗ 
teften Annahme des. Widerſtandes; auch zuerſt die Aufga⸗ 
be von der Figur eines Körpers, die den Widerſtand eines 
flüſſigen Mittels am geringſten mache, aber nur als Vor⸗ 
bereitung zu einer beſtimmtern Auflsſung. — 
Leibnitz legte, um die Vortrefflichkeit ſeiner neuen 
Rechnung des Unendlichen zu zeigen, die Aufgaben von 
drr lfochrona und der iſochrona paracentriea vor. 
Auf jener fällt ein ſchwerer Körper nach fenfrechter relati: 
ver Bewegung gleichförmig; auf diefer nähert er fich ei⸗ 
nem gegeberien Puncte gleihförmig, und entferne fich fo 
von demfelben. ee, — 
In gleicher Abſicht legten die beiden Bernoulli Auf⸗ 
gaben von ſchwer zu findenden krummen Linien vor, und 


- 
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geriethen dabey in einen Wettſtreit, der in Victerkeit aus⸗ 
artete. Jakob Bernoulli gab. die Kettenlinie 
auf, zuerſt für eine gleichförmig ſchwere Linie, und dann. 
für eine ungleichförmig fchwere. Er fand die Gleichung 
für die elajtifche, durch ein Gewicht gebogene Linie, die 
zugleich diejenige iſt, nach welcher ein mit einem flüſſigen 


ſchweren Körper. befchwertes, undurchdringliches Tuch ſich 


_frümmt(lintearia); auch fand er die Geſtalt eines vom: 

Winde gefpannten Segels (velaria). 

Joh. Bernoulli gab im J. 1696 die berühmte 
Aufgabe von der Linie des (hnellften $ Falles (bra-⸗ 
chyſtochrona) auf. Seiner Aufloͤſung — er eine 
andere Aufgabe bey, die krumme Linie zu finden, welche 
auf einer ſtetigen Folge von Cykloiden, die in denſelben 
lothrechten Ebenen, durch denſelben Anfangspunct einer, ger. 
meinſchaftlichen Grundlinie gezogen ſind, Bogen abſchnei⸗ 
det, die alle von dem Anfangspuncte an in einerley Zeit 
durchlaufen werden. Dieſe Linie nannte er die Synchro-' 
na, bie Linie der übereinftimmigen Fallzeiten. - Eine für 

Die praftifche Anwendung brauchbare Curve ward von l'Ho⸗ 
pital beftimme, diejenige, auf welcher ein Gewicht mit ei- 
ner Zugbruͤcke, vermittelit einer Kette, in jeder Lage der. 

felben im Gleichgewicht ift. Joh. Bernoulli jeigte, daß 
ſie eine Epichkloide iſt. 

Die Theorie der Brennlinien, wobon Hungens | 
md Tſchirnhauſen zuerft die Entſtebung bemerkt hatten, 
ward von den beiden Bernoulli ausführlich unterſucht. 
Man wird etwa noch die Form der Reſultate etwas beque⸗ 
mer einrichten Fonnen. 

Die Nectification ber Epichkloiden, welche 
durch eimen Punct auf dem Umfange des rollenden Kreis. 
ſes befchrieben werden, fand Ilenoton. Die beiden Ber: 
noulli wandten die neue Analnfis darauf an. De la Hire 
behanbelte fie nach der Methode der alten Geometrie, aber- 
auf eine zu mühfame und verwickelte Art. [ 

Jakob Bernoulli bemerfte, daß die logarith mi— 
ſche Spirale auf mancherley Art durch ſich ſelbſt er⸗ 
zeugt wird, daher er ſie ſpira ee nannte, 


# 
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Leibnitz und Joh. Bernoulli geriethen auf die Auf⸗ 
gaben von den rechtwinklichten Trajectorien, 
das iſt Curven, die eine ſtetige Folge von Curven gleicher 
Art, die nach einem gewiſſen Geſetze beſchrieben ſind, alle 
unter einem rechten Winkel ſchneidet. In dem Streite 
wegen der Erfindung der Differentialrechnung ward eine 
Aufgabe dieſer Art von Leibnitz und Bernoulli gebraucht, 
um die engliſchen Geometer ihre Kraͤfte daran verſuchen zu 
laſſen. Nicolaus Bernoulli legte im J. 1720 
eine Aufgabe verwandter Art vor. Zwey parallele Axen 
ſind gegeben; in dem Raume zwiſchen ihnen über jeder der⸗ 
ſelben eine Curve zu beſchreiben, ſo daß wenn eine derſelben, 
oder auch beide auf ihrer Are mit paralleler Bewegung fort: 
gefchoben: werben, fie fich immier unter demfelben Winkel 
ſchneiden. Diefes ift die Aufgabe von den Trajectoriis 
reciprocis. Euler har ſich viel mit den Trajectorien bei⸗ 
derley Arc befchäaftigt. | Ä * 
Das beruͤhmteſte Problem war das ifoperime 
trifche, welhes Jakob Bernoulli den Geometern‘ 
feiner Zeit , und namentlich; feinem Bruder, vorlegte. Er; 
war darauf durch Die Aufgabe von der Eurve der Fürzeften 
Fallzeit geleitet, die mit jener zu einer Elaffe gehört. Er 
trug fie zuerſt (1697) folgenvderftalt vor; Unter allen Curven 
von gleicher Länge, über derfelben Grundlinie, diejenige zur. 
finden, welche zwar nicht ſelbſt mit diefer den möglich größ⸗ 
ten Naum’einfchließr , durch welche aber diefes für eine an⸗ 
dere Curve über derfelben Grundlinie erhalten wird, an 
welcher die Ordinaten zu ben Ordinaten oder Bogen jener 
Eurve irgend ein Vielfaches oder umgekehrt wielfaches Ver⸗ 
hältniß haben, Allgemeiner trug er fie in einer afademir 
fchen Differtation 1701. vor. Die Unterſuchung diefer 
Frage befoͤrderte ven Bruch zwifchen den beiden Brüdern, 
oh. Bernoulli harte fich wirklich bey der Auflsfung ge⸗ 
irrt, da er die Methode, welche er bey der Trage von der 
Eurve der kürzeſten Fallzeit gebraucht hatte, auch hier oh⸗ 
ne die nöthige Erweiterung anmenden wollte. Jener Kal 
war einfacher, da feine Bedingung wegen der — 
heit der Curve gemacht wird, hier aber die Curbve, am: 
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welcher eine Suntlön ihrer Ordinaten ein Größtes tif, mie 
den. andern, an welchen dieſe Suncrion Fleinere Werthe 
- erhält, ateiche Lange haben fol. Da Nafob Bernoulli 
feinem Bruder anzeigte, daß feine Merhode mangelhaft, 
. fen, arftand.dieferzwarein, daß erfich in einem Stücke über: 
eilt harte, und gab eine andere Auflöfuug, die aber in ver 
That noch von eben der Geite, wie die erfte, unvollfoms 
men war, Auf die wiederholte Frinnerung feines Brus 
ders blieb er. bey feiner Behauptung nicht gefehltgu haben, 
und ben Dem ftolzen Ton, den er gegen jenen ſeit einiger 
Zeir angenommen hatte. . Als aber diefer im J. 1701 
ſeine Methode befannt machre, ‚fchwieg er gänzlich von der 
Unterſuchung. Erſt im J. x718, als er eine neue Auflo= 
fung befannt machte, geitand er fein DVerfehen ein. 
Euler behandelte in-der Folge die Aufgabe auf eine 
piel allgenseinere Art, fo. daß anftart der gleichen ‚Länge 
ter Bogen auch irgend, eine andere gemeinichaftliche Eigen 
ſchaft dev Curven qefesst werden mag. Methodus inve-. 
niendi lineas curvas maxim minimive proprietate 
audentes. Laufannae 1744. 4. Mac Euler erweiterte 
Zus die Aufgabe noch — fo daß fie nichf auf geome⸗ 
trifche Größen eingefchränft blieb, dabey ſehr ſchwere Unter⸗ 
ſuchungen befaßte, und auchin der Mierhode gewanır. Seit 
diefer Zeit Heißt dieſe Rechnung die Variations-Rechnung. 
Cotes (get: 1716) wandte die trigonometriſche 
und logarithmiſche Rechnung auf die Integrationen an, 
Da er zeigte, wie die Fluenten oder Integrale mittelſt der 
in den trigonometriſchen oder logarithmiſchen Tafeln berech⸗ 
neten Größen gefunden werden können, ſo daß Integrale, 
die von der Quadratur des Kreiſes oder der Hyperbel (den 
Logarithmen) abbangen, kaum mehr für trausſcendente 
Großen zu halten ſind. Cotes entdeckte eine merkwuͤrdige 
Eigenſchaft des Kreiſes, betreffend die Linien, welche aus 
einem Punkte innerhalb oder außerhalb deſſelben an die 
Endpunete gleich großer Bogen gezogen werden. Moi— 
dv rec erweiterte den Coteſiſchen Lehrſatz von einer zweythei⸗ 
ligen Function auf eine dreytheilige. Der Satz giebt der 
analytiſchen Entwickelung der Zunctionen.r® La”, und 
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gta _2arın cola 4a eine fchöne Erläuterung, f. Co⸗ 
teſiſcher Lehrſatz. 

Noch manche einzelne neue geometriſche Sätze und 
Aufgaben Fönnten hier angeführt werden. Dergleichen iſt 
die von Yafob Bernoulli vergelegte, zwifchen zwey gege⸗ 
benen Puncten auf einem ‘&onoid oder Ephäroid die kuͤr⸗ 
zeite Linie zu ziehen. Joh. Bernoullil fand, daß auf 
einer Parabel zwey Bogen in einem gegebenen Werhälts 
nijje fich beijtimmen laffen „ daher fich auch zwey Bogen 
finden laffen , deren Summe oder Linterfchied einer geraden 
Linie gleich ift, nur nicht mir einem gemeinfchafrlichen Sinde 
puncte. Der Marchefe Fagnano har nachher eben diefes 
an ver Ellipſe und Hyperbel bewerfitelligr. Joh. Ber⸗ 
noulli gab eine allgemeine Methode an, auf einer ſphäri⸗ 
fchen Oberflache rectificable Eurven zu ziehen... Micole bes 
ſtimmte audy die Rälle, da fphäriiche Epicykloiden alge⸗ 
braiſch und rectificabel find, 

Die Darſtellung oder Symbolization eines Kreis⸗ 
bogens durch unmögliche Logarithmen iſt von 
Joh. Bernoulli zuerſt angegeben, der daraus eine all—⸗ 
gemeine Formel für die Tangente des vielfachen Bogens 
durch diejenige des einfachen fand. 

Die formulare Trigonomekrie, welche for 
wohl bey geomerrifchen Unterfuchungen als vorzüglich in 
der Aſtronomie fo große Dienfte leiſtet, har ihre geſchmei⸗ 
dige Einrichtung hauptſachlich durch Euler erhalten. Die 
Geftalt, weiche die trigonometriſchen und goniometrifchen 
Eäse bey den Altern Marpematifern harten, waren zur 
Nierbindung der Rechnung mit der Geometrie nichr bequent, 
Friedr. Chriſt. Mayer, Mitglied der Petersburger Aka⸗ 
demie, ſtellte in den Commentarien der ſelben tin zweyten 
Bande für 1727 theils für die Zufammenfegungen der 
Winkel mittelſt ihrer Sinus, Eofaus | und, Tang nten, 
theild für ‚geradlinichte und fpbärifhe Dreyecke Formeln 
auf, an welchen nur das noch unbequem ift, daß die frigor 
nometrifchen Sinien durch einzelne Buchſtaben bezeichnet wer⸗ 
den, welches rheild ihre Combinationen erſchwert, theils 
den Globrauch dieſer Buchſtaben für andere Großen hindert. 
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Dle eyklometriſchen Reihen wurden von Eu: 
ler auf eine ungemein mannigfaltige Art zerlegt, verbun— 
den, und mit andern Meihen verglichen, fowohl in feiner 
Einleitung jur Analyfis des Unendlichen als in dem zwey⸗ 
ten Theile der Differentialrechnung. Um, alle diefe manz 
cherley Kormen gehörig zu fallen, muß man die Kapitel, 
die davon handeln, befonders und aufmerffam durchgehen. 


Zulest ift noch die für die Anwendung bey Gewoͤlben 
brauchbare chre von den Durchſchnitten ver Ober 
flähender Körper anzuführen, Die franzöfifchen eos, 
meter haben ſich vorziiglich mit diefer Unterſuchung befchäfe. 
tigt. Die praftifchen Schriftfteller über die Behauung der 
Steine (coupe des pierres), ald Derand, Youffe, 
Frezier waren dazu genöthigt. Der letztere bat darüber 
ein Werk in drey ſtarken Quartbänden geliefert, worin al- 
les durch Hülfe der gewöhnlichen Geometrie gefunden wird, 
allein auf eine fehr mühfame Art. Gegenwärtig ift man 
in Sranfreich eifrig damit befchäftigt, die Theorie von den 
Durchſchnitten und Projectionen der Oberflächen der Koͤr⸗ 
per, den doppelt gekruͤmmten Linien, und gerablinicht » Frums 
men Flächen zu erweitern. Man nennt fie Geometrie de- 
feriptive. Monge hat dieſen neuen Anbau ber Geometrie 
fehr glücklich angefangen. Er hateinige neue merfwürdige 
Lehrſatze gefunden, und verfchiedene wichtige fchwere Aufga⸗ 
ben aufgelöfet. Ldaeroix hat darüber ein elementarifches Werk 
geliefert, " welches wegen der Deurlichfeit und geſchickten 
Auseinanderfegungen geruͤhmt wird, Ellais de Geome- 
trie [ur les plans’et les [urfaces courbes: (Elemens 
de Geometrie ee Seconde edition i a Paris 
AnX, 1802. 


a was zur Geometrie — ober 
darauf irgend eine Beziehung bat. | 


| Geometriſche Auflöſung if diejenige, roobey 
man bloß die geometrifchen Größen unmittelbar gebraucht, 
alfo das gefuchre, uud was dazu vorher gefunden werden 
muß, bloß durch Durchſchnitte und Begranzungen von Li⸗ 
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nien und Flächen beſtimmt. Sie iſt der arithmetiſchen 
und analytiſchen entgegengeſetzt. 

Geometriſcher Beweis verhält ſich auf Ah . 
liche Art. 

—— € onfiruction der Glei— 
Hungen ift die Auflöfung derfelben vermittelt der Durch 
fchnitte von Linien, woraus die Wurzeln einer Gleichung 
ſich unmittelbar alle jufammen ergeben, fo viele mögliche 

als fie har, f. Anwendung der Geometrie auf die Algebra. 
2 Geometriſche Flaͤche und Cur ve ſind ſolche, 
worin alle Puncte nad) einem gemeinſchaftlichen Geſetze be⸗ 
ſtimmt werden, im Gegenſatz gegen ſolche, wobey kein Ge⸗ 
ſetz der Bildung ſich findet. 

Geometriſche Methode der Alten, ſ. Geo⸗ 
metrie. 

Geometriſches Mittel iſt das mittlere Glied 
in einer ſtetigen Proportion von drey Größen, ſ. Pros 
portion. 

Geometriſcher Dre iſt eine Linie oder Fläche, 
deren Puncte alle zur Aufldſung einer unbeſtimmten Auf⸗ 
gabe dienen, ſ. Ort. 

—— Progreffion ober Heiße, f. 
den folgenden Artikel, 

Geometriſche Proportion und Proportio⸗ 
nalzahl, ſ. an ihrem Orte. 

Geometriſches Quadrat ein Inftvument zur 
flug der Höhen, welches gegenwärtig nicht mehr üb: 
lich iſt. 

Geometriſcher Riß Entwerfung) iſt eine nach 
geometriſchen Regeln verfertigte Abbildung eines Gegen⸗ 
ſtandes, z. B. eines Hauſes, eines Feldes, im Gegen⸗ 
ſatz gegen die nach dem Augenmaße duch freye, mah⸗ 
— Zeichnung gemachte. ©. Projection und Pers 
pectiv 

Geometriſcher Schritt wird, ohne Grund, 
eine Länge von fünf Fußen genannt, 

Geometrifhes Verhältniß, ſ. Proportion, 


344 Geometriſche Reihe 


Geometriſche Reihe iſt eine Folge von Größen, 
deren jede zu der nächſtfolgenden daſſelbe geometriſche Ver⸗ 


haltniß hat, wie die Reihe, 
I: F: dir 2: 438: 16: etc, 


oder allgemein, 
af as ar be d5 b# 
u A Di ns et, 
bs pp h a a: a5 


| 1. Die Bezeichnung des Geſetzes der Reihe ger 

ſchieht am bequemjten und dentlichften, wie es bier geſche⸗ 
hen iſt, durch das Zeichen des geometrifchen Berhäleniffes, 
Man fest auch der Reihe das Zeichen S vor, und zwi⸗ 
ſchen jedes Paar Glieder einen Punet wie 


*xr. 30 27. 81. 243. ete. 


2. Eine geometriſche Reihe geht von irgend einem 
Gliede nach beiden Seiten hin ohne Ende fort, auf der 
einen Seite unbegränzr zunehmend, auf der andern chen fo 
abnehmend. in Stück einer Reihe ift eine fteigende 


(wachfende) Reihe, wenn die folgenden Glieder wachſen, 


eine fallende (abnehimende), wenn fie abnehmen. 


3. Der Erponent des Verhältniffes, zweyer näch⸗ 
ften Glieder fey —e, das Anfangsglied eines Stücks der 
Reihe —=a, fo ift von diefem an genommen, die Reihe, 

a: ea: etareda, En etTta; era; etc. 


zu, fo if 


‚ Diefes Stück hat m} 1-Gliever, Das nte Glied fep 


umzen-t a, 
zu finden, multiplieire man die Glieder der Reihe, 
‚azearea,,, eltazenng, 
durch e, fo wird fie 
easeta....era, 
Es iſt alſo 


eS—=S+ea—a, 


‚4 Die Summe von n Gliedern fy — 8. Dieſe 


\ 


/ 
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BE in beim alle, da a>ı, | | 





s= ena — a eu ⸗ a 
—N⸗ — — — “ 
— — 


und, wenn —1 it, 
e a — eu 

I—e F | 

Die Formel für ben erſten Fall dient. auch’ für. ben zwey⸗ 


ten, indem.man von ben negativen .Überthen ‚des Zahlers 
und Menners das entgegengeſetzte nimmt. * 


5. Die Reihe ſeny eine fallende, fo iſt die Stränge, 
welcher ihre, Summe ſich immer mehr nähert, je mehr 
‚Glieder genommen werden, die Summe der ganzen, ohne | 
Ende fortgefessten, Reihe. Die Gränze der Summe zu eis 
halten, muß das legte Glied —o gefezt werden, und · ſo 

2 die. Summe der- vollſtaͤndigen Reihe, 


a 
area; ‚era : eda: etc. —— 
ı ce 
EB ee ” 


5. Wie bey der arithmetifchen Reihe find. hier 
. fünf. verfchiedene Größen vorhanden, von weldhen je . 
zwey durch die übrigen drey beftimme ‚werden. Diefes.. 
giebt zehn Fälle für die gegebenen Größen, alfo zehn Aufs 
gaben, deren jede wieder zwey in fih enthalt, nachdem 
die eine oder Die andere der unbefannten Örsßen gefunden 
‘werden fol. Die vier, a, u, e, S, werden, mit Auss 
nahme jwener Kalle, ducch arithmetifche Operationen ge: 
funden, die Erhebung auf Potenzen und Ausziehung jeder 
Wurzel als ausfuͤhrbar angenommen. Aber die Anzahl 
n der Glieder zu Finden, erfprdert aus Potenz und Wur⸗ 
jel ven Grad der” Potenz zu finden, welches fo viel iſt, 
als in einem fogarırhmifchen Suftem aus der Zahl ihren 
Logarithmen angeben. Daher, muß man, wenn vera 
langt wird, hie rogarithmen zu Hülfe nehmen. 


X 
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7. Es werde aus a, e, u die Anzahl der Glieder 


on geſucht, fo it logu = loge=-' + loga = 


lu —la 
(n—ı)le+ la und — ı = u: ae alfe 
lu - la 4le | | | 
n ZI — —. 
le 2: 
| 8... Die beiden in (6.) gedachten Ausnahmen finden 
fih, wenn e gefücht wird, aus a, n, 8, oder aus u, n, S. 


Denn da S (e — ı) =e"a—a, ſo if, vom eg 


fucht wird, die Gleichung, 


5 8 
en — — et — 10, 
a a 


aufjulöfen, Sind u, n, S gegeben, und wird e gefucht, 
fo ift e8 derfelbe Sal, indem u flatt a, und —_ ſtatt e 
kommt. Oder man ſetze in der Gleichung, s (e — 1) = 
eu—a, für a ſeinen Werth, = 


er—ı 


beide Theile der Gleihung mir ent, fo wird erhalten 
(S=uJer—Ser’-umo . 
9. Wenn e=ı, fo iftdie Summe vonn Sliedern—na, 


In diefem Falle ift der Zähler, fo wie der Menner des 
Bruches für ven Werth von 5 Null; daher diefer Werth 





-, und multiplicire 


durch die Formel ſelbſt unbeſtimmt bleibe. Den Werrh des 
Bruches zu beftimmen verfahre man fo, wiein dem Artikel, 


Sunetion (50) gemwiefen ift. Man fege 2 den Erpor 
. næ 1. 


nenten e=ır% ſo iſt = spa ® + 





— 19 und — — — — 





er * te)=n+t- 


— 
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Seht man e=-ı, alſo ⸗— 0, ſo iſt der ——— N, 
alſo S= na. 


‚10. Die — Heiße ſey | 
b° b? . be +: ” . 


welche n + 2 Glieder enthält, fo daß ueifchen den beiden 
: Außerfien n- — vorhanden ſind. Das erſte dieſer 


Faiha +1 
iſt —b ober a Vv- 





Setzt man nun das letzte 
Glied = u, fo er * a ver n REN. Glie⸗ 


n41 u 


der — av. 


3. B. a — 2, u 4632, a3, fü ift 


b= 2 V gr = 24 3. und — 6: 18: 
54:162. 
11. In der Reihe, 
aA: ea de a: es a... ena: eto. | 
werben zwiſchen je zwey nachften Glieder m — ı Glieder in 
ftetiger Progreflion eingefchaltet , fo erhält die Reihe ſtatt 
je eines Sliedes m Glieder, Sie iſt nunmehr Pe 


1 2 m—1 m 





Alfo iſt e m .ain ber interpolicten Meiße das 
rte Glied nach dem Anfangsglieve a. Iſt era das 
naͤchſt vorhergehende Glied der urfprünglichen Reihe, fo 
iſt deſſen Stelle in der interpolirten Reihe nah a Die 
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| r 
mnfe unde * aift das (r — m .. fe nad dieſem 
Gliede. - 

12. Jede gegebene Zahl findet in einer geometri⸗ 
ſchen Reihe entweder unmittelbar ihren Platz, oder in eis 
ner interpolirten, oder zwifchen zwey Gliedern einer inrete 
polirten, die man ihr-fo nahe bringen fann, daß der Un⸗ 
terfchied Fleiner ald jede angebbare Große if. Nimmt 
man die Anzahl der zwifchen je zwey Sliedern eingefchals 
teren Glieder unendlich groß, fo iſt jede Zahl, ganze oder 
gebrochene, rationale oder irrationale, in einer geomes 
triſchen Reihe anzutreffen. Die Rorrfchreirung der Glie⸗ 
der iſt nun eine ſtetige, und jede Reihe mir einem ends 
lichen Erponenten ift eine aus der ſtetigen Reihe heraus⸗ 
gehobene, indem zwifchen jedem ‘Paare jener Reihe eine 
gleich große Anzahl Glieder aus diefer ausgelaffen find. 
So wird man begreifen, wie -in einem logarithmiſchen 
‚ Shitem jede Zahl ihren Logarithmen, den Erponenren 
von e, und jeder Logarithme feine zugehörige Zahl habe, 
| Al dem Artikel, UN, wird gewieſen, wie für 


jede Zahl ea "a der Erponnt bequem gefunden wer⸗ 


Az 


den könne. 

13. Exempel. I. die Zinfen eines 5 Capitals werden 
jährlich zu demfelben geſchlagen, es iſt die Frage, wie 
groß es mit dieſen nach n Jahren wird? Ä 

Das Capital, deffen Zuſe ="ı if, fy—=r, 
GB 20 bey 5 P C. over 25 bey 4 P. C.), ſo iſt nach 
Verlauf des erſten Jahrs die Summe von Capital und 


Zinſen = in : a, nach 2 Jahren = —— a; 
alſo nach ws) a, alfo - n jahren 


| r+ -) 
— 2, 
re 
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Dieſe Summen Bean — geometriſche Progreſ⸗ 
flon aus, deren Erponent if - — = ;öns iſt, ZIIbey 5 P. &; | 


36 ben “D. C. 
14. IL. Es legt jemand in eine Eiſparungeeaſſ⸗ 
jedes Ja r.die Summe a; wie hoch wachſen die Einlagen | 
in n Jahren an? 


— iſt ſeine 


Competenz die Summe von q”a — g’=ıa,,..+gq’a 
+ ga, menn die Einlage mit Anfang jedes Jahrs ge⸗ 
ſchieht ‚und die Competenz nach Verlauf von n Jahren 


berechnet wird, Diefe Summe — — an 


(= * — )6 —* 


—3. B. Di Einlage 662 —1; der Zins fuß Be 
alſon F EL "Die Zafln— 10, fo iſt ( =) —. 


1,48024, und die Competenz nad 10 Jahren if 
12,48624. Nach 20 Jahren it fie ;0,96g12. | 
„15. MI. Es verleiher jeınand ein Capital’ a mif der 
Bedingung, daf der Empfänger ihm jedes Jahr mir Eins 
ſchluß der ſchuldigen Zinſen die Summe b zahle, fo daß, 
das Capital almählig abgetragen werde, wieviel iſt nach: 
a fahren von dem Capital noch rückjtändig? . | 

Man kann beide als Creditoren und. Debitoren bes 
| trachten. Der eine, ‚bat nach n Jahren das Capital 


r+1 


* 





Es ſey der Kutze wegen — 














a zu fordern. Der andere hat ſeit n — 1 


r 
Jahren ie Anfang jedes Jahrs b gezahlt, und dazu amt | 
Ende des nten Jahrs eben fo viel. Jen⸗ Zahlun⸗ 


—1 | 
gen find nach n Jahren werth [e" ) -ı] 
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(e-F 1)b, oder e53E b (re + 1)b. Dazu 
die letzte Zahlung felöft genommen, iſt feine Forderung 
werth (> — rb. Er iſt alſo, wenn bier 
fe Summe weniger als j jene beträgt, noch ſchuldig 


(Y | a—ıb) + rb, 
oder rb— ee — (rb — a) 


16. Sollte man wegen ber zuſammengeſetzten Zin- 
fen, wenn fie gleich auf beiden Seiten angerechnet werden, 
Schmwierigfeit finden, fo ftelle man die Berechnung fols 
gendergeftalt an. Der Verleiher heiße A’, der Empfänz 
ger B. on erftere hat nach. Verlauf des erſten Jahrs 


zu fordern — — a oder ges, erhält die Summe b, 





Bat alfo nun zu fordern ga—b, Aus dieſer Forderung 
wird am Ende des zweyten Jahrs g’a— qb, wovon 
durch Die Bezahlung von b bleibt g’ra— gb—b, Am 
Ende des dritten Jahrs hat A zu fordern 5a — q’b— ' 
gb, und da b abbezahlt wird, bleibt g5a — q’b— 
qb—b. So wird mit jedem Jahre der Reſt am Ende 
des vorhergehenden Jahrs mit q multiplicirt, und dann 
b abgezogen, dadurch wird nach m Jahren der Reſt — 
 gra—g"b—q""?b..—gb—b. 
De fubtractive Theil ift die geometriſche Bun ı+g+ 


qꝰ ...qꝝ7 in b multipꝑlicirt, das iſt — — Afe - 


ift der Reſt, ven B noch ſchuldig ift, 


g"—ı 
g” IT oder 
gg. 
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- | 
( -) (a— tb) +ib; 

wie vorher gefunden ift. 

Wenn b die Intereſſe von dem Capital iſt, fo ift 
‘ rb=a, alfo bleibst die Schuld des B immer rb ober a, 
da er nicht mehr bezahle als was er fchuldig ift. Soll die. 
Schuld vermindert werden, fo muß b größer feyn ala die 
Intereſſe a, alfo rb größer als a Die Formel für 
den Reſt ift.daber ‘ en 


rb— IN 0-4) 


17. Wenn nach n Jahren die Schuld ganz abge⸗ 
tragen ſeyn ſoll, ſo iſt ee 


eb (= Goa), : 
TEE 


u BR, = en 
. und + =-(--) eo 


3.8, Wenn r=25,undn==20, ſo iſt — 





td 





r- — | a ’ 


die Kauffumme, (dev baare Werth,) einer Seibrente 
auf 20 Jahr ift 137% mahl die Rente. Bey 5 P. C. 
oder x ao iſt die Kaufſumme 124% mahl die Rence. 
Bey 3 P. C. iſt der baare Werth 14586mahl bie 
Rente. | A Ä | 
Tabellen, nach diefen Formeln berechnet, find zu 
finden in Florene ourts Abhandlungen aus der juriſti⸗ 
ſchen und politiſchen Rechenkunſt, am vollſtändigſten in 
Tetens Berechnung der Leibrenten. BE * 
18. Exempel. Von einem Weinfaſſe, das a Maaß 
enthält. werden jeden Tag b Maaß weggenommen, und 
eben ſo viele wieder aufgefüllt, wie viel Maaß find nad 
n Tagen von den erften a Maaß übrig? und wie viel von 
m Maaß, die in m Tagen aufgefühle find, am Ende 
Diefer m Tage? | 
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Wenn an irgend einem Tage der Heft x bleibt, fo 
bx 
wird von demſelben — weggenommen ‚und es iſt alſo 


— 6 
fi: den näcften &ng ber one = )x Eben fo ift: . 








—b)x. — 
den folgenden Tag ber an ar Dr i nf t Daam 
erften Zage das Ganze a war, h if nach ni Tagen der 


— b\? 
nn (® R =) a. 


Von den Rn Maaß, die in m Tagen. aufgefüllt 
fi ud, find noch übrig 


er). 


Alſo find iüberhaupt von m Maag, die in m Tagen 
— en — find, ınath den m Tagen übrig 


| Ze laßt fü & auch eofgenbergeftalt finden, Kon 
den b Maaf, die an-dem dla dieſer m Tage aufgefüllt: 


find, bleiben (=). b übrig; von ben b Maop 


ee 
des dehten m Zuges (= ) b; . w. Die b 
Maaß, die an dem mten Tage aufgefullt — ſind 


an demſelben unvermindert vorhanden. Man hat alſo 
die geometriſche Progreſſion 


(rm + De 


zu fummiren. Die Summe ift (x — — Or )a 
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19. Von dem Erfinder des Schachſpiels wird er⸗ 
zählt, daß derfelbe fich von dem Fürſten, dem er es übers 
reicht hatte, als Belohnung auf das erſte Feld ein Ger 
ſten⸗ oder Weizenforn, auf das zweyte zwey, auf das 
driffe viery.n. f. f. in dem Verhältniſſe 1:2 ausgebeten 
habe. So Hering als der Fürſt zuerſt diefe Belohnung. 
gehalten, fo fehr fen er erflaunt, als die Berechnung die 
ungeheure Menge Körner zeigte. Esiitip2+4...ru=. 


2u — 1 


2 —1 
der Reihe — 

9 223372 036854 715808, 
und die Summe von ı bis u — | 

18 446744 073709 551615 F 
Dieſes iſt mehr als 13 Ernten geben würden, wenn bie 
Erdfkiche ganz und gar Aıferland wäre, In der franjsr 
ſiſchen Enchklopadie wird berechnet, daß zur Einſcheurung 
dieſer Menge 91522 Gcheuren. erfordert werden, jede 
ein Quadrat, eing Lieue oder 14400 Fuß imlimfange, wo: 
rin das Korn 20 Fuß hoch aufgehäuft ſey. Der Ber: 
faffer rechnet, daß höchſtens 450 Körner Weizen auf eis 
nen Cubikzoll geben. | 

Diefes Erempel dient einen Begriff von der fehnels 

fen Zunahme einer geomerrifchen Reide, ſelbſt bey einem 
kleinen ee, zu geben, 


- 


=2u—r Sieriftu das Säfte Glied 


Bergleihung zweyer geomestifhenfeißen 


20, Man nehme zwey geometrifche Reihen, 
a zvease?a...eta ....era,. 

A:EA:E’A...E’A...E’A.,. 
und feße, daß e"a — EA, auch daß ea — ErA 
ſey. Es ift die Trage, mie die Melation der. Erponenten 
mM, nm, x, y, und der Erponenten e, E befchaffen fey. 
Zu dein Ende müſſen die Anfangsgliever, a, A wegge⸗ 
ſchafft werden, Dieſes geſchieht ſogleich durch Die u 
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fion der Theile jener Gleichungen eines er ben andern, 
welches giebt Ä 
— — Er, 
Man betrachte E als ein Glied in der geomerrifchen Reihe, 
1: e: et: es: etc. und ſetze E=e“'f, zufolge (12.). 
Hieraus iſt EP = e*. Man erhebe die Theile der 
Gleichung zwifchen e und E auf die Potenz; mit dem Ex⸗ 
ponenten ß, fo 5 | 
’ A(x— m) — FE B(y-n) , 


Yun iſt R ß (yo — — —(E £ ya * (e. “) y-n_ ee) 
alſo ift | 

e Km) u) 
folglich B(x—m) =a(y—n), 
und x—-miy—nza:ß. | 
Oder, die Unterſchiede der Stellenzahlen derſelben zweyer 
Glieder in beiden Reihen haben ein gegebenes Verhältniß. 


21. Man nehme noch in jeder der beiden Reihen 
ein Glied von derſelben Größe, deſſen Stelle in der erſten 
Reihe p ‚in der zweyten q ſey, oder es fepyefa—Etä, 
ſo iſt 


Alſo iſt 
niy—-n=p—m:gqg-—n 
Daraus 


nee 


x 





m 
g—u vn) +m, 
q 


y — ( x—ın) +n, 





| 22. Wenn Ama ift, fo laffe man die beiden fich 
‚gleichen Glieder, e”a und E" A, die Anfangsglieder der 
- beiden Reihen fen. Diefes giebt m=0o; n==0, und 
es iſt x: y-Pp: I das iſt, Die Stellenjablen derfelben 
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zweyer Glieder in beyden Meihen haben ein gegebenes . 
Verhaͤltniß. | 
Hieraus erfiehe man, wie aus der Stelle einer Zahl 
in einer geomefrifchen Meihe die Stelle derfelben Zahl in 
jeder andern geometrifchen Reihe leicht gefunden wird, das 
ift, wie aus den Logarithmen in einem Syſtem die Loga⸗ 
rithmen derſelben Zahlen in jedem andern berechnet werden. 


23. Exempel. Es fyamıze=ıo, ſo iſt x 
der Briggiſche oder gemeine Logarithme von exr. In dem 
Neperiſchen Syſtem ift die Reihe eine fallende, und das 
Anfangsglied A— 10000000. Das nädıfte nach dem⸗ 
felben in ver Tafel (primum proportionale nennt Ye 
per e8) iſt 999 9999 , wobey in der Tafel zivar als dogar - 

* ER _.. 999 9999 
rithme ı ſteht, allein es ift darum nicht E= ———I, 
a: ’ IOOO0O0000 
Denn Neper ſagt ausdriicklich in der Schrift, mirifici 
Logar. canonis conftructio, $.30,daß der Logarithme 
(numerus artificialis ) von 999 9999 zjwifchen 
'1.0000001 und 1.0000000 falle. Wir haben E zu 
wiffen nicht nörhig, da wir nur irgend ein Paar Logarith— 
men aus dem Meperifchen Spftem als gegebene Größen in 
die Rechnung einführen fönnen. 

Man bezeichne einen Beiggifchen Logarithmen durch 
1B; einen Neperiſchen vurh IN. Yun it 1B. 1077, 
und IN. 107=o, alfo m—=7; n=o. Die Meperis 
fchen Logarifhmen find alle negative Größen. Bejeichnen 
nun q und y bloß die Quantität, fo ift diefen Symfolen 


das Vorzeichen — zu geben, fo daß _y‚= — <—7) 


iſt. Diefe Sormel verwandelt fi) in folgende, 

q 
—— —X. 
| Aue: (7 ) 

Da Neper den Sinus totus 10 Millionen fest, fo haben 

wir zu den tabularifchen Logarithmen, fo fern fie fich auf 

den Sinus torus als Einheit beziehen, in der Charackteri⸗ 

ſtiß 7 zu addire, Man nehme | 
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p=logtab. sin 30° + 7 ==.6,698970e 
g=IN. sin 30° = 6931469, 

0.4 __ _69931469 __ ,, — 
ſo iſt — — Re — 23025840, und 
IN. sin ® = 23025840 (7-1B. sin 9). | 

Man ſuche nun IN. sin 60°, Es ift 1B. sin 60°, 
oder x = 6,9373306, alfo | 

| 718. sin 60° = 0, 0624694, und j 

IN. sin 60° — 1438411 , wie bey Meper, bis auf die 

legte Ziffer , die daſelbſt o ift. Bi, | 


Gerade Zahl ift eine folche ganze, die fich durch 
Zwey ohne Reſt eheilen lägt. Eine doppelrgerade, 
oder geradgerade (numerus pariter par) iſt durch Pier 
ohne Reſt theilbarz eine ungerndgerade (impariter 
par ) laßt durch q gerheilt den Reſt 2. n 


Gersde Linie, f. Linie, 


Geradlinichte Figur iſt eine ſolche, die ganz 
von geraden Linien eingeſchloſſen iſ. 


Geſchoben wird bisweilen von Paralldlogram⸗ 
men mie fehiefen Winkeln gebraucht, fs, Nhombus und 
Rhomboides. u | 


Geſellſchaftsrechnung iſt die Eintheilung ei: 
ner Zahl nach gegebenen Verhältniſſen. Weil dieſe Rech— 
nung in denen Fällen gebraucht wird, wo Gewinn oder 
Berluft, Abgabe oder Einnahme unter mehrere Perjonen, 
zu. vertheifen ift, fo hat fie daher von den“ Rechenmeiſtern 
die Benennung erhalten. | | E 

Es find von diefer Nechnung zwey Fälle. In 
dem eriten machen. die Verhaltnißzahlen, nach welchen 
ein gegebenes Ganze getheilt werden foll, zufammen ges. 
nommen, ein ähnliches Ganze wie jenes aus; in dem 
zweyten aber nicht, | 
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| Ein Beyſpiel des erften Falles ift folgendes. Es 
follen 1000 Rthl. auf.drey Perfonen A, B, C, vertheilt 
werden, ſo daß die Theile von A und B ſich wie 2: 3: 
und die Theile von B und C -fich wie 3: 5 verhalten. Da 
Bier die Verbältnißzapl für B, nämlich 3 fowohl für das 
“eine ala das andere Verhältniß dient, fo iſt das Ganze, 
2+3+ 5, oder 10, fehon auf die verlangfe Are einges 
theilt. Man bat alfe nur die Proportion zu machen: 
das Normalganze, 10, verhält ſich zu dem einzutheilen⸗ 
den Ganzen, 1000, wie einer der Theile jenes (z. B. 2.) 
zu dem gleichnamigen Theile dieſes, welcher alſo 200 Rthl. 
beträgt, = 
Allgemein fen die Bufalaife, nach. welchen ein 
Normalganzes eingerheilt ift, a: b::c:d: etc. jo daß 
der erſte und zweyte Theil ſich — a:b: der zweyte und 
dritte wie-b : c :-der dritte und vierte fih wiec : d vers 
halten, u.f.f. Ein.gegebenes Ganze foll auf gleichmäs 
ige Are in die Theile A, B, C,‚D,E, etc. eingetheilt 
werden, ſo iſt 
ahbtetdteien ZAFBFOHDHE + ete, 
—a:Awer—b: B, wer = c:C; wf.f. F 
Dieſes beruht auf folgendem ee aus der dehre 
von der Proportion: wenn 


A: B=erb er 
B:C=b.:c 9 
C:D=c:d | 
D:E=d:e E 


uff 

fo ift die Summe ber Glieder, A-+ B 40 4 DPetc. 
zu einem derſelben, wie die Summe der Glieder, a+ 
b+c+d-+ etc. zu dem mit jenem gleichſtel lligen unter 
ihnen. 

Nicht allein bey Vertheilungen einer Geldſumme 
auf eine Anzahl Perſonen, fondern auch bey Miſchungen 
nach gegebenen Verhaltniſſen wird dieſe Vorſchrift ange⸗ 
wandt. Z. B. Es mögen zu einer Sorte Schießpulver 
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zu nehmen fenn 75 Theile Galpeter, 10 Theile Schwefel 
und 15 Theile Kohlen, oder in kleinern N EL 2% - 


3 Teile, fo fi nd auf 1000 o Pfund ju neßmen — 5; 5 
oder 75 oPfund Salpeter ; —%x > 2 oder oo Pe 


Schwefel, und — >< 3 oder 150 Pf. Kohlen. 


Der zweyte Fall iſt, wenn die Verhältnißzahlen 
für jeden Theil in Beziehung auf zwey andere Theile nicht 
diefelben find, oder wenn fein Normalganzes gegeben wird, 
deſſen Theile zur Beſtimmung der Theile eines andern 
Ganzen dienen. Ein — Ganze ſey alſo zu theilen 
in die Theile A, B.C,D, - etc. fo daß 

A: B. == a3 ı 3 0 8: c 
G:D=y:d; — =zzö:e, 
uf. f. 
Man hat num diefe Verhältniſſe auf die Form, tie 
in dem erften Kalle zu bringen, fo daß das Hinrerglied 
jedes das Vorderglied des nachjifolgenden werde, Diefes 
geſchieht it she für vier —— 
:B=aßyö:bAyö 

. m — bßyö:bceyö 

C:D = bceyö:bcdö 

D:E = bedö :bcede. 
Auf ähnliche Are bey mehrern oder wenigern Verhaͤltniſ⸗ 
fen. Haben die Verhältnißglieder rechter Hand gemein: - 
ſchaftliche Theile, fo wird man zur Erleichterung der Be: 
rechnung fie .. zu theilen haben, 
3 B. a:b—= 2:3; be —=s:4; 

c:d=9:7;d:e=6:5, Daraus ft A:B:C: 

D:E== 540: 810 : 648:504:420 = 90 : 135 : 
1208 :84 70. | 
| Gefeg einer Reihe ift die Are, wie die Glie— 
der derfelben jedes zufolge feinee Stelle zufammengefest 


Glleich | ss. 


— Iſt die Reihe nach den Potenzen einer gewiſſen 
Größe geordnet, fo iſt zuerſt die Fortſchreitung der Ex⸗ 
ponenten dieſer Potenzen zu beftimmen. Sie kann auch 
nach ven Potenzen zweyer Größen geordnet ſeyn, wie in 
der Potenz eines Binomium, a-+ b, nach den Potenzen 
von a und b zugleich, wo die Summe der Erponenten 
in dem Producte beider Potenzen eine beſtimmte Summe 
ausmacht. Dividirt man mit der höchften Potenz einer 
von beiden Größen, und multiplicirt zugleich) das Ganze, 
mit derfelben Potenz, fo erhält man eine Sortfhreitung 
von Potenzen einer einzelnen Größe. | 

Die Eoefficienten der Potenzen, nach welchen die 
Reihe geordnet iſt, ſind entweder Functionen ihrer Stelle, 
oder auf andere Art ber Form nach beftimmt, von wels 
cher letztern die Binomial+ Eoefficienten ein Beyſpiel geben. 
Oft ift das Gefeg fo verwickelt und zuſammengeſetzt, daß 
man es nicht zu. entdecken vermag. 


Öefichtspunct , f. Perſpectiv. 


Gleich iſt, was in Abſicht der Größe eins für 
das andere gefeßt werden darf. Die Art der Zufammen: 
fegung mag verfchieden oder diefelbe feyn. 


Gleichartig (bomogen) ift, mas durch dieſelbe 
Einheit gemeffen wird, oder gemeffen werben kann. Alle 
Linien find gleichartige Größen, fo auch alle Flächen un: 
ter fich, alle Körper, desgleichen Zeiten, befchleunigende 
Kräfte, Gewichte. Alle Zahlen mit einer undeftimmten 
Einheit find gleichartige Größen. Gleichartige Größen, 
und feine andere, Fann man zu einander feßen, und eine 
von der andern abziehen. Größen, die im Allgemeinen 
gleichartig find, können durch verfchiedene Beſtimmung 
der Einheit ungleichartig werden, z. B. Fuße und Zolle; 
Quadratzolle und Kreiszolle; Nonageſimalgrade und Een: 
tefimalgrade. Dergleichen fann man zwar jufammenfegen, 
aber nicht ihre Zahlwerthe. 

Sleihartige Nadicalgrößen find folche, 


x 3 3 
welche Wurzeln gleichen Grades find, ud. V255V 43 - 


—* 


4606 Gleichfoͤrmig 


Von einer algebraiſchen Gleichung wird geſagt, daß 


das Geſetz des Gleichartigen darin beobachtet fen, 5 
wenn alle Glieder derfelben einerfey Aulmenilen. oder Ab: 
meſſung haben, 


Eine gleihartige D ifferentialgleihung 


zwiſchen zwey beränerlichen Größen iff eine folche, worin 


die Glieder bloß in Abſicht Ba einerley un ion 
Haben. 


Homogenceum affectionis et comparationis, 


f. an feinem Orte. 


Gleichfoͤrmig wachfend oder abnehmend iſt eine 


Reihe von Großen, deren jede don der folgenden um gleich: 


viel auf gleiche Arc unterfchieden it. Die ungleihförmis 


‚gen Veränderungen. zu meſſen gebraucht man zugehörige 
gleihförmige Veranderungen . einer jugedrdneten Größe, 


Gleichheit ift die Beſchaffenheit der Größen, wo: 
Durch fie gleich iz — Verhaͤltniß der Gleichheit iſt das 
z:a,oderı:ı. Alle Beweife in der Mathematik ber 


ruhen auf der en der Gleichheit oder Ungleich⸗ 


hei der Größen. In der Differentialrehnung fommt 


das Verhältniß der Gleichheit als Gränze eines veraͤnder⸗ 


lichen Verhältniſſes, oder vielmehr als nl: eines 


folchen, oft vor; 


©leichlaufend , f. parallel. 


Gleichnamig (homologa) find die Vorderglie— 
der oder die Hinterglieder zweyer oder mehrerer Verhaͤlt⸗ 
niſſe; auch die Seiten ähnlicher geradlinichter Figuren, 
die von den gleichen und auf gleiche Art liegenden Win⸗ 
keln eingeſchloſſen ſind. In den Proportionen zwiſchen 


ſolchen Seiten ſind ſie entweder die Vorderglieder oder die 


Hinterglieder, wenn nämlich die Seiten in der einen Figur 


zu einem Verhältniſſe, und die in der andern Figur zu dem 


andern Verhaltniſſe a werden. 
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Gleichſeitig (aequilaterum) iſt erſtlich ein Viel⸗ 
eck, das lauter gleiche Seiten hat; zweytens eine Hyper⸗ 
bel, deren Aren gleich groß find. 


Gleichwinklicht ee len) if ein Viel⸗ 
eek, das lauter gleiche Winkel har. Die regulären Viel⸗ 
ee: find gleichſeitig und gleichwinklicht. 


Gleichung iſt entweder ein — Aus⸗ 
Druck der Art, wie mehrere mit einander verbundene Grö⸗ 


Ben jede aus Der andern „nfammengefegt werden, oder. | 


eine. zo. zweyer Kormen derfelben Größe. 
-- Benfpiele der erſten Gattung ſind 
| x⸗ 4 ax — b. Zu 
* ln E 
x’ + 7xy —8y° + 10x— 1I2y—200, 
Beyſpiel der zweyten Gattung ſind 
(a 4 b) = a? 4 2ab be. 
u .(a+b) (a- bJ)=at—b®, Ä 
atx_a -(a-b) , a-b _ (a-b) 
2 2 Zu a a 





4t etc. 
Ve’ b=avyb. 
VGTIVSOM VsVS. | 
2, Dan pflegt diefe beiden Gattungen nicht zu 
unterſcheiden. "Sie find aber, wie man aus den gegebenen 
Beyſpielen fieht, von fehr verfchiedener Beſchaffenheit. 
Die Auflöfung der Gleichungen von der eriten Gattung gez 
hört für die Algebra. In diefem Artikel iſt es die Ab: 
fiht, die Auflsiung derfelben zu zeigen, dasift, wiedie 
unbekannte Größe aus den gegebenen directe zufammen zu 
ſetzen ſey, da fie in der Gleichung auf eine unentwickelte 
Art mit. diefen dargeitellt wird, 
3. Die Gleichungen für eine einzige unbekannte 
Größe theilt man nach den böchften Potenzen ein, auf 
‚welche die unbefannte Größe in denfelben ſteigt.“ 
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Eine Gleichung vom erſten Grade, eine 
einfache, iſt eine ſolche, worin die unbekannte Größe 
nur einfach oder in der erſten Potenz erſcheint; Sleichun: 
gen vom zweyten Örade, oder quadratrifche, find, 
‚worin das Quadrat der unbefannten Größe nebft der er: 
ſten Potenz, oder audy ohne diefe vorfommt; vom drite 
ten Grade, oder cubifche, worin der Cubus, nebft 
allen oder einigen niedrigern Potenzen, oder auch ganz 
allein enthalten ift; vom vierten Grade oder biquas 
drafifche, worin die unbefannte Größe bis zum Biqua⸗ 
drat oder der vierten Potenz ſteigt, u. ſ. w. 

4. Wenn eine Potenz der unbekannten Größe, 
ohne die niedrigern , mit der gegebenen Größe allein in eis 
ner Öleichung vorhanden ift, fo heiße die Gleichung eine 
reine (acquatio pura). Wenn mehrere Porenzen der 
unbefannten Größe zufammen fommen, fo heißt es eine 
unreine Öleichung oder beffer eine zufammenges 
feste (non pura vel aflecta). Eine vollftändige 
Gleichung, (aequatio completa), iff diejenige, worin 
alle Potenzen von der höchiten bis zu der'eriten nebit dem 
gegebenen Sliede vorhanden find; eine unvollitändige 
ift, worin eine oder mehrere Porenzen fehlen. 

5. Die einzelnen Größen, woraus eine Gleichung, 
fie fey von welcher Art fie wolle, zufammen gefeßt wird, 
heißen die Glieder (termini) derſelben, wie x’ ;ax; 
b in der Gleichung x — ax=—b. Die gegebenen Facto— 
'ren der unbefannten Größe heißen ihre Coefficienten. Man 
muß dabey zugleich auf das Vorzeichen achten, Zu 

Die Aggregate ver Glieder auf jeder ‚Seite des 
Öleichheits - Zeichens heißen die Theile (membra) der 
Gleichung. 

6. Die gervöhntigpen Stellungen ber Glieder find 
zweyerley. Entweder feßt mamdas gegebene Glied auf die 
eine Seite des Gleichheits-Zeichens, und alle die, welche 

unbefannte Größen enthalten, auf die andere; oder man 
bringt alle Glieder auf diefelbe Seite, fo daß der eine 
heil der Sleihung =o iſt, indem fich.alfe Glieder des 
andern Theils gegen einander aufheben. Diefe Stellung 
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ift zu manchen Abfichten die brauchbarfte, als um zu zei⸗ 
gen, wie eine Gleichung aus Factoren zuſammengeſetzt 
wird, um einen oder mehrere Factoren abzuſondern, die 
Eonſceution der Folgen und Abwechslungen der Vorzei⸗ 
chen anzugeben, welche von der Anzahl der poſitiven und 


negativen Wurzeln abhängt, eine gegebene Gleichung mit: 


einer allgemeinen, oder canonifchen zu vergleichen, und 


Biperhaupt allgemeine Lehrſaͤtze über die, Eigenfchaften der 


Gleichungen uud Regeln zur Auflöſung zu geben. 


7. ‚Eine Gleichung. worin nur eine einzige unbes | 


Fannte Größe enthalten ift, heißt eine beſtimmte Glei⸗ 
chung (aequatio determinata); eine einzelne, worin 
zwey oder mehrere unbefannte Größen vorfommen, iſt eine 


unbeftimmte Gleihung (indeterminata), Dur) 


jene wird die unbefannte Größe mittelſt der gegebenen - 


beſtimmt, durch diefe aber nicht, weil fie von gegebenen 
und nicht gegebenen Größen zugleich abhängt. 


8. Wenn bey der Auflöfung einer Aufgabe oder 


überhaupt bep.der Linterfuchung irgend einer Verbindung 
von Srößen, mehrere unbekannte Größen, wie es oft der 
Kalt ift, vorhanden find, fo find diefe in den Gleichungen 
zroifchen ihnen und den gegebenen, mit einander vermengt. 
Es ift alsdann nöchig, für jede der unbekannten Größen 
eine beftimmte Gleichung zu finden. Diefes iſt meglich, 


wenn fo viele Gleichungen als unbefannte Größen vorhan⸗ 


den find, f. Elimination. Die Öleihungen mit 
mehr als:einer unbefannten Größe gehören in diefem Kalle 
nicht zu den unbeftimmten. ‚Sind aber weniger Gleichun⸗ 


gen als unbekannte Größen vorhanden, fo behält man - 


bey allen Combinationen der Gleichungen Doch zum Mes 
fultat eine unbeftimmte Gleichung. 

9. Die beftimmten Gleichungen find das Reſultat 
der analytiſchen Unterſuchung über den Zuſammenhang ge⸗ 
wiſſer Größen. Dieſe überliefert gleichſam die Analyſis 
der Algebra, um die Werthe der unbekannten Größen 
mittelſt der befannten daraus zu beflimmen. 

10. Dieunbeftimmten Öleichungen gehören fürdielln; 
-terfuchung des Zuſammenhanges der nach irgend einem 


— 
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Geſetze von einander abhängigen veränderlichen Größen, 


es fen in der reinen Mnalnfis, oder in der Geomerrie, in. 
der Mechanif, Aftronomie und andern Anwendungen der 
Mathematik. Kine befondere Gattımg unbeftimmter Gleis 
chungen ift die, wodurch nicht die Groͤße aber die Form 
der unbekannten Größen beſtimmt wird, ſ. unbeſtimmte 
Analytik. 

ıı. Die Wurzeln der beſtimmten Gleichungen 
find diejenigen Werthe der unbekannten Größe, welche der 
Gleichung zu folge der gegebenen Größen und ihrerZufams 
menſetzungsart Genüge thun. Go find +2 und +5 
die Wurzeln der quadratifchen Sleihung x’-7x-+ 100, 
ud +25 +55 — 4 die Wurzeln der cubifchen Gleis 
hung zF—3x?— 18x + 4o==o. 

12. Die pofitiven Wurzeln find diejenigen, 
bey welchen in dem Aggregat der Glieder die eigentliche 
Bedeutung ver Vorzeichen beybehalten wird, als ben ven 
Wurzeln +2 und + 5 in jenen beiden Gleichungen. Sie 
werden in demjenigen Sinne genommen, der bey. der-Aufz 
löfung der Stage für fie feftgefesr it. Dienegativen 
Purzeln find, für welche die Vorzeichen der ungeraden 
Dotenzen ihre Bedeutung ändern, fo daß die mit + 
begleiteten fubtractiv, Die mit — begleiteten additiv 
werden. Eo ift in Der obigen cubiſchen Gleichung, 
wenn die Wurzel —4 gebraucht wird, das. Aggregat 
—64—48 +72 + 40=o. 

13. Die negativen Wurzeln dienen,. zwey in den 
Dorzeichen bloß verfchiedene Gleichungen ın eine einzige 
zu vereinigen. Man. verändere in einer Gleichung bloß 
die Vorzeichen der ungeraden Porenzen, oder, welches 
bey Gleichungen von einem ungeraden Grade bequemer ift, 
die Vorzeichen der geraden Porenzen, fo find die negatis 


ven Wurzeln der einen Gleichung die pofitiven der andern, 


3. B. die Gleichung, x3 + 3x — 1I8X— 400, 


hat die pofitive Wurzel +4, und die negativen — 25 


— 5; die Öleihung, x — 3x — 193x +40=o, bat 


die Wurzeln — 4; +25; +35. Die biquadratifche Glei⸗ 


Yung, x — 2x’ rzıR Hr2x+4o—o, hat die 
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Wurzeln 2; +5; — 4; —ı;5 die Öleichung, 
xt 4 3x5— 21x? —22xX+ gaz=o, hat die Wurzeln: 
—25—5; +4; +1 MMollte man die negativen 
Wurzeln vermeiden, fo müßte man zu. der vollitändigen ' 
Auflsſung einer Aufgabe zwey Gleichungen anwenden, die 
von der erflärten entgegengefegten Beſchaffenheit wären, 
ſo daß der eine Theil der Werthe der gefuchten ‚Größe 
durch die eine Sleichung, der andere Theil durch die an: 
dere Gleichung, nach ihrer abfoluten Größe, zufolge der‘ 
eigentlichen Bedeutung der Vorzeichen , gegeben würde, 
Allein es ift dem Geifte der Analyfis gemäß, dieſe ver- 
wandten Beziehungen des gefuchten zu dem gegebenen in. 
eine einzige Formel zu faffen, f. entgegengefegre Größen. 

14: Die verfchievenen Wurzeln find Werthe ver⸗ 
fchiedener Größen, die alle bey einer Aufgabe gefucht wers 
den, wenn man gleich nur nach einer einzigen fragen follte, 
Die Algebra verbeffert in ihrer Antwort das Mungelyafte 
in der Stage. Darüber wird die Betrachtung der Blei: 
chungen von den verſchiedenen Graden völliges Licht ers 
n Ä 
Manche ber alten Algebraiſten (als Descars 
tes, Sol ) nannten Die negativen Wurzeln fehr unrich» 
tig falfche Wurzeln, weil fie fich zu dem Kalle, wors 
auf fie die Rechnung' eıngerichter hatten, nicht fchickten. 
Sie find fo gut Antworten auf die Srage als die von ihnen 
fo genannten wahren, die pofitiver, Wurzeln, Jene verz 
andern nur die Vorzeichen, fo daß ihre ungeraden Portenjen: . 
ſubtrahirt oder addirt werden, wo dieſe addift oder ſub⸗ 
trahirt werden, wie es allemahl geſchieht, wenn in den 
arithmetiſchen Operationen eine Größe durchaus ihr Vor: 
zeichen ändert; ſ. eutgegengeſetzte Größen. 

16. Gleichungen, in welchen alle Potenzen der 
unbefannten Größe gerade Erponenten haben, enthalten 
je zwen gleiche und enrgegengefeßte Wurzeln, da. das Duas 
draft und jede andere gerade Potenz einer Große ihr Vor⸗ 
jeichen nicht ändert, wenn das Vorzeichen der Wurzel ge⸗ 
aͤndert wird, | 
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17. Gleichungen, in welchen neben jeder Wurzel, 
die p heiße, das reciproke derſelben — auch als Wurzel 


vorhanden iſt, heißen reciprofe Gleichungen. Euler. 
bat diefe Benennung eingeführt. Comm, vet. neh | 
T. VI. p. 222. 

18. Wenn für die unbefannte Größe irgend ein 
pofifiver oder negativer Werth geſetzt wird, fo heißt das 
Aggregat aller Glieder, auf eine Seite gebracht, der 
Werth der Gleichung für diefen in die Gtelle der 
Wurzel gefesten Werth. - Die Werthe einer Gleichung 
machen eine ftetige Reihe aus, und wachfen ins Unendli⸗ 
che, wenn für x ein unendlich großer Werth gefest wird, 
Wird für x eine der Wurzeln ſelbſt genommen, fo ıjt der 
Werth der Gleichung — 0. | 

19. Wir wollen nun die beſtimmten Gleichungen 
vom erſten bis vierten Grade, jede Gattung beſonders, 
unterſuchen, und die Methoden zu ihrer Aufloͤſung ken⸗ 
nen lernen. Alsdann wird die allgemeine. Betrachtung 
der Sleichungen Feine Schroierigfeit machen, wenn es 
gleich, einzelne Fälle ausgenommen, nicht möglich iſt, 
die höhern Gleichungen vom fünften Grade an, anders als 
durch unendliche Reihen, oder für numerifche SE der 
Coefficienten durch en aufjulsfen,. 


I. | Steigungen vom erften Grade. 


20. Wenn die unbefannte Größe in einer Glei⸗ 
hung bloß in der erften Potenz vorhanden iſt, fo bringe 
man alle Glieder, welche fie enthalten, durch Werände- 
rung des Dorzeichens, auf eine Geite der Gleichung, die 
andern, die befannten, eben fo auf die. andere Seite: man 
Dividire Das Aggregat der befannten durch den Factor der 
unbefannten Größe, oder multiplicire eg durch den Divi: 
for derfelben, in ven Källen, wo dieſe mit einem Multi: 
plicator oder Divifor verbunden iſt. Go erhält man den 
Werth.der unbekannten Größe durch befannte Größen. 


€ 


Steigung 367 
Z. B. sx—ır =3x+44 | 


fit 5Xx—3x — 4412 
2x —.16 
x — 


Oder allgemeiner ſey 
| ax—b=cx+d 
ſo iſt ax—ox—b+d 
(“—o)x=b+d 
_ b+4 
a—c j 


| Als Benfpiele zur Erfindung der Gleichungen und 





ihrer Verbindungen dienen folgende Nufgaben. Manvers : 


binde hiemit den Artikel: Buchſtabenrechnung. h 
21. Aufg. Aus der Summe zweyer Zahlen, a, 
und ihrem Unterſchiede, b, die Zahlen zu finden. - 
| Aufl Die Zahlen feyn x und y, fo iſt 
x+y=a, und x—y=b. Daraus if 
2»x—=a+tb, und x=4(a+b) 
ayzza—b, y=# (a—b), | 
22. Aufg. Aus dem Unterfchiede zweyer Zah: 
Ien, a, und dem Linterfchiede ihrer Quadrate, b, die 
Zahlen zu finden. | 
- Aufl. Die Zahlen feyn x und y, foift x-y=a, 
ud’ —y’=b. Dax’— y=(x+y) (x—y) 


(Buchftabenrechnung, 14.) fo ift 
| b 


— =, | 
alfo jufolge-(21.) Ä 
b | 
| 4 (— a ) = ne 
: a 2a 





— b b—aa 
le 
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Wenn aa größer als b it, fo hy negativ, und 
a bedeutet die Summe x + y- | 
23. Nufg. Ein Courier A, deffen Geſchwindig— 
keit, (Weg in einer Stunde) —a iſt, geht m Stun⸗ 
den eher ab, als ein Courier B, deſſen Gefchwindigfeit 
— b ift, von einem Drre abgeht, der c Meilen von dem 
Orte des A ruͤckwärts entfernt liegt, Beide geben nach 
derfelben Nichrung. Wo und wenn wird A: von B eins 
geholt, wöfern b> a it? 
| Es ſey x der Weg des A, bis er eingeholt wird. fo 
fix + oder Weg n B bis dahin, Die Zeit des A auf 


dem Wege x Nu — —; die Zeit des B auf dem Wege 
x 4 oiſt are, Der — beider Zeiten iſt — m. | 
Alſo ift 








—— — 
Daraus iſt für A 
der Weg a(c-H mb) 
. I b—a 
u c-+-mb 
| Die Zeit _ — U 
| | | b 
Der Weg des — xX40* — 
0- ma | | 
und die Zeit — — | | 
Wenn die Couriere einander entgegen gehen, fo ik, 
a(c-+nib Ä 
Zar), Denn der Weg. des B iff alddann 


b-+a 
c—x. Man erhält den Werth von x in diefem Galle, 
wenn man in der Kormel für den erften. Fall a negativ 
nimmt, LE x negativ wird . welches bedeutet, daß 
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der Weg x eine der in jenem Safe geſetzten Richtung ent⸗ 
gegengeſetzte hat. 


24. Aufg. Es ſey das ſi deriſche Jahr — — A; der 
mittlere ſideriſche hie Monath — M; der mittlere 
ſynodiſche Monath = N; die Vergleichung zwiſchen die⸗ 
ſen Groͤßen zu — | 

Aufl. - Der Bogen der Eckliptik, welchen die Sonne 
während eines ſynodiſchen a... befchreibt ‚o=x 


der ganze Umkreis — ſo iſt — —A=N, Dap-+x 
| der von dem — — derſelben Zeit beſchriebene 
Bogen iſt, ſo it F ZM=N. In der erſtern Glei⸗ 
chung addire man auf beiden Seiten die Groöße A, fo iſt | 
= — A=A+N, Aus diefer Gleichung und der | 
— folgt durch Diviſion 





M N A. N 
— —. M = — 
————— Alſo iſt ALN 
- Hieraus ft MAHN—A. N; fern 
Am 
M. ‚Am(A- MN, und N 
Es ift 


Az 3652. 6 St.9 Erz 365,25639 T, 
M= 37-7 43. 11. = 27, 32165 s 
N= 29. 12. . 44 3. = 29, 53059 # 

Der Werth von N finder ſich auch aus dem Werthe ber 
Zeit in der vorhergehenden Aufgabe, wenn man dafelbft 
mo fest. Es ifte der Umkreis p, weil der. Mond 
von der Conjunction mit der. Sonne an denfelden befchreis 
ben muß, ehe er an die Stelle kommt, von melcher die 
- Sonne ausgieng. Der in irgend einer Zeit: 


als ein Tag, von der Sonne beſchriebene Bogen ift — ==3; 
win . Ya 


370 Gleichung | 


der von dem Monde befchriebene Bogen iſt - —b. Setzt 
man biefe Werthe für c, a, b, fo wird die Zeit bis zur 





nächſten Eonjunction, N 


— A,N 

ſch —A+N | 
Ä 25.  Aufg. Es foll aus m fötbigen und n lörhi: 
gen Silber eine Maffe von a Loth zuſammen gefeßt wer: 
den, die r lörhig iſt. Wie viel: von jedem Silber ift zu 
nehmen? 

Aufl. Von dem erftern fern zu nehmen x ?Sorb, 
von dem — y Loth. Die Menge — Silbers in 


x zoch if ‚ in den y Loth ift fie = — ‚in der Mi⸗ 


— — Hieraus ergiebt 


föung = En iſt 


I, ‚RXTnymre. 
Es iſt auch 
D. x4 * a. 
Hier iſt nur noͤthig, das Verhälmiß x:y zu ſuchen. Dave 
um verwandle man IL, in folgende, 
IL rx-+-ry=ra, 
Demnach ift 
IV, mx+nym=rx+ ry 
oder - V. mx-rxXTYyny. 
Alſo ift 
E VE xty=r-n:m-r 
a die Gefellfehafts- Pegel findet man hieraus ſowohl 
x als y. 
Wollte man, ohne das Verhältniß gefunden zu ha⸗ 
ben, x und y unmittelbar finden, fo ift, wenn x gefucht 
wird, in J. der Werth von yaus II. zu fegen, namlich 
y=a-x Dies giebt mx + n(a-x) == ra, bad 


ı. 
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_ e a | . r-nN : i 
iff(m-n)x =(r-n)a, und x * a. Wenn 
mnmen 


m und x mite n und y vertauſcht werden, ſo iff(n-m)y= 
m-r 





(F-ın) a, oder (m-n) y=(m- r)a,undy= a. 


m-n 
26. Aufg. Das ſpeeifiſche Gewicht einer Mate— 

rie ſey —a, einer andern —=b, einer Miſchung aus beis 

den — c, man ſucht, wie viel von jeder in der Mifchung 


enthalten ift, borausgefegt, daß bie Summe der Räume 


beider Miaterien in und außer der Mifchung gleich groß 


ift. | 
Aufl. Da die Einheit der Gewichte, fo wie der 
Päume, willkührlich ift,, fo nehme man das Gewicht der 
- Raum - Einheit an Waſſer zur Einheit, und es iſt das 
Gewicht der erften Materie in der, Raum Einheit a, 


und der Raum von dem Gewichte x berfelben = = = 


Eben fo we bon dem Gewichte der zweyten Materie — 

Raum R 5 und von der Miſchung beider = — IT, 

- wenn die Gewichte der. darin enthaltenen beiden — 
x —* y find, — ber Vorausſetzung itt 


x — y | 
U $+4=% 
. Daraus ER = 5 (ty) 
— alc-b)y=b(ü-co)x.. 
x;y==a(c-b):b(a-e) 
— a b 
ern a-c  'c- ‘c-b' 

3. B. Das ſpecifiſche Gewicht des Silbers ſey 
== 11,09,ded Kupfers = 8,3 3, einer Mifhung — 10,047, 
fo it x: y == 3 : ı nabe, | 
| 27. Aufg. Aus den Gewichten zweyer Materien, 
den ſpecifiſchen Gewichten der einen und ihrer Miſchung 
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das ſpecifiſche Gewicht der andern zu finden, unter der 
Vorausſetzung wie in (26.). 


Die Gewichte ſeyn p, 4». das ſpecifiſche Gewicht 
ber erſtern —a, ber zweyten —=u, der Mifhung = 


ES 2 
2» Tue 
q_Ppt4ı_» _ 2EHN-P 
u — c a „ ac 
acg 


um ——. 
| a(p+g)-cp 

‚Die Formel würde unter der gemachten Vorausſetzung 
dienen, aus dem Gewichte einer Galzauflsfung und des 
darin enthaltenen Salzes, nebit den fpecifiichen Gewichten. 
"des MWaflers und der Auflöfung, das ſpecifiſche Gewicht 
des Salzes zu finden. 3. B. in einer gefättigeen Auflöe 
fung ift nach Zamberrs Verfuhen pP = 9795 q = 3305 
a1; 01,205, alſo U 2,554- In einer fchwä- 
hhern iſt p=1095; g=1005 c= 1,059. Dieſes 
giebt u ⸗2,99. | 

28. Aufg. In einer Saljauflöfung fen das Ge: 
wicht des Füßen nn. —a, des Galjesg —=b, der 
Gehalt = G — Man verlangt die Menge des 
Waſſers, das zngegofjen werben muß, damit die Aufle: 
+ fung den Gehalt g befomme, 
Aufl. Die gefuchte Waffermenge wiege =x, fo 


- j b 
Daraus iſt x = FA 





= | nz 
. Ober, wenn für b der 


TETET 6 
j G-g) (a+b 
Werd G(a-+b) gefest wird, x =, 


29. Aufg. Zu finden, wie ſich die Gewichte 
zweyer Körper, deren einer ſchwerer, Der andere leichter 


* 
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als Waffer iſt, verhalten müſſen, damit beide verbunden 
im Waffer ganz eingetaucht ſchwimmend erhalten werden. 

Aufl. Das fpecififche Gewicht des fchwerern Körpers fen 
—m; des leichtern —n, des Waſſers Sp, das Ga 
wicht des erſtern a, des zweyten. —x. Damit beide 
ganz eingetaucht dem Waſſer das Gleichgewicht halten, 
muß das Gewicht beider ſo groß ſeyn als das Gewicht des 
Waſſers, deſſen Stelle fie einnehmen. Mun verhalten 
fi die Gerichte zweyer Maſſen von gleicher Naumlichs 


- Feit wie ihre fpecififchen Gewichte; alfo ift das Gewicht 


des Waſſers, deffen Stelle der erftere Körprr ‚einnimmt, 


= —, und das Gewicht des Waſſers in dem Raume des | 


zweyten Körpers — —* Demnach iſt 


arı—=tı —* 
m n 


mn(a--x)=p (na+mx) 
(m—p)na=(p—n) mx 
a:x — (p—n)m : (m—p)n 
| m  n' 


⸗ 
— 





a: X — 





i m—p 

Das Verhaltniß iſt baffelbe a in J Aufgabe (26. * 
wenn für das dortige ſpecifiſche Gewicht der Miſchung hier 
das ſpecifiſche Gewicht des Waſſers geſetzt wird. Die bei⸗ 
den verbundenen Körper find als eine Miſchung zu betrach⸗ 
ten, deren fpecififches Gewicht dem einer Maſſe von glei⸗ 
chem Gewicht und gleichem Lmfange , alfo dem des Waſ⸗ 
fer gleich if. Die, Algebrajhilfe Hier die Abnlichteit 
zweyer dem erſten Anblick nach verſchiedenen Fragen eins 


ae 

Aufg. Ein Waſſerbehälter erhält a Cubik⸗ 
fuß Wſer aus zwey Rohren, wenn bie erſte m Stun⸗ 
den, die andere mn Stunden läuft; und erhält b Eubiffuß, 
wenn jene p St. dieſe q St. läuft; wie viel Waſſer giebt 
jede Rohre in einer Stunde? 
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Aufl. Die erſte Röhre gebe x Cubikfuß, bie 
zweyte y, fo iſt ni 
I. mx+-ny=a 
u IL px+tqy=b 
Um y berauszufchaffen, multiplicire man I-mit q, und 
II. mit m, fo ift | 
L mgax+ngay=ga 
I, npx+ngy=nb. 
Dur die Subtraction wird - — 


Eben ſo * ma—np | 


Wäre ga<nb, fiftauhd mg Znp, fo wie 
mb <.pa, und man, hat nur die Vorzeichen im Zähler 
und Nenner zuändern. u TERETZ 

In dem Falle, Daß das Waſſer durch die zweyte 
Nöhre hinausfließt, Kat man nur. y negativ zu feßen, 
oder das Vorzeichen zu ändern. Es ift alsdann 

Dem 
2* Be Wüßte man nit, 0b durch die, 
zweyte Roͤhre das Waſſer hinein oder herausliefe, fo dürfte 
man nur den einen oder den andern Fall beliebig vorause 
ſetzen. Iſt der Werch von y pofitiv, fo ift die Voraus—⸗ 
fegung richtig; ift er negativ, fo erhellt daraus, daß bie 
entgegengefegte zu nehmen iſt. . 
89 mm=2; n=3;p=4; q=5; 
a — 5 3 bz=35, fo ift, wenn die Rechnung nach dem 
erften alle gemacht wird, = 40; y—=— 25. Durch 
die zweyte Nöhre fließe das Waffer nicht hinein, fordern 
hinaus. 
31. Aufg. Es ſey Lx-y=a; I. x-26b; 
UI. 2 C, man ſucht die Groͤßen x, y, 2. 
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Aufl. Beiloaxt-oytoz=marbres 
ff " nx=marb—c Ä 
| 2ay=a-—b-+ec 3 
22 m b+c—a. 

32° Das allgemeine Verfahren, wenn drey ober 
mehr Öleichungen vom erften Grade mit eben fo vielen uns ⸗ 
befannten Größen gegeben. werben, ift in dem’ Artikel, 
Elimination, anzutreffen. . et 

Mehrere Erempel fuche. man in den. Lehrbüchern, 
befonders in Gaunderfons Algebra (Engliſch, 1740, - 
2 Bände in 4. franzöfifh, 1756), und in VHuiliers 
Algebra, 1799 und 1801. 2 Bde. ing. i 


II. Quadratiſche Gleichungen, J— 


Alle Fragen, wodurch man auf quadratiſche Stets 
Hungen geführt wird, laffen ſich auf folgende beide 
bringen. Ä 2 W 

33. Aufg. Es iſt gegeben die Summe, a, zweyer 
Zahlen, und ihr Product, b; die Zahlen zu finden. 
Aufl. Die Zahlen ſeyn p und q, jene bie größere, 
ſo daß p* Fa, alſo q <za Es iſt | Fr | 
L ptqg=a; VU. pa — b. | | 
Die Theile der erftern Gleichung multiplicire man wie 
p, ſo iſt Zu 
pp+tpgq=ap, beeift 
pp- ap+rb=o = 
Man apdire auf beiden Geiten die bekannte Größe, 
Zaa—b, fo iſt | | 
pp—ap+tzaa=%a a—b,, 

alſo p—ta=y(Zaa—b) 

und p=4a+vV(gaa—b) Zu 
Für die zweyte der gefuchten Größen, 9, iff ebenfalls bie 
Gleichung zn ee u 
gg—ag+b=o, 
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und gqg—ag+fjaa=Jaa—b. 
Da aber q<%a, fo ift 
; 32-4 = V(zaa—b), 
und 9 — Fa — VGaa — b). 
| Bezeichnet man jede der beiden Größen durch x, 
fo iſt u Ä 
xx—ax+b=o, 
und x—=gatyv(jaa—b). 
Hieraus fieht man,” woher Die Gleichung, xx 


—=-aX+b=o A zwey Wurzeln hat. Denn fie ift vie 
Antwort auf eine Trage nach zwey Größen. Die Alger 
bra finder auch ohne Rückſicht auf diefe Trage einen dops 


pelten Werth für x. Denn die Quadrarwurzel aus 


xx — ax + aa iſt fo gu x— Ja als ja—x. | 


Jene giebt 
x—=3ja+V(faa—b), 
biefe x—za— VGaa —b). 
"84 Aufg. Es iſt gegeben Unterſchied, a, 
zweyher Zahlen, und ihr Produet, b, die Zahlen zu 
finden. 
Aufl. Die Zahlen ſeyn p und q, fo ill 
I. p—g=a ; H. pg=b. 


En; 


Wie vorher if 
pp—b=ap, 
und ER b=o., 


Auf beiden Seiten addirt Faa-+b, ift 
pp—ap+tyza= zaa+b. 
Daher Pp—y=y@iarb), 
. p=vV(aa+b) + za. 
Serner ift 2 | | j 


pq—qggqmag, ball, °- 


b—qq=aq, - ode 
qaraıaa—b=o. 


— — — — 
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Auf beiden Seiten addirt zaatb, it 
\ qqtaqtzaa=gaarb, 
daher 44Ja VGfaa- b), 
qg=VvV(zaa+b) — 2a. ; 
Um die beiden Gleichungen, pp—ap — b=o, 
and gg +ag—b>=o, durch eine einzige Gleichung, 
xx—ax—b=o, oder auch xx + ax — bo, 
Darzuftellen , muß man in jener unter x ſowohl p als 
—qg, in biejer ſowohl q als —p verſtehen ‚fo daß die 
eine Wurzel die eine gefiichte Größe in dem, Sinne der 
Frage, die andere Wurzel aber bie andere Größe in dem 
„enfgegengefegten Sinne angebe. , Die Wurzeln a Gleis 
hung," 
xx—- aıx—b— 0, 
find ſolchergeſtalt 
x—4aty(laa+b); 
und die Wurzeln der Gleichung, 
— xxtax—b=o, 
fd  x=—jatv@aa+b) 
33. Alle Formen einer ——— Gleichung 
1) xz—ax+b=o_ 
2) xsxtax+-b=o 
3) x—ax—bmo 
4) xx pax—b=o. | | 
Die zweyte entſteht aus der erſten, und dieſe aus der 
zwevten, wenn x negativ genommen wird. Man kommt 
in der Rechnung auf die zweyte Form, wenn man die Re⸗ 
lation der Wurzeln x (oder p und q) gegen die gegebenen 
Großen aus dem alle ver erſten Form berleitet ‚und beis . 
de in einer enfgegengefegten. Beziehung gegen die in’jener' 
Foͤrm nimmt, Die dritte und vierte Form enthalten 
ebenfalls einerlen Wurzeln, nur in eritgegengefester Be: 
deutung. Die Wurzeln in den beiden erſten Formen find _ 
gleihnamig, in den andern beiden ungleichnamig oder ſich 
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entgegengeſetzt. (Vergl. Anwendung der Geometrie auf 
die Algebra, J. V.) 


36. Es find alſo zwey BE 'der quadra⸗ 
tiſchen Gleichungen. J 
Il. xx + ax+-b=o, 
I. xx Tax—b=o. 
Beide unterfcheiden fich darin weſentlich, daß bie erfle un: 
mögliche Wurzeln enthalten fann. Denn der Unterfchied 
der gefuchten Größen fy =u, fo find fie (21.) eine 
—3(a-+ u), die andere —=#(a-u). Alſo ihr Product 
bzz4aa — 3uu, fo daß nothwendig b < + aa iſt. 
Die Nichterfüllung diefer norhwendigen Zaun) macht 
- die Aufloſung unmöglich, 
Z. B. xx — ııx +24 mo » 
hat zwey mögliche Wurzeln +6 und +4, 
abe xx -ıox +26 =o 

bat Feine mögliche Wurzeln. 

97° Wenn.man unter der Summe zweyer Größen 
. auch. ihren Alnterfchied verfteht, und das Vorzeichen 
ihres Producers gehörig beſtimmt, fo begreift die Glei« 
hung, x®-ax + b=o, alle vier Formen, und die 
Aufgabe in (33.) alle Fälle, welche auf eine quadratifche 
Bleichung führen. Jene Form ift zur Mepräfentantinn ’ 
aller fehr gue geeignet, da ihre beiden Wurzeln gleichna= 
mig find, 


38. Da für die form xx -ax-- bo die 
beiden Wurzeln find <= $a+YV($aa-b), oder 
x == ja+zyl(aa-g4b), fo fann man diefe Aufle- 
fung auch auf die andern Formen mit gehöriger Abande- 
rung der Vorzeichen anmenden. 


Den Wurzeln kann man auch folgende Formen ger 
b 


b 
ben, — V (aa 4b * — 7 V@a-4b) 
Dieſe entfliehen aus ben Formen jatrsYVl(aa-ı4b) 


⁊ 
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durch die Multiplication und Divifion mie einer und ber: 


felben Größe, Ja + +3V(aa- -4b). Gie find. zuweilen 
bequemer. ald die erjtern. ° | | 


| 39 In allen vier Formen find fo viele Folgen un- 
gleichnamiger Vorzeichen als pofitive Wurzel, und fo 
viele Folgen gleichnamiger als negative Wurzeln, wenn - 
namlich noch dem erften Gliede das Zeichen + vorgeſetzt 
wird, und beide Wurzeln möglich ſind. 


40. In allen vier Formen iſt die Summe der bei⸗ 
den den Wurjeln entgegengeſetzten Größen gleich dem Coef⸗ 
fisienfen von x in Verbindung mit feinem Vorzeichen, -und 
das Product derjelben gleich dem-gegebenen Gliede in der 
Gleichung, auch in Werbindung mit feinem Vorzeichen, 
Das erfte Glied, xx, habe den Coefficienten +ı. 


41. Wenn 4b>aa ift, fo find beide Wurzeln 
der Gleichung zwar unmöglich (36.) allein die Summe 
derfelben und ihr Produck find dennoch mögliche Größen. In 
der Summe hebt ſich das unmögliche eben fo wie das mögliche 
irrationale. In dem Producte der unmeglichen Wurzeln 

geſchieht daſſelbe, und das Product von 4 (aa-46) 
in — V(aa — 4b) iſt die mögliche Größe, —(aa - 4b), 
ed mag aa a größer oder Fleiner als 4b ſeyn. 


2. Der Saß in (40.) gilt alfo auch, wenn die 
Wurzeln unmögliche Werthe haben, namlich in dem Kalle, da 
b>y}aa ift. Um dem Gage die völligfte Ausdehnung zu 
geben, werden die unmöglichen Wurzeln, wenn fie gleich 
nichts weiter als Bezeichnungen find, mir unter die Wur⸗ 
zeln aufgenommen. Ihre Korm ift x=a+tßV-n 
und es iſt, wenn fie die Wurzeln der Gleichung, x*-ax 
+b=o,find, aa; B=b—HYaa Der Theil 
V(4aa—b) der Wurzel x iſt V(b-zaa) En == 
VR'rk-ı)=BV-1. 


43. Die Wurzeln der Gleichung, xx-ax + — 
ſeyn p, q, es iſt 


— b (x- p) (x-g). 
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- Denn bie Entwickelung des Produets gg P Beige, 
giebt 
P=xx— Px +Pp4 
— q x 


Dap+g=a, und pPab iſt, fo erhellt der Satz. 


44. Um eine dreytheilige Größe, wie xx-ax+ b, 
in zwey Sartoren zu zerfällen, fuche man bie Wurzeln, 
pP, 9, der Sleihung, zx-ax+b=o, fo if 
xx —ax+b=(x—p)(x — q), mas man auch für x 
ſetzen mag. Hat die Sleichung Feine mögliche Wurzeln, 
fo laßt fich das Trinomium nur der Form nach in Factoren 
zerlegen 


+35=0,find + 5 und +7, alſo iſt 
xX-12xX4+ 35 = ix-5) (x-7. 
- Die Wurzeln der Gleihung x — 5x —84—o 
find +12 und-7, alſo ifExx -5x-84 = (x-ı2) (x+7). 
So auch ift 3x%- 10 a? x? + — (gx’-a°)( (x?- 3a°). 


Denndie Sleichung, x* P a?x? + at=o,hat die Wur- | 


jen, Ke4ar Hy (as-a)=jar tar, Afo it 
4-10 2x? -at(x’ 32°) (x’-3a°), 
und daher | 
g3x4= 10a? x? + 3a? — (x?-3a®) (3x"-a®) 
— (32°—x?) (a? - gx?). 


45: Das Aggregat der@lieder der Gleichung, ihre 


Werth, ift negativ, wenn der Werth von x zwifchen 
den beiden möglihen Wurzeln liegt; poſitiv, wenn er 


jenfeits der einen wie der andern genommen wird, Drun - 


das Product (xp) (x-q), oder (p-x)(q-x), hat in 
dem erftern Falle ungleichnamige Kactoren, und ift dadurd) 
‚Negativ. In dent andern Kalle ift das Product pofitiv. 


46. Sat die Gleichung feine mögliche Wurzeln, 
fo ift ihr Werth immer pofitiv. Denn xx fann immer 
fo groß genommen werden, daß eg größer ift, als die bei« 
den andern Glieder zuſammen, wenn fie auch beide das 


Erempel. Die Wurzeln der. Gleichung, xx-ı2x 
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Vorzeichen — erhalten. Könnte num der Werth ver 
Bleichung auch negativ ſeyn, fo müßte zroifchen den pofis | 
tiven Werrhen und dem negativen ein Werth —=o fallen, 
bie wer alfo mögliche Wurzeln haben. _ 

Hat die Gleichung zivey gleiche mögliche Wurs 
zeln, f wird ihr- Werth für diefe So, ift aber für alle 
andere Werthe von x poſitiv. Dieſer Fall macht den 
Übergang von der Möglichkeit der Wurzeln zu ihrer Lin: 
möglichkeit.  &. Anwendung der Gegmetrie auf die Ale 
gebra. IV. | \ | u 


| Benfpiele einiger Aufgaben. 


48: Aufg. Es iſt gegeben x 4 y=a, und 
xx + yy=_bb, die Zahlen x, y, zu finden. 


Aufl. Es iſt xx + axy+yymaa, alfa axy 


— aa— bb. Da nun die Summe und das Product 
‚ gegeben find, fo ift, wenn x jede ber beiden Brößen bes 
zeichnet, 
x-4a ty aa plan bb)) 
‚= $a.ty ($Zbb-Jaa)t 
Es muß bb> oder = % aa Le wenndie Auflöfung mög 
lich feyn foll.. 

49. Aufg. Es iſt gegeben die Summe der Qua⸗ 
drate zweper Größen, und ihr Product, die —— zu 
finden. 

Aufl. Es ſey xx yy Saa; xy—d, ſo iſt 
xx 2xy-+-yy aa a 2b — und xx-2xy + yy=aa 
— 2b. Alſo x + V(aa -4 :b), um x — y 

—=Y (aa- 2b). Folalih 
Ä = JV (aa+ sb) + 4V (aa-2b) 
 y=$V(aa+2b)-4V (aa-ab). 
Der da xxyy=bb, fo iſt zufolge (33.) 
xx—jaa+ Y($a-bb), 2 
 yy=za-v(gat-bb), 
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so: Aufg. Es iſt gegeben x+y — a, un | 
54 y5—b?, die Größen x, y zu finden. 
Aufl, Man fege, zur Abänderung der Yuflsfungs; 
art, x—y=u, fo if 
 xm=$(at u) uldy=z(a-u), 
alfo , (a? + 32ꝰ u + gau+u?), 
| y’=j(a-saurgaui-u), 
Daher 
» b5==3(a5 4 3zaur), 
4b -as 
3a 
und bie beiden Zahlen —=#a + EV 


Es muß 4b5> oder — as ſeyn. 


z51. Aufg. Es iſt gegeben die Summe a dreyer 
Zahlen, die in geometriſcher Progreſſion ſind, und die 
Summe bs ihrer Quadrate; die Zahlen zu finden. 
Aufl. Die Zahlen ſeyn x, y, 2, ſo iſt 
Il. &YVY424 
I. xy 42 b⸗ 
II xz== y®. 
Dieerfte Sleihung quabrirt, giebt 
IV. x -oxy+2xz+y’+2y2+ za, 
Hieraus entfteht durch Verbindung mit der ut IL 
V. 2xy 4 2x2 4 2y =a*- be. | 
Aus diefer durch Verbindung mit LIT. 

‚VL axy+ay+2yz=a'-b* 
or VL. yktyt)=.—b. 
. Hieraus vermittelft I. j 
VIE zay=a—b*, 

ab 


24 - 


- 





ur = 


Er. 








and — 
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Da i x+z=a-y, fo ift 3 
— 
24 * x 
Auch if Ä wor, 


4a° ee: Ä Ä 
Demnach ift Summe und Product der Größen x und z 
— | Jene fey — 3 dieſes =—B: » fo ift 
ee. x=3Ax+V($A'-BN), 

oder x=4A+V (5A+B) (FA-B). 








2 b® N 
Nun ift — el 
= ' 2a 2a | 
7 °?_h? a 
alſo za + Be ; HAB 
4a 
4be ı_ — 
und en + V (sa? — b*) (3b* — a°) ‚ 
4a 4a | 


wenn xjedes der beiden Außern Glieder der 
deutet. Damit die Yefike ste fey, een be 
—za* und b? << oder — gas. 
Ä wente Auflefung. a 
| Glied — Progreffion a a erſte 
| I. x(ru+rut) a 
IL. x*(ı . u uf) —b®, 
Nun ift 
IT. x*(ı de zu + 3u® + aut) — — ae 
W. se t Pu à aut Pus uq Sat 4 be 


oder 
IV. 2x (1 --u?) (1 +u+w)zar+b 
V. ax (urui+u)=a-b! | 
oder 
2x"u(1 +u+ ue) ⸗a - bꝰ 
1 4 u? a+bt 





VI. = 
en u. aimbe 
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— — pt 
"Man fee | —— c,fo ift 


VII. wW-cu+ı=o 
alfo u=3+V (4) 
Der Erponent einier geomerrifchen Reihe hat intmer einen 
gedoppelten Werth, ta die Reihe ſowohl ſteigend als fal: 
lend genommen werden kann. Das Product beider Wer: 
the iſt = ; ‚ daher. der gegebene Terminus der Gleichung 
+ 2 iſt. | Ä 


| 52. Aufg. Es iſt gegeben die Summex+-y=a, 
und x? + y*—b*, die Größen x und.y zu finden. i 
Aufl. Es iſt (HN — axy ſx Hy Paxt 
— x Fyt zalfo a* - 44 xy 2xy bſ. Solcher⸗ 
geſtalt iſt das Product xy durch eine quadratiſche Gleis 
chung gegeben. Nachdem es hieraus gefunden iſt, wer⸗ 
den x und y aus ihrer Summe und ihrem Producte bes 
53. Aufg. Es ift gegeben die Summe x + yx=a, 
und xS-+ y°—b’, die Größen x und y zu finden. 
Aufl. Es iſt (X 4 y) — 58y (x.+ y)> 
tar y(xt-y)=xi+y°; alſo it a — 5as xy 
+ sax®y?—b’, und die fernere Auflöfung ift wie in (52). 


Im. Cubiſche Gleichungen. 


- Die Aufgaben, welche auf cubifche Gleichungen 
führen, laffen fich alle auf folgende drey bringen. | 
54. Aufg. 1. Es iſt gegeben die Summe a dreyer 
Größen, die Summe b der Producse je zweyer, und das 
Product c aller drey; die Gleichungen für diefe Größen 
ju finden. | Ze | 
"Aufl, Dan nenne die gefuchten Größen, P, q, 5, 
ſo iſt | | | 
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ELp+qa+tr=a I, Pi+pt gab 
IL. pgr=c. 
Man ſetze g+ım=a; ur, fo iſt 
I. pta=a oder p+p’a=ap* 
II. — » pa+pe—=bp. 
| I: pB=se >: pp =e 
Aus diefen Gleichungen folgt fogleich ————— 
- p=ap—bp+e, 
oder | p’-ap +bp-c=o. | 
Die beiden andern Grüßen merben durch vollig ähnliche 
- Sleichungen gefunden. u. man * derſelben 
durch x, ſo iſt 
xs — ax? bx — 
die Gleichung, welche die Relation jeder der drey Grö⸗ 
ßen zu den gegebenen enthält. 
Die Symbole, a, b, c, p, q, r, bedeuten hier 


und in den folgenden beiden Aufgaben bloß nn 
‚oder pofitive Größen. 


355, Aufg. 2. Es fey I. p+ty—r a; IL, 
pq - pr—qgr= + b; II. pgr=c, die Steihungen 
für die Größen p, q, r, zu finden. 

Aufl. Es ſey g—r—a;gr—ß, fo if 
l. pta=a over p+p’a=ap? 
I. pa-B=+b s» p’«a—pß= + pb, 
IL, pß=ce : B = « 
Aus diefen Gleichungen folge 
p°=ap*Fbp—c, 
oder p?-ap® +bp-+c=o. 
Und eben fo 
— gd-ag’ bq +c=e, 
Allein für r erhält man die Gleichung, R 
| Btarsbr-e—o 
56. Aufs. 3. Es fyl.p-q-r—a; I.pg + pr-gr 
| —b; III. pgr es die Gleichungen fürp, — zu finden. 
Bb 
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Aufl. Durch daſſelbe Verfahren wie vorher iſt 
pꝰ -apꝰ bp- 0 . 
g’+aqg’-bq+c=o 

| r-+ar-br-c=o. _ 

Die Größe iſt pofitiv, weilp(q +r)>grift, da 

p> ga+trfonfl, Waͤre p q x, fo gehörte 

Diefer Fall zu der zweyten Aufgabe. 

57. Man bezeichne überhaupt jededer Größen, + p; 
+9; +r, dürch x, fo find die Öleichungen, N die 
obigen Aufgaben führen ‚ folgende; 

1) z—ax'+ boten 
2) xs — ax⸗ +bx + c—o 
3) tax’ +bx—czo 
4) xs — at —bx—c=o 
5) xs tax —bx+c=o 
Dazu nehme man noch die Gleichung, 
6x ax -bx+c—o, 
fo hat man alle Fälle von Abwechslungen und. Folgen der 

Vorzeichen. Die ſechſte Gleichung ıft bloß darin von der 

eriten verfchieden, daß ihre Wurzeln in einer entgegenge: 

festen Beziehung auf die Wurzeln der erſten Gleichung 

‚genommen werden , alfo alle negativ find, wie bey denqua= 

dratifchen Gleichungen (35.nr 1.2.). Die Gleichungen 

1) und 6) haben drey gleichnamige, aber entgegenaefeste 

Wurzeln; die Übrigen ungleihnamige, Die Wurzeln 

von 2) find denen von - 3) gleich, aber enrgegenges 

fest; die von 4) find im Abſicht auf die von 5) eben fo 
befchaffen, 

Die Gleichung x? — ax’ + bx—c—o, mit 
drey gleichnamigen pofitiven Wurzeln begreift alle übri— 
gen, wenn bey den Coefficienten und Wurzeln auch eine ne: 
garive Bedeutung zügelagfen wird. Wegen der Gleichfoͤr— 
migfeit ihrer Wurzeln foll fie überhaupt die Repräfentan: 
tinn aller der andern fenn. 

58. Wenn alle drey Wurzefn mögliche Größen, 

find, j ſo hat eine cubiſche Gleichung ſo viele por tive Wur⸗ 
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jeln ale Abwechslungen der Vorzeichen + — oder — 4 
zweyer nächiten Glieder ſich finden, und fo viele negafive 
Wurzeln, als Folgen gleicher Vorzeichen ++ over — — - 
vorhanden ſind. Zum Vorzeichen des erjten Gliedes iſt 
+ zunehmen. . 
Diie Gleichung ı ) in (57.) hat drey pofitive Wur⸗ 
zeln; die 2) har zwey poficive- Wurzeln, +p, +q und 
‚eine negative, — r; bie 3) hat eine pofitive Hr, und 
zwey negative, —p, — q. Tin legtern beiden kann der 
Eoefficient von x das eine oder das andere Worzeichen ha: 
ben, ohne daß dadurch die Anzahl der Abwechslungen und 
Kolgen geändert wird. Die Gleibung 4) hat eine’ pofis ° 
tive Wurzel, +P, und zwey negative, —q, —r; die 
5 ) bat zwey pofitive, +q, X nnd eine negative, — p. 
Die 6) hat lauter'negarive Wurzeln, Allen diefen Bes 
ſchaffenheiten ver Wurzeln ift die Anzahl der Abwechslung 
gen und Folgen der Vorzeichen gemäß, wie es angegeben 
iſt. Iſt ein Eoefficient = 0, fü gehören ihm beide Vor} 
geichen zu. re u — 
Der Satz muß auf moͤgliche Wurzeln eingeſchraͤnkt 
werden, weil die Beziehung des entgegengeſezten auf une 
möglihe Wurzeln nicht anwendbar ih =... 20 


59, Iſt x⸗ — ax⸗ bx— co eine gege⸗ 
bene Gleichung, fo find ihre Wurzeln die drey Größen, 
P » 9, x, welche folgenden drey Sleichungen Genüge hun? 

Lprga+trr=3 T.pgq+pr+gr=b; 
"UL pgqr=c Denn die Öleihung, welche für jede 
Diefer drey Größen aus dieſen drey Gleichungen hergeleitet 
wird, iſt identifch mit der vorgegebenen. - Durch gehörige: 
Veränderung der Vorzeichen von p, q, r, wird jede der. 
andern möglichen Formen erhalten. a 
| a die drey Eoefficienten einer cubifchen. Sleichung- 
‚nicht mehr als drey Bedingungen hergeben, fo Fönnen Eeine, 
andern. Wurzeln Statt haben, als diejenigen, die durch Die: 
drey angeführten Sleichungen beſtimmt werden, | 

760, Wenn ſtatt der Wurzeln einer cubiſchen Glei⸗ 
chung die ihnen entgegengeſetzten gleichen genommen werden, 

| 
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ſo iſt der Coefficient des zweyten Gliedes in Verbindung 
mit dem Vorzeichen die Summe dieſer Größen; eben fo 
der Coefficient des dritten Gliedes die Summe der Pros , 
ducte je zweyer, und das dritte Ölied das Product aller drey. 
61. Die Gleichung, zw —ax+bx—c=o, 
habe die Wurzeln, p, q, x, eilt 
x» — ax +bx— e— (x—p) x —gqg)(x—r). 
Denn die Entwirkelung des Products, welches P heiße, 
giebt | 
px— pxt +PI4X—pgr 
\ mg - prx 
— rx +qgrx 
Die Coefficienten von den Potenzen der Größe x in 
dem Producte fommen mit den Coefficienten in der Gleis 
chung überein (59.), alfo ift das Aggregat der Glieder in 
der Gleichung, oder ihr Werth gleich dem Producte P, 
was man auch für x fegen mag. “Beides, "Das Aggregat 
und das Product, wird —o, wenn für x eineder Wur: 
gein gefege. wird, 


62. Zwey der durch p, 4, r, — Wur⸗ 
zeln können unmöglich ſeyn. Denn, wenn man eine derfel: 
ben als möglich und bekannt annimmt, ſo iſt von den bei— 
den andern die Summe oder der Unterſchied und das Pro⸗ 
duct gegeben. Iſt es die Summe, welche gegeben wird, 
ſo muß noch eine Bedingung erfüllt werden, zufolge (36). 


68. Eine der Wurzeln iſt immer moͤglich. Denn 
‚man kann für x einen fo großen poſitiven Werth ſetzen, 
Daß x3 allein größer ift, als alle mie — begleiteten Glies 
der, fo daß Dadurch der Werth der Gleichung pofitiv wird. 
Man Fann aber auch für x einen fo großen negafiven Werrh 
ſetzen, daß dadurch x3 allein alle Größen zufammen übers 

trifft, die das Vorzeichen + erhalten, wodurch folglich 
der Werth der Gleichung negativ wird. Zmifchen beiden 
Werthen von x muß es einen geben, für welchen die mit 
enfgegengefegten Vorzeichen begleiteten Glieder eine gleiche 
Summe ——— ‚ alfo der Werth der Gleichung S0 


j 
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wird. Dieſer Werth von x iſt eine Wurzel der Gleichung. | 
(©. Page; der Geometrie auf die Algebra. IV.) 


In dem Producte (x — p) (x — ar, 
— P p eine mögliche Größe, q und r mögen mög: 
liche oder unmögliche ſeyn. Man gebe dem Propducte die 
Som P=(x—p) (x — (gq+r)x + gr, 
und fege x —(q + r)x + qr 0. Hat diefe quadras 
tifche Gleichung zjwey mögliche Wurzeln, fo bat P drey 
mögliche einfache Factoren, und die cubifche Gleichung, 
deren Werth P ift, har. drey mögliche Wurzeln. Hat bie 
quadratifche Gleichung Feine mögliche Wurzeln, fo hatdie 
eubifche Gleichung nur eine mögliche Wurzel. Diefes iſt 
der Sall, wenncg+r)<agqrif(36.). " 

65. Kann der Werth von p vollitändig durch die 
Eoefficienten der Gleichung angegeben werden, fo wird durch 
die Divifion des Aggregats ihrer Glieder der quadratifche 
Factor gefunden. Diefer — o gefeßt, giebt die beiden 
Wurzeln q und r, entweder beide als mögliche, oder beide 
als unmegliche Größen. 

66. Ohne darauf zu fehen, 0b der quadratifche, 
Factor gefunden werden Fann oder nicht, fee man denfels 
ben im allgemeinen — = t—axH+Bß. Die Wurzeln der 
Gleihung x —ax + B= 0 feyn unmöglibe, q m 
hnyY—ı; r=m—ny— ı, nad (4ı.), fo if 
g+r=2m;gr—=mm-+ nn, Saetzt man inden 

Bieichungen der eriten Aufgabe für q und r diefe Werthe, 
fo wird eben die Gleichung für p erhalten, als wern man 
die einfachen Zeichen, q, r, oder die möglichen Werthe, 
m + n, genommen hätte, da die erite Potenz von n aus 
der Rechnung herausgeht Daher gilt ver Satz in (59.) 
auch für den Fall unmoglicher Wurzeln, 

- 67. Man-fege nun in der cubiſchen Gleichung ſtatt 
ber Wurzel p eine der beiden andern beiden Wurzeln, q, 
fodaß gq? -- ag’ + bg — c=ofey. Tin dem Kalle, 
daß q — m NnV — rift, hebt fich alles unmöglihe 
gegen einander auf, eben fo wie alle Glieder, die m und 
n3 enthalten, wenn q = m + n, gefest wird, 
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68. Die Auflöfung der cubiſchen Gleichungen zu 
erleichtern, muß das zweyte Glied weggeſchafft werben, 
Man ſetze x = u+ a, fo wird aus der Gleichung, 
xs — ax? + bx—czo, die transformirte 
u? — (1t—b)n — (F—tab+c)—o. 

69. Die Bleihung X + bx + d= o hat zwey 
unmsgliche Wurzeln. a 

Diefe Gleichung entftehr daher, daß in dem Kalle 
der Aufgabe (55.) die Bedingungen fd l.p+q—r 
—z0oH.py—pr—gr=-+b. Dieerfte gift p+gq 
— T; alfo die zweyte, pq = r®+b. Daher it pq > r*. 
Wenn aber p und q mögliche Größen find, fo it pq 
<a(p + 9) zufolge C36.),afopg <r. Wegen dies 

fes Widerfpruchs find zwey Wurzeln unmöglich. 

Man fepmmtny—ı,wWdga—m 
—nV—1,f:ffp+qg= z2m,und rqa—m? +n’, fo 
daß nun pq >m’orerpq >Ai(p+q) 

Die dritte Wurzeler iſt moͤglich, weil eine cubiſche 
Gleichung wenigſtens eine mögliche Wurzel hat. Es ſind 
.P+ 4 und pg mögliche Groͤßen. Ä 


70. Die Gleichung S—bx+c— o hafdrey 
mögliche Wurzeln, wenn 4 b° > 27 'e* ;jwey unmögliche, 
wenn 46327 62; und zwey gleiche, wenn ;b' — 27c° ift, 

Diefe Sleichung enrfteht daher, daß in dem Falle ver 
Aufgabe (55.) die Bedingungen find: Lp+q—r 
=0; U.prv+-gr— pg=b; IL, pgr= c. Dem: 
nbitp+g=r, und —b+pg. Es ſey erftlich 
Pq <zr,pfr <b4+Er, unesr <b. Ferner 


R ce .c 
iſt pq— — alſo Zr? — und 2? > 46. 


Die erftere Formel der Ungleichheit giebt 4b’ > ır°, 
"die letztere giebt r° > 1 6°, alfo iſt $4 b3>ı6c°, das 
ift 463 > 37 c®. 

Es fen zweytens pq >4rr, pfifr>b + Ir, 


| | F 
und 41° >b, alfor° > 34b3, Ferner, a pg = 
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ift, fo ft ir! < — oder B.40, und x — — 


Alſo iſt D <ı 5 oder 4b3 < 27 c®. 

In dem erftern Kalle find p und q mögliche Größen, 
alfo ift auch r möglich. In dem andern Falle find p und q 
aunmöglih, Iſt nun 4b? >.27 0°, fo find alle drey 
Wurzeln möglich, weil, wenn zwey unmöglich- wären, 
4b < 27 c* ſeyn müßte. Eben fo folgt aus der Un 
gleichheit 4b’ 27, daß zwey unmögliche Wurzeln, 
vorhanden find, 

Es fey drittens pqg = dr, da p49 iſt, und 
pP+z2pg+Q=r,fitp A271 = 
alſo p = 9 und p, =zr. Daraus folgt 3 =b, 
und 2p? == ce, und hieraus 4 b’ — 27 c*. Umgekehrt 
iſt p — q, mwenngab3— 27 c* if. Denn wenn p und 
g ungleich wären, fo wären auch pgq und Zr* ungleich, 
und = auch gb! und 270%. 


F Die Gleichung x — bx +c=o kann — 
aus — Salle in der dritten Aufgabe Ch ) entftehen, 
wenn I. p—qg—-r=o;1Ipg +pr—yr=b; 
II. pgr=cif Die a hen Gates bleibt 
dicfelbe, wenn g und r me pundgq, fo wie p ſtatt r ge⸗ 
ſetzt werden. 

72. Aufg. Die Wurzel ber Gleichung, x + bx 

— 60, ju finden. 

Aufl. Man ſetze 9 2m z, b3 = A?®, ſo iſt 
x=V ca +40) —V(A—$e). 

Bew. Da xs — — bs ift, fo ſetze man x aus zwey 
noch unbeſtimmten Stücken zuſammen, um den Cubus des 
Aggregats mit c — bx zu vergleichen. Es fey demnah 
x=y—z. Alſo | 
my? —3y’z 4 3y2 - 22, ober 
wy—3yz(y—.) —- 3α —- 2 
Da nun auch ft —=c—bx, fo ſetze man y — z’ 
=c,ud3yz=b, indem hier die zwey unbeftimmten 
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Größen zwey Bedingungen zu ihrer Beſtimmung zu mar 
chen geſtatten. Hier iſt der Unterſchied zweyer Größen, 
y’— z2’2=c, und ihr Product, „zz zub’, gege⸗ 
ben. Daher it (34.) | 

rn =vV (3 + 5b’) +3%e 

= V. (4 + gb) 3% 

Hieraus * der Satz mit der darin gebrauchten Sub⸗ 
ſtitution. 


73. Die Wurzel der Gleichung ‚x23— bx —c 
—=0, zu finden, ‚wenn nur eine — vorhanden iſt. 
Aufl. Man ſete it — za, ſo iſt 


xy (de+ A )+V/ (de—A). 

Bew. Dan made x=y-+z, fo iſt — 
y?+23 + 3yzx. Aus der gegebenen Öleichung iſt x3 
.ze+be Folglich y + zZ? — c,ıwdayz—b, 

Hier: iſt die Summe ys + 23.— c, und das Product 
y3 28 — „4; b3 gegeben, alfo iſt nach (II, 1) \ 

» — b>) 

mi vi — Abi _ 

Hat c in den beiden Gleichungen ne 3.) das Morzeis 
eben +, jo wird in den Werthen von x "die Größe c ent: 
gegengefegt genommen, | 


74 Die Formeln für > x in beiden Öleichungen 
find diefelben bis auf das Vorzeichen ven bs, welches mit 
dem von b in der Gleichung übereinkommt. Die Regel, 
welche in diefen Formeln enthalten ift, heißt Cardans 
Regel, ſ. Algebra, Th. 1. ©. 36. 


15. Erempel, Es ſey xs — 13,3592x —24,6377 
—0. (Die Gleichung kommt bey der Auflofung einer 
aftronomifchen Aufgabe über den Abftand des Uranus von 
der Sonne vor, aftronom. Jahrbuch 1782. ©. 197.). 
Hier iſt nad (73.) b=13,3592 ; ce = 24,6377, alſo 
46° zz 151,7540 
Zub? = . 88,3034 


Gleichung 393 


At 6853,4506 
A 7,96559. 
4+A = 20,28444 F 
gc—A = 4,35326 * 
ViactA) -2, 7227220 
VG c—A) = 1,63282 
x = 4,36004 


16. Wenn in ver Gleichung, x —bx + — 

iſt bs > Ic⸗e, fo wird die Quadratwurzel aus 3J 
— 2 be unmoglich, obgleich in dieſem Kalle die lei: 
hung drey mögliche Wurzeln hat, Es entſteht Daber eine 
Schwierigkeit wegen der Anwendung der Cardanifchen Me⸗ 
gel auf diefen all, der daher auch calus irreducibilis 
heißt. Allein das mögliche ift hier nur im einer unmealıs 
chen Hülle: berſteckt. Die Cubikwurzel aus einem Bino⸗ 
mium von der Korm «a + BY’ — ı kann vermirreljf des 
binomifchen. Lehrſatzes für gebrochne Exponenten durch eine 
ins Linendliche forttaufende Reihe dargeftellt werden. In 


3 R 
ben Meihen für V(a +. V dm VYa—ByVY—ı) 
befommen die unmöglichen Glieder erifgegengefeste Wors 
zeichen, und. heben fich in der Summe beider Reihen eine 
ander auf, Die drey Wurzeln entſtehen daher, daß die 
Cubikwurzel aus einer zweytheiligen unnöglichen Größe 


drey „unmögliche Werthe hat; daher für V («+ BV—ı) 


+ V (a —BV—Ii) neun Combinationen möglich find, 
unter welchen fich drey finden, die mögliche Größen geben. 
Dieſe find die drey möglichen Wurzeln der eubifchen Gleiz 
Kung, ſ. Sardans Pegel, II. 


77. Die drey mögliihen Wurzeln einer ceubifchen 
@leichung laſſen fich algebrasfch darſtellen, aber nur durch 
Einführung einer Größe, die wiederum durch eine cubifche 
Bleihung gegeben ift. Man ſetze in der cubifchen Gleis 
hung, 35 — bx-+ co, eine der Wurzeln -f+g3 
die zweyte =f— g; fo iſt die dritte — — 2 f. Mun iſt 


’ 
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das Product, (x—f—g) R—f+ 8) +2 =o, 
das iſt 
3Ccatt + gg)x+ ef(ff—gg)=o. 
Diefe Gleichung werde mit einer — 
3—bx+c= 
verglichen, fo iſt 
sff+gg=b; 2Eut gg) = c. 
Efyff—gg=u, fo il | 
ff=ebru;guagg=b—zu 
Alfo find die Wurzeln der Gleihung, S—bx+c=o, 
zvb+W+rEVb—3W) 
I. 3zVvib+u) —3V(b—3u) 
II. —vV(b+u). 


Die Größe u aber ift die Wurzel der cubiſchen 


Gleichung, 
u3+ bu? — c®, 
ba 2f(ff — gg) ce if. 
Man fe u-t— b, fo ift 

—4+b!t+ „bi— co. 

Diefe Gleichung har nur eine mögliche Wurzel, wenn 
4b) << 27 (db cr), das ift, wenn 4b3 
< 270°. In dieſem Kalle hat. die vorgegebene Gleis 
hung auch nur eine mögliche Wurzel, und die Hilfggleis 
ungen find unnörhig. In dem entgegengefegten Ralle, da 
4b’>27c*®ift, ift bey. der Hülfsgleichung Diefelbe 
Schwierigfeit, wie bey der vorgegebenen. Die gefunde: 
nen Wurzeln fönnen alfo nur dienen, wenn das gegebene 
Glied der Sleichung die Norm uy'(b-+ u) har, -oder, 
wenn die Gleichung us +bu® — c?— o, fich bequemer 
aufiofen laßt, als die vorgegebene, oder flatt eines qua⸗ 
drarifch irrarionalen Werthes von c, einen rationalen c* 
zu fesen, Hat die Gleichung für u drey mögliche Wurs 
zen, fo geben die Formeln für x zwar neun Werthe, von 
— aber nur drey möglich find. 


> 
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78. Umf und g dur c.und eine neue unbe⸗ 
kannte v auszudrücken, fe man ai (3ff + 43652 


fo iſt sf3 = 04 v, alſo 25 =V (c+v), Berner iſt 


gfgg=v—30 4 g8— — Dadurch iſt 
. Veen . | 
V 
be, fobaß bie — iſt 
| V(e+tv) | 


vV—-b’vab3c—o, 
Diefe Gleihung Bat drey mögliche Wurzeln, wenn bie 
Bleihung, X — b x+e=o eben fo viele mögliche hat. 


Sie fann alfo auch, wie die zuerft gefundene, nur als. 
‚ transformirte Gleichung dienen, 


Die beiden Nuflofungen, wenn Die Coefficienten einer 
| eubifchen Gleichung die eine oder die andere hier beftimmte - 
Form haben , find ſchon in dem Artikel, Cardans Pegel 
(13.), angeführt, 


79. Da der Sinus und der Sofinus eines Wins 
feld aus dem Sinus und Cofinus des dreyfachen Winfels 
durch eine eubifche Sleichung gegeben werden, fo Fann man 
diefe fehr bequem gebrauchen, um durch die Dreytheilung 
eines Winfels die eubifchen Gleichungen mit dren mögli—⸗ 
chen Wurzeln aufjulöfen, f. Anwendung der Geometrie 
auf die Algebra. V. 


80. Noch eine Methode ‚ eubifche Gleichungen 
mit drey möglichen Wurzeln für numerifche Coefficienten 
aufzulöſen, it. diejenige, die für alle Bleihungen Durch 
Mäperung Statt findet, ſ. unten. IX. 


gr. Es iſt gegeben die Summe jweyer Größen, _ 


und die Summe ve. . Potenzen ‚ die Größen zu 
finden. 


Aufl. Es if u 


(+ N 6xy(s+y + ge y’(x 9* | 
xyz Hy“. 
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Sest man xty=a; x+-y°=b, und y — 2, 
ſo iſt 

22° —- 9a 2 4 6a 2 — as +b°c, 
Sind die Wurzeln dieſer Gleichung gefunden, ſo wird 
ferner durch das Produc? und die Summe jede der beiden 
Größen gegeben. 

82. Es ift gegeben die Summe jweyer Größen 
und die Summe ihrer fiebenten Potenzen, die Größen zu 


finden 
Aufl. Es iſt 
yä» 
— PRIV rY. 
oder, nach der vorher gebrauchten Bezeichnung , 
7azꝰ —14azt + 7az— 7 +b—a 


- Die Wurzeln diefer Gleichung geben mit der Summe « 


die beiden gefuchten Größen. 


IV. Biquadratifche Gleichungen. 


Jede biquadratifche Gleichung ift Die Auflöſung einer 
von den folgenden vier Mufgaben, in welchen alle Größen 
abfolut, bloß nach ihrer Quantität , genommen werden, 

83: Aufgabe I. Es ift gegeben die Summe a von 
vier Größen; die Summe b der Producte je zweyer von 
-  ißnen; die Summe c der Producte je Dreyer derfelben, und 

das Product d aller vier, die — für jede der 
vier gefuchten Großen zu finden. 

Aufl. Es fey 

1. ptgq+rr+szma 
IH, pg+pr+ps+gr+gs+rs=h 
IL, pgr-- pgqs-+ prs+ qrs = c 


IV. ir 
Man feße 
LU g+rr+sma 
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I qr 4 gs+tn— 6 
Ill,grıs = y, 
fo iſt 
ı) p+ta=a oder p+p’a=aps 
2) pa+t£=b : pa+p’B=bp 
3) p8+y=e s pß+-PYT-cP 
)py md: pr = 
Die zweyte und vierte diefer Gleichungen werden von der 
Summe der beiden andern abgezogen, fo iu die 
Gleichung, 
| pr=ap— bp+ep—d. | 
Die andern Größen werden durch ganz ähnliche. Gleichuns 
gen beſtimmt. Folglich ift, wenn x jede derfelben, bes 
deutet, | 
+ —ax? en — N 


84. Aufs. II, Die Gleichung für die vier Eroͤßen 
zu finden, wenn eine derſelben, s, negativ iſt. 

Aufl. Der Kürze wegen wollen wir nur bemerken, 
welche Veränderungen in den Vorzeichen der Coefficienten 
wegen der Veränderung des Vorjeichens von s entſtehen. 

I. Es werden d und y negativ. Bleiben a,b, c 
pojitiv, fo ift 

x ar3 br? cx— do, 

II, Iſt o negativ, da a und b pofitiv bleiben, 

fo ift 
a = 

III. Es fen a noch pofitiv, aber b negativ, fo 

ift entweder « oder 8. negafiv, oder beide find es zu⸗ 
gleich. Iſt a negativ, fo ift es G nothwendig auch. Ks 

* alſo zugleich © negativ, und es iſt | 

ax! —bx?1cx— do, 

© WW, Iſt a negativ. fo find a und B negafiv, 

folglich : 


“rar bi?2 L.cx—d—o., 


7 
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85. Aufg. UI. Es ſeyn r und s negatib, fo bleibt 
d poſitiv. Day pofiriv ift,” fo können « und 8 nicht 
beide pofitid feyn. Denn daraus würde eine Gleihung 
wie nach der eriten Aufgabe folgen, welche feine negative 
Wurzeln haben kann, da für eine negative Wurzel alle 
Blieder dafjelbe Vorzeichen + befämen, 


I. Es ſey a pofitiv, alfo 8 negativ. Doch bleibe 
b pofitiv, fo muß c negativ feyn, aus dem eben angeführs 


ten Grunde, Es iſt alfo 


x—axs +bx? + — 
II. Es bleibe a pofitiv, aber bien negativ, fo mäg 


c pofitiv oder. negativ feyn. Es iſt demnach entweder 


x — axs — br? —cı+do, 


oder x—a«s —bx? L cx+d=o, 


II, Es fen @ negativ. Bleibt a poſitiv, ſo 
muß einer der Coefficienten b oder c, oder beide nega⸗ 
tiv werden, welches auf eine der obigen drey Gleichungen 
führt. Es fen alfo a negativ. Dabey mögen b und c 
erftlich beide pofitiv oder negativ ſeyn. Die Gleichung 


wird alsdann 
entweder xaxs +bx? — cr +d=o 


oder +12 —bi? Lx+rdoo, i | 
IV. Es fey a negativ und b allein negativ, fo 
iſt | | | 


rad — bxe ck +d- 
V. &sfeya negativ, fo Fann c — negativ ſeyn, 


wenn b poſitiv bleibt, weil alsdann alle Vorzeichen 4 


wuͤrden, und die Gleichung lauter negative Wurzeln hätte. 


86. Aufg. IV. Es ſeyn drey Wurzeln Pp,g, r 
negativ. Diefer Fall entjteht aus dem in der zweyten 
Aufgabe, wenn man die Vorzeichen vonp, q, Tr, s da⸗ 


her auch von a und c ändert. Es find daher die verfchies 


denen Gleichungen. für diefen Fall 
xt+ax3 bi? Lx=do 
M4axs +bx? —cx—d=o 


“ 
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xt+ax3— bx? cds 
xt—ax3-- bx?— cx—d-o. 

‚ Diefe Gleichungen haben diefelben Wurzeln ber Größe 


nach, nur entgegengefegte mit ben Gleichungen I die 
zweyte Aufgabe. 


87. in direeter — für den erften Fall in der 
dritten Aufgabe ift folgender. Die VBorausfegung iſt 
I p+q9r—s=a; Il pq- pr- ps - qr — gs 
+rs—b; IL —pyr—pgs+prs+qrs=c; IV. 
pgss —d. Esfnp-+gqg>r+3s. fo data pofitiv iffs 
ferner pg+ 78 > pr+ps+gr +95," oder pg + Is > 
(p-+q)(r+s), fo daß auch b pofieiv it. Alſo ift 

pgr+r2s > (p+g) (r?+rs), und pgqs + rs? > 

(P+gY rs +'s? ‚und addirt, pgr+pqs +r? s +rs? > 
(p+g) cr? +ars+s?). Esiftr?strs?—rs(t-s),- 
und rs < (cr? +82). Auch ift geſetzt, daß r+s <p+g)5 
alfo it rs (r +8) <(r? +3?) (P+9 oder r?s + rs? < 
(172 +82) (p+g). Folglich if pgr+Pgs >ars(p-+g), 
und noch mehr iſt pqr + pgs> 15 (p+ q. Alſo iſt c 
nothwendig negativ. 

Auf dieſelbe Art wird in dem fuͤnften Falle derſelben 

Aufgabe erwieſen, daß c.pofitiv ſeyn muß. 


88. Es erhellt aus dieſer Entwickelung der Glei⸗ 
chungen in den verſchiedenen Fällen, daß in jeder biquadrati— 
ſchen Gleichung fo viele Abwechslungen der Vorzeichen 
‘ find, als pofitive Wurzeln, und fo viele Folgen gleichnas 
miger Vorzeichen als negative Wurzeln vorhanden find, 
Doch müffen alle Wurzeln möglich ſeyn, weil die Veftims 
mung der Vorzeichen und die Lngleichgeit gewiffer Zuſam⸗ 
menfesungen auf unmögliche Größen nicht anjumenden iff, 
bey welchen auch, wie fchon oben bemerft war, die Be: 
jiehung des Entgegengeſetzten nicht Statt hat. 


89. Die biquadratiſche Gleichung, X ax3 
ı+bx?2? — ex ı1d-=o, hatvier Wurelnp, q, x, s, 
deren Berhalten gegen die Coefficienten durch die in Aufg. 
1. angenommenen Bedingungen ausgedruckt wird, Haben 
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die Coefficienten, es fen einer oder mehrere, anbere Vor⸗ 
zeichen als in dieſer Gleichung, ſo ändern ſich dem gemäß 
die Vorzeichen der Wurzeln. Der Beweis ift wie in (59.) 


900 &s if x — ax? ı bx2 — cxı+d- 
(x—p)(x—g)(x—r)(x— 5), melden Werth 
man aud für x annimmt. Der Beweis, wie in (61.). 


gr. Line biquadratifche Gleichung har entweder ' 

vier mögliche Wurzeln, oder zwey, oder gar Feine, Denn 
wenn eine mögliche Wurzel, p, gefunden ift, fie mag ras 
tional oder irrational ſeyn, fo laßt fich die Gleichung durch 
den Factor x—p Ddividiren, fo Daß dadurdy die höchite Pos 
tenz von x indemQuotienten diedriffe wird. Iſt p rational, 
fo enthält der Quotient rarionale Coefficienten, und kann voll: 
ftändig gefunden werden; ift pirrational,fo find die Coefficien⸗ 
ten auch irrational. Der Duotieneift das Product (x— g) 
(xXx— r, (x — 85:5 dieſes fy—=x? — ax? + Bx—y, foill 
x — axs +bx— cx+d—= (x? -axı? + Br-y)(x-p). 
Das Product wird = o, wenn der eritere Kactor — 0 
wird. Diefes ift immer wenigftens durch einen Werrh von 
x möglich 63.). Hatdie Gleichung, x? —ax--Pßx—=o, 
drey mögliche Wurzeln, fo har die biquadratifche Gleichung 
vier mögliche; hat jene aber nur eine mögliche Wurzel, q, 
fo find zwey Burjeln ‚X, s, unmöglich; ‚und es it das 
Aggregat, xt — ax? A b2— ex +d, ein Product 
aus zwey quadratifchen Kactoren, (x?-(p+g)x-+pg) 
(x? — Ax + B), von welchender zweyte durch feinen möge 
lichen Werth von x null wird. So wie diefer Factor nicht 
null wird, fo kann, nad) Beſchaffenheit der Eoefficienten, 
a,b,c, d, auch ver andere nicht null werden, und als: 
dann baf die Sleihung gar Feine mögliche Wurzeln. Die 
unmsglichen Wurzeln haben die Korımmynyv —ı, 
als die Wurzeln eines quadratifhen Factors, der für Feis | 
nen möglichen Werth von x Mull wird (42.) 


92. Die Eoefficienten in dem cubiſchen Factor An. 
det man leicht, Es iſt (Aufg. J.). 


a -a—pßz bp; y=c—pPR 
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‚Eben fo" findet man bie Ebeficenten des Faetors x? 
— Ax +B, wenn die in dem andern Factor, x ⸗ (p4q.x 
4pq bekannt geworden fi nd. Es iſt Sa — P+4% 


und B= = + — wobey inan auf die hier angenomme⸗ 


nen. Vorzeichen, und ihre Abaͤnderungen in jeden Kalle 

wohl achten. muß, Die Wurzeln der Gleichung x — Ax 

+ B==o find die beiden andern Wurzeln der bıquadratiz 
fehen Sleichung neben den beiden pund q. 


903. Zwey Wurjeln einer biquadratiſchen Glei⸗ | 
chung haben die Form m + Yn und m— Vn die beis 
den andern haben eine ähnliche. Dadurch wird in den 
Eoefficienten des Products der zweytheiligen Warzelfacto— 
sen das Irrationale in ven Wurzeln, und das Unwögl che, 
wenn nn negativ-ift, gehoben. 


94 Das zweyte Glied einer biquadratiſchen Glei⸗ 
hung, — a xs, wegzuſchaffen, ſetze manx=—u+4a, 
fo erhält man eine Gleichung für u, durch deren Auflö— 
fung u gefunden wird, welches darauf x giebt. Iſt das 
Vorjzeichen des zweyten Gliedes +, pıl x=u— 4a 
zu nehmen. 


985. Eine biquadratiſche Gleichung aufzulöſen, 
find drey vorzügliche Methoden vorhanden, eine von Los 
dovico Ferrari, die Bombelli bekannt gemacht bat, eine 

‚bon Descartes, und eine Dritte von un Sie folgen - 
bier nad) einander. 


Eodovico Ferrari (Bombellis) Derfahren jur Yufiöfung 
biquadratiſcher Gleichungen. 


| 96. Es fey, nach iveggefchaffteni zweyten Gliede, 

die Gleichung + —⸗ bxe - cx-d, wob, c, d auch 

negativ ſeyn mögen, und hier nur der vB cquemlrchtat we⸗ 

ie gleichnamig gemacht find, Man fuche eine Zahl y 

on der Beſchaffenheit, daß 2x?’y + y® mit dem Gliede 

auf der rechten Seite der Gleichung ein vollitandiges T — 
x 


J 
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draft werde, fo wie es x“ — 2x’y r y* iſt. Es ſey 
alſo (b4 2) = +ex+ d+y?, das vollſtändige 
Quadrat einer zweytheiligen Größe Ax — B, fo daß 
‚A-b+o2y;B=d-+y°’, um AB c iſt. 
Daraus folgt 4(b+2y) (d+y) = c*, das iſt 
sy? +aby" +sdy+abd— =o,. 

Man babe nun die Wurzeln diefer Gfeichung gefun⸗ 
den, fo find Dadurch erftlich die vorher durch A und B be; 
, zeichneten Größen befannt. Da, 

xt Hax’y+ ya6t) x Hextd+yt 
==(+Ax+B), 

fo ift leider 

Aus diefen beiden quadratifchen Gleichungen werden nach 

(38.) die vier Werthe von x gefunden. 

Da ydrey Werthe hat, die unmöglichen, wenn 
folche vorhanden find, mit gerechnet, fo haben A® und B? 
auch drey Werthe, folglih A und B jedes ‚drey Paar 
Werthe mit entgegengefegßten Vorzeichen. Hat der Coeffi- 

cient c in’der biquadratifchen Gleichung das Vorzeichen 
+, wie bier gefeßt iſt fo_befommen A und B einerley 
Vorzeihen, hat jener das Vorzeichen —, fo erhalten A 
und B verfchiedene. Solcher geitalt entſtehen durch die 
drey Werthe von y, und die drey Doppelwerthe von A 
und B fechs Gleichungen, deren jede durch dieſe: x” +-y 
— Ax — B,oderx— Ax — B + yo ausge 
druckt wird. Jede verfelben enthalt ein paar Wurzeln 
‚ber biquadratiſchen Gleichung. 


97. Um dieſes zu begreifen, bemerke man, daß 
aus den vier Wurzeln, p, q, T, s, dieſer Sleihung 
fechs Verbindungen je zweyer gemacht werben Fonnen, 
' nämlich pq, pr, ps, gr, qs, 15. Dax jede diefer 
Wurzeln bedeuten kann, fo find die beiden Wurzeln der 
fehs quadratıfchen Gleichungen in diefen fechs Paaren 
enthalten. Sind alle vier Wurzeln, p, q, r, Ss, möge 
ih, fo müffen alte Werthe von y, A,B, mögliche Größen 
feyn, weil das unmögliche ſich nicht in beiden Wurzeln 
einer quadratifchen Gleichung heben kann. Sind zwey 
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derſelben unmöglich, fo können A und B nur einen mögli⸗ 
chen Werth haben, wenn auch alle drey Werthe von y 


- möglich find. In vier unter.den fechs quadratifchen Gleis 
chungen ift eine Wurzel möglich „ Die andere unmeglich, 


das erſtere dadurch, daß fich das unmögliche bey der Ente 


wickelung der Wurzelgrößen hebt, das andere dadurch, 
daß diefes nicht gefchieht. In einer der quadratifchen 
Gleichungen nur find beide Wurzeln möglih, fo wie in - 
einer beide unmöglih. Sind alle vier Wurzeln der bie, 
quadratifchen Gleichung unmöglih, fo Fann feine der 
ſechs quadratiſchen Gleichungen mögliche Wurzeln haben. 


98. Exempel J. Es ſey 
xt = 220xt m 240x - 8064 o 
ſo iſt b=-+ 220 ;c=—2%0 ; d= — 8064, 
und die Huͤlfsgleichung 
gy° 8809* — 64512 — 7153920 — 0, 
oder U | 
y3 + tıoy? — 8064y — 89426 6, 
Ohne diefe Gleichung nach den Negeln der Kunft zu be 
handeln fuche man die pofitive Wurzeldurch Vergleichung 
je zweyer entgegengeſetzten Glieder zu entdecken. Das erſte 
und dritte giebt y nahe — 903 das zweyte und vierte eben: 
falls. Verſucht man + 90, fo iſt dies wirklich eine Wur⸗ 
zel. Dun laßt fich die Gleichung durch) y— 90 dividie 
ren, und der Quotient iſt eine quadratifche Gleichung, des 
ren Wurzelt — 108 und —92 find. Die drey Werthe 
von y find alfo, +90 5; — 925; — 108. Nimmt man 
y=-+ 90, ſo ift a* 400 ,un A= +20 Ser: 
ner BP + 36, und B=F 6. Zu benerfen ift, daß 
wegen des negativen Werthes von c die beiden, A, B, 
entgegengefegte Vorzeichen Haben. Wir befommen nun 
wegen der doppelten Werthe von A und B die beiden Glei⸗ 
chungen, = | | 
x — 20x — — 96 
x⸗ 4 20x — — 34 


/ 


\ 
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Die Wurzeln der erſtern Gleichung find -F 10 +25 der 
zweyten, — 10 +4 Die Wurzeln der biquadratiſchen 


Gleichung find eben diefe, Ba +12; +85; —6; 


— 14. 


dungen 
x? — 6x +4 72, 
x +- 6x — + 112, 
deren erftere die Wurzeln +ı2, —6 ; die andere bie 


Wurzeln +8; — 14 hat. - 
Exempel II. Die vorgegebene Gleichung fey 


xt ı6x-+ I2. 


Nimmt man y *— 92, ſo entfeßen die Gleis 


Hier if b=o;c=+ı6;d=+ ı2. ———— 


I gleichung iſt 


8y84 965 — 256=0. 
Diefe Gleichung hat. nur eine mögliche Wurzel — 


Es iſt — —42 ; B X4, und die beiden quad 
ſchen Gleichungen ſind, 


L x—:x=2; II. — 


Die Wurzeln der eritern find 1 + V3 5 der zweyten, 


z 


—1+V—5, welde vier Wurzein der LI 


zukommen, | 
Methode des Deseartes. 
99. Descartes hat zuerſt in feiner Geometrie‘, 


3. Buch, gerwiefen, wie eine biquadratiſche Gleichung in 
zwey quadratifche zerfällt werden Fönne. Er zeigt aber 


nicht , wie man die Corfficienten in diefen finde, fondern - 


fest fie one Erläuterung hin. Lambert hat in feinen 
Beyträgen zum Gebrauche der Marhematif, 2 Th. Art. 
VII dieſe Merhode vorgefragen, aber den Zufammen: 
bang der Hülfsgleichung mit der sr ea erklärt, 
welches ich hier thun werde. 
100. Die gegebene Gleichung fey 
x Axs -ichC=o, 
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wo A, B, C auch negativ ſeyn können, und es zum Theil 
oder alle ſind, wenn x einen poſitiven Werth hat. Iſt 
x + Ax? + Bx + C=(x’+ax+b) (x - ax 4 0), 
fo müffen a, b, c mögliche Werthe erhalten. Dieſe 
follen nun aus den gegebenen Größen, A, B, ©, herge⸗ 
. leitet werden: - Das Product entwickelt ift Ä | 

x+(b+0—a’) x’+(ac—ab)x+ bc. 
Alſo iſt u J— 
ASb C—a ; B=a-—ab; 
C= bc. 


x j » B u | 
Hier itb+c= Aa’, und c-b=—-, 
B W B 
eloae=A+— + a, und ıb=A— — daR. 


— | | | * 
Nunmehr iſt ‚abe, oder 40 At ⸗- = +2Aat ta, 


oder 
as 4 24a (A— 40) aꝰ — Bo. 
Dieſes iſt eine cubiſche Gleichung für. a. Sind 
alle drey Wurzeln möglich, fo find fie, wegen des Glie⸗ 
des — B°, entweder alle drey, (wenn A negativ und 
A® > 40 ift) oder eine poſitiv, zufolge (58.). Die Vors 
‚zeichen des zweyten und dritten Gliedes mögen auch — 
fenn. Iſt nur eine Wurzel möglich, fo ift diefe poſitiv. 
Denn da. der Werth der Gleichung für a=o iſt — Be, 
und für ein hinlänglich großes pofitive a pofitiv wird, fo . 
gefchieht der Übergang von dem negativen Werthe zum 
poſitiven für ein pofitives aa. In beiden Fällen ift alfo 
a eine mögliche Größe, daher auch b und e mögliche 
Werthe befommen, und die biquadrafifche Gleichung Tape 
fich in zwey quadrafifche Factoren zerfallen. — 
101. Die biquadratiſche Gleichung habe vier mög⸗ 
liche Wurzeln, p, q, 7, s, pofifive oder negative, ſo 
‚bat fie ‚vier mögliche einfache Factoren, —p; x — 45 
x—r3 x 5. Je zwey von diefen geben den einen. 


— 
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quadratiſchen Factor, und die beiden übrigen den andern, 
Daher hat in dem Factor x? — ax o der Coefficient a 


einen der fechs Werbe, p+gsp+trsp+s; g+7r; 
g+s;r+s, undes wird für a eine Gleichung vom 
fecviten Grade gefunden. Weil aber, wegen des fehlene 
den zweyten Gliedes in der biquadratifchen Gleichung, 
ptg+trr+s=o if, fo find drey jener Werthe von 


a vi andern gleich und entdegengefegt, und daher har a 


drey pofitive, und drey eben fo große negative Werthe, 
und aa wird durch eine cubifche Gleichung gegeben, vie 
in diefem Falle drey mögliche pofitive ROT: als Wer⸗ 
the von aa, hat. 


102, Die biquabratifche Gleichung Gabe zwey möge ' 
liche Wurzeln, p, q, und zwey unmsgliche, r, s. Die 


letztern haben die Sormm-+-ny-ı und m-nyY-ı1, 
‚ deren Summe, zm, möglich if. Dun find für a nur 


zwey mögliche Werthe P q und 2m = r-+s vorhans 
den, da die andern vier Werthe eine unmögliche Größe, 
nyY—ı, enthalten, : Jene beiven Werthe find gleuh 

und enfgegengefet. Die eubiſche Gleichung für aa hat 
in diefem Salle nur eine mögliche pofitive Wurzel, 


103. Die biguadratiſche Gleichung habe vier un⸗ 
mögliche Wurzeln. In dieſem Kalle werden ihre Faeto— 
ren x? * ax b und xꝰ — ax-+ c durch feinen mögli— 
chen Werth von x auf 0 gebracht, oder, die Gleichun— 
gen x Pax4-bo0o und x -ax +0 haben unmög⸗ 
liche Wurzeln. Die Wurzeln jener bejeichne man durch 
a+BV —ı, die Rurzeln diefer durch y+iV—ı. 
Die Öumme derfelben ift —o, wie die Summe bon vier 
möglichen Wurzeln, alſo æ + y=o, Nimmt man nun 


“je zwey zufammen, fo find die Gombinarionen, I. 2a; 


1.@+$)vV —1; IL(B-Ö)V -1; IV.ö-B)V-1; 
Vv—B+ö)y-ı;5 VL y=—- 20, Diefes find 
Die ſechs Werthe von a. Die Quadrate von I. und VL, 
find fich gleich und pofitiv; die Quadrate von IL. und V. 


ſind fich gleich, aber beide negativ; fo auch die Quadrate 


von II, und IV, Die cubiſche Gleichung für a? bat 
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nun drey mögliche Wurzeln, 40°; - (+ 3;-(8-5)°. 
Da zwey derſelben negativ find, fo hat a nur zwey mög: 
liche, entgegengefegte , ‚gleiche Werthe. 


104. Iſt nun a gefunden, ſo hat man die qua⸗ 
dratiſchen Gleichungen, x Faxt+b=o, um 
x — ax+c= 0, aufjulöfen, welche die Wurzeln 
der biquadratifchen enthalten. Aus der erften ift 

| x—=—t}arV (Za-b) | 
aus der zweyten N 
x— + ta + V-($e-c) 


B 
Es iſt 1 — — — A-4a, 
| aa“ 
1 2 — — — — — J— nn = 
za c er A za 


Dieſe Größen müffen möglich und poſitib ſeyn, wenn x 
möglich ſeyn ſoll. 


105. Erempel. Die Gleichung /x- 220%° + 240x 
+8064 =, aufjulöfen. | 

Die cubifche Gleichung ift a —4402* + 16144a® 
— 57600 —o. Man fuhe die Wurzeln diefer Gleis 
hung durch Vergleichung je zweyer entgegengefegter Glies 
ver. Erſtlich feße-man, daß 16144 a* efwas großer als 
57600 fey, fo ift a? etiwa +4. Diefen Werth verfucht, ' 
findet fih, daß +4 eine Wurzel if, Dun läßt fih die 
Gleichung durch a? — 4 dividiren, umd dadurch auf eine 
quadrarifche herabſetzen. Die Wurzeln diefer Gleichung 
find +36 und +400, einerlen mit ben beiden Übrigen 
Wurzeln der eubifchen Gleichung , außer der Wurzel 4 4. 
Rimmt man a —4, fo it b= — 168, und c=—48, 
und die beiden quadrarifchen Gleichungen find, x? + 2X 
— 168 = 0; und x? — 2x — 480. Die Wurzeln 
jener find 4P12 und — 143 bie Wurzeln diefer +8 und 
—. 6. Diefe vier Wurzeln find demnach bie Wurzeln der 
vorgegebenen biquadratiſchen Gleichung. 
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Setzt man aa + 36, fo iſt b —— 1125 c= 
— 72 5; x2 H6x— 112 03; und X?-6x-7amo. 
Die Wurzeln Ber erftern Gleichung find +8 und — 14; 
der zweyten +12 und — 6. 
Setzt man aa + 400, fit b= + 8435 
C==+96 5; x?+20%4+84 =o; und x? — 20X 
+96=o. Jene Gleichung har die Wurzeln 6; 
— al Kia EB | 


Eulers Aufiöfung biquadratifher Gleichungen. 


106. Euler bat in einer Abhandlung: Conje- 
ctatio de formis radicum aegnationum, Comm. 
Petrop vet. T. VI. eine Aufloſung biquadratifcher. Glei⸗ 
chungen gelehrt, die von dem Verfahren ben cubifchen 
Gleichungen hergeleirer it. Sie beiteht darın, die Wurs 
zeln aus dren Stücken, und zwar Onadranvirjeln, zu⸗ 
ſammen zu ſetzen. In Eulers Algebra, 2 Th. 1. Abſchn. 


15. Cap, iſt fie. auch vorgetragen. 


107. Es ſx — VPSVq 4 Vr, wo x die 
Wurzeln der Gleichung bedeutet, und p, q, r, Größen 


find, woraus die Coeffiiienten zufanmengefeßt werden 
ſollen, hier aber nicht Purzeln der Gleichung ‚ tie oben, 
bedeuten. Es ift. 
 „ x’=p+qg+r+2Vpd4+ 2Vpr+2Var 
Munfeseprg+r—=f, fit 
* f2VpgraVpr +2Var. 
und quadrirt 
x - 2fxꝰ LP —gpghapr tagt. 
| +aprar+ sv pıgr 4 8Vpqrr. 
| — ſetze pa +pr+- gr == g, undpgr=h, ſo iſt 
— 2fx?2 4f? = 4548 (Vp+Vga+Vr)Vh, 
* xt— ofx?—gxYh+f?—u4g=o. 
| Wird diefe Gleichung mit einer gegebenen biquadras 
tifchen Gleichung , worin der zweyte Terminußfehlt, vers 
glichen, fowerden f, g, h durch die Coefficienten in der: 


% 
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—1 


ſelben beſtimmt; es iſt alſo noch nöthig p,q, r aus f, 


&, h herzuleiten. Da f die Summe derſelben, g die 


Summe der Binionen, nnd h dns Product aller drey iſt, 


fo find p, q, r die Wurzeln einer cubifchen Gleichung, 


in welcher die Eoefficienten f, g, h, find, namlich ver _ 
Gleichung, - J 


y-fy⸗ +ey—h — % 


Sind num die Wurzefn diefer Gleichung gefunden, fo wer⸗ 


ben daraus die Wurzeln der biquadrarifchen hergeleitet. 


108, Es ſepy die gegebene biquadratifche Gleihung 
—a "—bx+tc=o, | | 


wo um der bequemen Vergleichung willen die Vorzeichen. 


diefelden mit Denen in der Vorher aus der angenommenen 
Form der Mirzel hergeleiteten Gleichung find. Man laffe 


f—=3%a. I.gyh=b,alfo h= %b®. IILf? -„g=c, 


„beide Gleichungen diefelben fenn, fo ift I. 2f—a, und 


alſo g=; (f? —.c), oder gs iga? — 6. Solcher⸗ Y 


geſtalt iſt die eubiſche Hülfsgleihung, ys — Jay? 
+3(4aa— c)y— „u b?=o,und es kommt nur dar⸗ 
auf any die Wurzeln verfelben zu finden, 


Br 109. Da die Wurzeln ausp, q, r ſowohl ne⸗ 
gativ als poſitiv ſeyn können, fo laſſen ſich aus p; 


+Vq 5 xXVr acht verſchiedene Summen machen, wos 
von aber in jedem Falle nur vier Statt finden, aus fol- 
gendem Grunde. Wenn-in der biquadratifchen Gleichung 
der Coefficient von.x das Vorzeichen — hat, fo iſt Yh 
oder Yp-V’4. Vr. poſitiv, alfo find die vier Wurzeln 
der biquadratifchen Gleichung H+Yp+Vg+YVr, und 
— VP+VqgFVr Hat aber derfelbe Coefficient das 


-  Borjeichen +, fo ıft V’h.negativ, alfo find die vier Wurz 


zeln +Vvp+VgqsYTr, und —VYp+YVg+tvr.: 
Hat die eubifche Gleichung drey mögliche pofitive 
Wurzeln, fo hat die biquadrarifche vier mögliche Wurzeln. 


Sind unter den drey möglichen Wurzeln jenet negarive 


vorhanden, ſo find alle vier Wurzeln der biquadratifchen 
Gleichung unmöglich. Hat die cubiſche Gleichung unmög⸗ 


er 
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liche Wurzeln, fo hat die biquadratiſche zwey berglei- 
chen. Denn die einzige mögliche Wurzel, p, der eubis 
fehen Gleichung ift pofitiv , wegen des Bliedes h, welches 
immer pofitiv (24 b?) ift, nach der fehon in (Too) ges 
machten Bemerfung. Alfo ift Vp eine mögliche Größe. 
Das Unmögliche in der Summe der Wurzeln aus den beis 
den andern +Vq + Vr, bebt fi, aber nicht in dem 
Unterfchiede "verfelben , +VqaFVr, da die Summe 
g-+r, eine mögliche Größe iſt, aber nicht ihr Linterfchied. 
Daher har die biquadratifche Gleichung zwey mögliche 
Wurzel n. 


110. Exempel.x — 2204 4240x 48064 0. 
Hier it f—= 1105 h=900; g=ı1009, Die cubiſche 
Hülfsgleichung ift 

y®’— ı10y? 2. 10097900 o 

Diefe hat drey poſitive Wurzeln, wenn alle möglich find. 
Sucht man die Fleinfte, fo giebt die Vergleichung ber beis 
den legten Zerminorum für ynahe 41. Werfucht man 
Diefen Werth, fo ift eine Wurzel —+ 1. Die Summe 
Der beiden übrigen iſt — 109; ihr — —900, Dieſe 
ſind alſo — + — — * * * —, das iſt + 100 
und +9. Die Warzai der Siquabratifiien Gleichung 
- find, wegen des Vorzeichens + in dem Öliede, +240x, 
+1+3—-1=5— 6 
1-3 +1 =+3 
—1+3+10=7 12 
—1 — 3— 10 — 14. 


Br! ngs Methode zur Auf oͤſung biguodratiſchet 
Gleichungen. 
1rir. Waring hat in den philoſophical Trans- 


actions, 179, für die Wurzeln der Gleichungen eine 
Form angegeben, die er für allgemein Hält. Hier folge 
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die Anwendung, die er auf biquadratiſche Gleichungen 
macht, unabhaͤngig von der allgemeinen Form, mit eini⸗ 
gen Zuſahen. 
| 112. Die Wurzel ı einer folchen Gleichung werde 
en > Stücken guſammengeſeht, naͤmlich s=p +9+n, 
o i | 
= pP 4pẽ q + Apr 

+. +4®p +4 Pr 

+ 7% +4 p +4r’q 

+ 6 p’q? + 6p? r? + 6 q?r? 

+ 12p’qr + 22q?pr + ı2r?pqg, 
nämlich alle Sombinationen mir Wiederholungen aus dem 
drey Größen p, q, r, mit den als Factoren zugefügten 
Verfegungszahlen. S. Combination (33.), und polynos 
mifcher Lehrſatz. 

Dieſe Partialproduete theile man in drey Theile, 

ein Produet A aus p+q +-r in dreyeintheilige Rartoren, 
ein Product B aus (p+q+r)? in zwey folche Kactoren, 
und einen Reſt C, umx und x? in den Werth von x* 
zu bringen. Diefes kann auf mehr als eine Art gefchehen. 
Es fey | 
A=(4p®r+4q°r) (p+q4-+r) 
BZ (4pq4+ 2°) p+atN% 


fo iſt 

c=pPrdrrpgt—sptat, 
oder 

c=(pr+q? 2 —apQ®, 
und es ", 


= (4pq +2r?)x? +4r(p? +q?)x 
+(p? +4)? — @?— 2pq)?. 
112, Die gegebene Gleichung fey 
| | x+ — ax? ıbrx.c, 
mit jener Normalgleichung identifch, fo iſt 
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a — 4pq 4 2r’; b=yr(p +9g'); 

c=(pP+q?)’ - (r— 2pq)ꝛ. 
Hieraus ergiebt ſich ——— 
Aa 2 — 2 
| er (2r2?—3a)?, 
| ‚und daraus für r die Gleichung 
6 - Zar + (za? +Hic)? — Lb?=o. 

Die beiden andern Theile, p, q, der Wurzel x Gaben 
eine andere Nelation zu den gegebenen Größen a, b, c, 
und müſſen daher durch eine andere Gleichung, als die 
für r, gefunden werden. Sie felbit haben einerley Nelas 
lation gegen die Eoefficienten, a, b, c, und werden da—⸗ 
her dürch einerley Gleichung gefunden, Zu jedem Werrhe 
von r gehört ein Werth von p und von q. Bezeichnet 
man diefe überhaupt durch y, fo wird die Gleichung für y 
auf den zwölften Grad fteigen müſſen, um ſowohl die fechs 
Merthe von p als die von q darzuftellen. 

ft r gefunden, fo werden p und q durch die Gleis 
chungen, p —4a—ir®, und p? 2 = |. 


beſtimmt. Es fen, um abzufärzen, zpq = a;p? 4 — 


ſo iſt 
p44* + V(&+«) 
p-q=+t VR—a), 
woraus p und q einzeln bekannt werden. 
Zwey gleiche aber entgegengeſetzte Werthe von r 
mit dem zugehörigen Doppelwerthe von p + q verbunden 
- geben die vier Wurzeln der biquadratifchen Gleichung. 


114. Exempel. Es fey x — 220x? + 240x 
Sb 8064 = o, fo ift die Gleichung für r, | 
rd — 1ror® + 10097? — 900 —o. 

"Die Werthe bon r find +15 +95 + 100. Das erſte | 
Paar giebt p? +q? = + 605 2pq = + 109. Alſo 
ftptq= +V(+60-+ 109), al au +13 

und +7, und die Wurzeln x find 
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+7tr1=+83 +n—-ı=+172: 
_— 7 t1=—6 — B—-1IZz—Ig 
Die andern beiden Werte von r geben diefelben Wur— 
zeln x, 
115. Zu diefer und zugleich zu der Eulerifchen 
Methode diene als Benfpiel noch eine Pe mit zwey 
unmöglichen Wurzeln, 
XL 14xa - 40x Im, 
Hieraus entſteht die Huͤlfsgleichung, 
+7 +7 —easoo. — 
Ein I Wurzeln diefer Gleichung ift + 1. Da a 
—143 b=+40, ſo iſt ep 8; p FQ—=+ 05 
PFIAXVCX 10 — 8), und die vier Werthe von x 
ſind, 
| 4Vr+ı ; +3Vo3—ı 
—-V2+ı 3; —ıV—2—ı 
116. Die Bleichung für r? ift dieſelbe mir der ind 
der Eulerifchen Auflöfung gefundenen für y, wenn man . 
r? für y ſetzt, und das Vorzeichen von c ändert, Denn 
die Wurzeln jener Gleichung find die Quadrate von den 
heilen, in welche die Wurzeln der biquadratifchen zer- 
lege find. Aber fie gile nicht für die andern beiden Theile 
p, q, der Wurzel x. Die Eoefficienten iu der biquas 
Dratifchen Normalgleichung find nach der Eulerifchen Note 
malgleichung anders PER: gefegt, als nach der Wa⸗ 
om: 


117. Die Zerfällung von = (p+gq+r)* 
läßt fich auch folgendergeftalt vornehmen , | 
x#t—=6(pP +Q Hr) —g (P+gQ?’+r)x 
—3(pP+gqQ’+r)’ 6 (p+gt+n) 
Diefe wird aus den Kormeln für die Combinarionen und 
Summen der Potenzen von den combinirten Größen 
(Art. Sombination, 43.) leicht hergeleitet, durch Weg: 
Ihaffınng der Combinationen B und C. Die Combina⸗ 
tion n jeher =o, ' 
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118. Aufg. Es iſt gegeben die Summe von vier 
Größen ‚ die in geometriſcher Progreffion find, und die 
Summe ihrer Quadrate, die Größem zu finden, 

Aufl. Es fey das erfte Glied —x, der Erponene 
u; die Summe der Glieder =a ; die Summe der 
Quadrate —=b’, fo iſt | 

I. x (iıtu tw+u) a - 
| I. x’(ı$w+u?!+u°)— be. | 
Man multiplieire bie erſte Gleichung durch ı—u, bie 
‘. andere durh 1 —u?, fo ift 

II. x (r—ut!)=a (r—u) 

IV 2 ((—wW)=b(i—u * 

Durch die Diviſion wird 


V. x(14W) = (140) 
at — — 14u 


1 — u a i—u 
ıtut , 
ı+zu+2u’+2u+u a 
14 u b°’ 


VOL — ——— — vb 


zu + 2u’ + 2u? 
Man fege — ne =.0, fo ift | 
IX, ut — cu? — cu? — a+ıT u 
Diefe ‚Sleihung aufzulofen ift die Zerfällung derfelben in 
zwey Factoren der bequemſte Weg. Man ſetze 
ut — cuꝰ - cu’ — cut+t= 
w:—mu+1) (wW+nu+ 1); 
fifim—n=c, und mn =c+. 
Alfo ift (34.) 
m=$c4Vder+ct2) 
nNZ-30+V(46'+c+2) 


VL 





% 
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Die biquadratiſche Gleichung wird = o, wenn der 
eine oder der andere ihrer beiden Kactoren — o iſt. Setzt 
mon u? — mu +ı 0, ſo iſt u — Im 7 
Vi4m’— 1). Wird u? Pnu 1 eo gefegt;,. fo if 
u — — In V(In — 1) Diefe find die vier. Wur⸗ 
zeln der Gleichung für u. Sollen ſie alle vier möglich ſeyn, 
ſo muß ſowohl m? als n® größer als 4 ſeyn. 

Es iſt abern⸗ +0 +2 —cVitc’+c+2), 
alfo m —4=c Gce+r)—2— coV(dce+N’+r) 

Diefes ift offenbar eine negative Größe, da die Wurzelgröf: 
ſe größer als 3 c + 1 ifl. 
& Die Sleihung für u hat alfo immer wenigſtens zwen 
unmögliche Wurzeln. Die möglichen , wenn ſolche vorhans 


den find, find in dem Kactor u — mu-+ 1, wenn ders . 


felbe = o gefegt wird, enthalten. 

Das Product der beiden. möglichen Wurzeln, 
zm+V (jm’— 1) und m — y(jm — 1) if 
ap eben fo wie das Producer der beiven unmöglichen 
Wurzeln; das Product aller iſt — + ı,, gleidy dem geges 
benen Hliede der Gleichung. Iſt die eine mögliche Wur⸗ 


I 
self, fo ift die andere — 73 eben fo mit den uns 


möglichen. Die eine iſt das reeiprofe der andern, Da 
‚ber heißt die Gleichung eine veciprofe. Setzt man in 


derfelben — ſtatt u, und multiplicirt alle Glieder mi 2,' 


fo erhält man diefelbe Gleichung wie für u. 
Die Duplicirät und Reciprocitaͤt ver möglichen Wurs 
zel entitehr daher, daß man in einer Neiße 


den Erponenten e umkehren muß, — ſtatt e nehmen, 


wenn bie. Glieder in entgegengefee Folge genommen 
werden. 

Nachdem u gefunden iſt, wird x mittelſt der Gleis 
chung I, bekannt, oder auch durch die aus I, und IX, her⸗ 
geleitere Gleichung, , 

(2 + )x=(t +c)a—au 


_ 
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Es ift namlich 
x(wW+uW+u Hu)=au, 

und 
| x(ut— ca’ = cW—cu+L!I)=o 
alfo Ä . 
(+ c)(W+W+u)x—x=au 
Die Gleichung I. duch ı + c multiplicirt ift 
.(ıite)(W+w+tu)x+(ıte)x=(ıte)a 
folglich itt 
(ato)xtx=(rtce)a—au, 


oder 
saa _ aa+bb 
aa-bb es ren 


119. Aufg. Es iſt gegeben die Summe von fünf 
‚ Größen, die in geometrifcher Progreflion find, und die 
Summe ihrer Duadrate, die Größen zu finden. 
Aufl. Es fey das erfte Glied — x, der Erponent 
— u, die Summe der Glieder S a, die Summe ihrer 
Quadrate = b?, fo ift 
I x cı +u +W+W+ ut) =a 
II. x(ıtW+wW+twW+ru)=b‘ 
Auf gleiche Art wie in (1 18.) wirb erhalten 
| 1 — us- ® ı zu 
| i-w tt a au‘ 
Man dividire die Zahler durch 1 + u, die Mennet u | 
1 — u, fo entiteht ‚ 
T-utW— ur + bb 
ıizuru: Tu“ aa 
Hieraus ift J | 
1 ı+wWrut _ aa +bb 
| | ut aa—b b' 
Br aa+ bb 
Es ſey — 5* ſo iR 


aa 
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| ut — cu ut -cutıme 
Zerlegt man dieſe Gleichung in die F Factoren (u? — mi-+r) 
(u? + nu + 1, piim—n=.c; mn=1ı, alfo 
1 IctHvVie +.1)-. 


n=—3e+VG+N 
ind. die bier Wurzeln find 


1 im + Ve mn is) 
w=-;nr:Vd nn — ı). | 
Dann Zoo Hi—cy(gc+tr),. 
äfonn— 4 = ct—ı—cy (Fcc-+ ı) 


fo ift das zweyte Paar Wurzeln unmöglich. 


120. Mach diefer Methode kann man die Aufgaben 
in (118. 119.) für jede Anzahl von Größen auflöoſen. 
&s fey allgemein 
| L»x (i -F ut IRRE ur) —e 4 

I x(r+u+ ut... + um) be 


ind für ei — 2bb 
ind für ein gerade — — zzc 
ein gerades T, er . 
fo iſt | | 
u’ cu’mi —cu!”! — — — 10: 
| bb 
Für ein ungerades r fey "Io >= G 


ſo iſt F 
ui — Lu. _cW+HW—cütımo; 
| 121. Bon den beiden Aufgaben in (118,119.) 
find in den Anfangsgründen der Algebra don Gaunder- 
‘ fon, am Ende des erften Theils andere Auflöfungen anzu— 
treffen, die aber daſelbſt (pag. 260 — 263. der franzofiz 
fhen Überfegung) vier Geiten groß Quart einnehmen, 
Zur Erläuterung der Theorie der Gleichungen und zur 
Übung im Rechnen find diefe Aufgaben nüglıdy, 


122; Man fieht aus der Hier geführten Rech⸗ 
nung ſehr gut ein, wie die — der Coefficten⸗ 
| DD 


* 


{ 
& 


418 Gleichung 


ten eine Urſache iſt, daß die Gleichung auf einen N Grad 
fteige, der höher ift, als die Anzahl der gefuchren Größen, 
wenn die Irrationalität gehoben wird, In beiden Aufs 
gaben läßt die Natur derfelden nur zwey mogliche Werthe 
der gefuchten Größe zu, aber die Gleichung für diefe bei- 
den Werthe hat irrationale Coefficienten. Wird fie mit 
einem gewillen Factor multiplieire, fo erhält nran zwar 
rationale Coefficienten, aber zugleich unmögliche Wur⸗ 
zeln. | 


V. Bon den höhern Gleichungen. 


123. Die frühzeitige Entdeckung der Methoden 
zur Auflöfung der Gleichungen vom dritten und vierten 
Grade ließ hoffen, daß man mit der Zeit auch Mitrel zur _ 
Auflöfung höherer Gleichungen finden würde. Allein in 
einem Zeitraume von mehr als zweyhundert Jahren iſt 
alle Bemühung hierin vergeblich gemefen. Man hat die 
Eigenfchaften der Gleichungen vollftandiger, allgemeiner 
"und beftimmter fennen gelernt ‚ ift aber dadurch nicht zur - 
Auflöfung der Gleichungen in allgemeinen endlichen Aus: 
drücken gelangt. Die Eintwickelung der Wurzeln durch 

unendliche Reihen, oder durch Kettenbrüche, welche die 
Analyfis lehrt, die "Anwendung der rücklaufenden Reihen, 
die Hülfsmittel, welche die Differentialrechnung an die 
Hand giebt, find in manchen Fällen brauchbar, aber nicht 
zur Entdeckung aller Wurzeln einer Gleichung in allen 
allen geeignet. Zur Auflsfung der Gleichungen vom 
dritten und vierten Grade find nach den Merhoden der 
„ italienifchen Algebraijten im 16ten Jahrhundert noch. an: 
dere gefunden; allein diefe fcheinen auf Höhere Gleichungen 
nicht. anwendbar zu — ſo daß die Gleichungen vom 
vierten Grade der allgemeinen Auflöſung die Gränze ſetzen. 
Sind die Coefficienten in Zahlen gegeben, fo kann es 
mühſam feyn, die möglichen Wurzeln einer Gleichung alle 
zu finden, es iſt aber doch immer möglich, 


124. Eigentlich find es nur die Gleichungen von 
erften und zweyten Grade, von welchen die Wurzeln 
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unmittelbar durch Die gegebenen Größen vollſtändig aus« 
gedruckt werden. Bey den eubifchen Gleichungen if die⸗ 
fes nur in dem. alle einer einzigen" möglichen Wurzel 
tbunlih. Bey drey möglichen Wurzeln ift die Formel, 
welche fie darfteflt; ſcheinbar unmöglich. (76.).. Formelu 
für jede-derfelben fegen eine eubifche Gleichung voraus, die 
ebenfalls drey möglihe Wurzeln hat (77.). Bey den 
Gleichungen vom vierten Grade werden die Wurzeln nur 
- mittelbar duch) die Wulzeln einer Gleichung vom dritten 


* 


Grade gegeben. | | Ä 
. 125. Damit man das bisherige Verfahren zur Auf⸗ 
(fung der Gleichungen im allgemeinen überſehe, und die 
Schwierigfeiten bey der Anwendung auf Höhere. Gleichuns 
gen dadurch begreife, wird es gur feyn, die Merhoden in 
der. Kürze darzuftellen. _ | 
Es fommt darauf.an, tif. der gefuchfen Größe, x; 
eine andere „ gleichfalls unbefannte, y, in Verbindung zu 
bringen, aus der gegebenen Gleichung und ‚der angenoms 
menen. zwiſchen x und y die erftere wegzuſchaffen, und 
eine Gleichung für y zu erhalten, die fich auflöfen laffe, 
worauf man aus der Gleichung zwiſchen x und y bie 
Werthe von x herleitet. Die Gleichung für y nenne 
man die Hulfsgleichung, die zwifchen x und y vie 
vermittelnde Gleihung. Jene nenne man auch 
die reducirte Gleihung, und diefe die. Hülfsgleis 
hung. — 
126. Eine Gleichung vom zwehten Grabe, 
xx— ax b oO, aufzulsſen, gebraucht man 
zwar nicht nothwendig eine Hülfsgleichung, allein man 
kann eine ſolche in gewiſſen Fällen mit Vortheil anwen⸗ 
den. Nämlich es ſey 
Xx5* a, 
yv+b—4aa-o 


so yz#+V@Ga—b), 
wodurch x gefunden wird, 


Bo Gteihins‘ 
127. Die eubifche Gleichung, 8 + bx—c=o, 
{ b or, 
aufzulöfen, fege man x—=y — — ſo iſt 
> . 


3 2 
ee 
ever y—cy?— zb’ =o, 
eine quadratifche für y?. Daraus wird erhalten 
B=$c+V(4®+35%5b). 
Man nehme ige das obere Vorzeichen, fo if 


1 


— — (VG +37b)—%e | 





weil überfaupt g — — iſt. Alſo iſt 


— zum — 
x=yV VG o * vy) +40 
f 3 * 8 . } 
— V (VG + Fr) — 20): 


Mimme man das andere Vorzeichen vor der Wur: 
zelgröße, fo erhält man denſelben Werth von x, (f. 72.). 

Vieta hat auf dieſe Art die eubifchen Gleichungen 
aufgelöfer, de emendatiöne aequationum, Cap. VER. 


2128. Zu der Auflöfung biquadratifcher Gleichun: 
gen, nach Ferrari's Methode (96:), wird zuerft die Hülfs⸗ 
gleichung für die eingeführte Größe y gefunden , und 
darauf die vermitfelnde zwifchen x und y. Dieſes rührt 
daher „ weil die Größe y fo beñimmt werden muß, daß 
dadurch der eine Theil der vorgegebenen Gleichung ein voll⸗ 
ſtändiges Quadrat werde, wie es der andere Theil dürch 
den Zuſatz von 2x4y* geworden iſt. ‚Die Re 
bene Gleichung fey | 

xt —bx®+ ex + d, 
fo ift die Hülfsgleichung 
| sy? +aby’+8dy-+ Sen 
und die vermittelnde Gleichung iſt gedoppelt, 
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pymrxV(eb+y)zV(d+y), 
wo die gleichnamigen Botzeichen gebraucht werden, wenn 
© pofifip ift, die ungleichnamigen in dem enrgegengefegten 
Kalle: Nenn die beiden Theile der vermittelnden Gleis 
chung quadrirt werden, ſo ergiebt fich durch Perdindung. 
mit den Hülfsgleichung die Gleichung für x. 


129. Wird die biquadratiſche Gleichung x4 + Axt 
+ Bx + C= on zwey Factoren zerlegt, nad) (109. ), 
fo. fübre diefes auf Die Hülfsgleichung, | 

+ 2A +ar— 40) y —B=o, 
und bie. vermittelnden Skicungen find, 


J B 
F ——— ch —— 


Ki die ee Eu . 
„“* ae, 
die vermittelnde Gleichung, 


‚s=vy+vy’+vy" | 
und. die drey Größen, y“, y’, y“, find die Burn 
‚ der eubifchen Hülfsgleichung, 

y— 3a + 5 " — 40) y — b 0. 
Dieſe Gleichung verwandelt ſich in die vorhergehende 
(129.), wenn für y geſetzt wird Zy*, und bie Coefficien⸗ 
ten gehörig vertauſcht werden a mit — A; b mit — B 
und c mit C, 


: 130% Man nehme zur Hülfsgleichung die quadrati⸗ 
fhe, y — m yta=o, und zur vermittelmden Die 
quadratifche, x? — pxy-+qg=o, feße aus dieſer 
in jene. den Werth =; y, ſo erhält man die —— 
dratiſche, 


Kt—mpa° + (np? + 2) —mpgx + g’=o. 

Diefe Gleichung ift Feine allgemeine, weil von den 

Eoeffisienten des zweyten, vierten und fünften Gliedes 
einer derch die beiden andern beſtimmt wird. 
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Wenn g=rift, fo iſt die Gleichung eine vecis 
profe, dergleichen in (118. 119.) vorgefommen find, 

131. Die Auflöſung höherer Gleichungen wird, wie 
man aus dem Verfahren für die niebrigern bis zur vierten 
fließen mag, auf die Erfindung zweyer Gleichungen, 
einer zwifshen der geſuchten x und der neben eingeführten 
y, und einer Öleihung für y allein ankommen. Die 
Schwierigfeit iſt nur eine Hülfsgleichung zu erhalten, die 
niedriger ift als die vorgegebene, oder die, wenn fie auf 
einen höhern rad fteigt, eine niedrigere Gleichung in Rück⸗ 
ſicht einer Potenz ver unbefannten Größe ſey. Die vers 
mittelnde Gleichung, fie mag nun einfach, oder dur die 
Deränderung der Vorzeichen pielfach feyn, muß durd die 
verfchiedgnen Werthe von y alle Werrhe der Wurzeln x 
geben. "Die Mienge der Eombinationen, die bier bey hö⸗— 
hern Gleichungen möglid find, mag auch diefe Gleihung 
auf einen hoben Grad bringen. 


132. Tfehirnhaufen hat in ben Actis Erud, 
für 1683 eine Methode angegeben, wodurch aus ver 
Hülfsgleihung fo viele Glieder weggefchafft werden koͤn⸗ 
nen, als man will, fo daß fie eine quadratifche werde, oder 
einer folchen gleichgültig fen, oder gar nur eine zwenglies 
Drige werde. Allein dazu wird oft die Auflofung von 
Gleichungen eines höhern Grades, als die gegebene ifk, 
‚erfordert. Daher iſt die Merhode für Gleichungen über 
den vierten Grad nicht brauchbar, und felbft für die Glei— 
ungen vom dritten und vierten Grade iſt fie viel beſchwer⸗ 
licher als die andern Auflsfungsarten. 


. 133. Man fege nämlich -in einer für x gegebenen 
Gleichung x =m-+y, wo m eine noch unbeftimmte 
Größe ift, fo erhält man eine fransformirte Gleihung 
“füry, in welcher manm fo beftimmen Fann, daf.einer der 
Eovefficienten Null werde. SeßtmanX®—=mx-+n+ty, 
fo fann man durch gehörige Beſtimmung von m und n 
zwey Eoefficienten auf Mull bringen, oder zwey Glieder 
wegſchaffen. Set mn? = mx" +nx+prYy 
fo laſſen fih m, n, p ſo annehmen, daß drey Glieder der 


Pr 
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transformirten Gleichung wegfallen. Auß dieſe Art könnte 
man die Hülfsgleichung für y zu einer zweygliedrigen ma⸗ 
chen, wenn nicht die Beſtimmung der Coefficienten in der 
Bleichung zwiſchen x und y zu große Schwierigkeiten ent⸗ 
gegenſetzte. Die Gleichung für y —J auf eben den Grad, 
bon welchem die für x gegebene iſt. Denn in der vermit— 
telnden Gleichung kann für x jede der Wurzeln ber geges 
benen Gleichung genommen werden, daher y eben fo. viele 
Werthe hat. Durch die Transformation gewinnt man 
alfo nichts, „wenn. nicht zugleich die Auflöfung durch die 
Weofchaffung mehrerer Glieder erleichtert wird. 
134. Es ſey z. B. die gegebene Gleichung 
Ra 
die ie vermitteln, Ä | 
x—=mx-+n-+'y. 
Durch die Elimination von x gelangt man zu. einer Gleis 
hung für y von ber Form, | 
Y+Py+Qy+R=o 
In dieſer enthaͤlt der Coefficient P die erſten Don 
tenzen von m und nz; Q die zweyten und erften nebft dent 
Produrte mn; R bie dritten, zweyten und exſten Poten⸗ 
zen nebſt den Producten mn, mn? und mm, wozu in 
allen dreyen noch gegebene Svefficienten a, b, c, kommen. 
Sollen num, P und, Q jedes = o ſeyn, damit yꝰ = —R, 


oder y— v — R werde, fo hat man, um m und m zu 
finden, eine Gleichung som erſten und. eine vom zweyten 
Grade aufjulsfen. Sind diefe beftimme, fo ift dadurch 
R befannt, alfo:y, und x wird durch die quadratifche Slei⸗ 
chung, x — mx +n + y, gefunden, 

135. Man ſieht, daß dieſe Aufloͤſung einer eubiſchen 
Gleichung viel beſchwerlicher iſt, als die gewöhnliche. 
Die Auflöfung einer biquadratiſchen iſt noch viel mühſa⸗ 
mer. La Grange, der über dieſe Methode ſehr tiefſinnige 
und belehrende Unterſuchungen in den Memoires de 
Y’Acad..de Berlin, 1770 et 1771. (überſetzt in Micjel« 
fens Theorie der Öleichungen) angeftellt Bat, ſagt, daß 
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die Rechnungen, welche nach Derfelben. bey Gleichungen 
vom fünften Grade.und böhern erfordert werden , fo lang. 
und verwickelt feyn würden, daß der unerfchrockenfte Rech⸗ 

ner davon ablaffen müßte. | 

Die Sudgleihung jur Beſtimmung der Eoehcienten 
m,n, etc. in der vermitteinden Gleichung kann fehr hoch 
ftigen.. Wenn die Hülfszlerchung für y vom ſaten Grade 
ift, und alle. Jwiſchenglieder weggeichafft werden follen, fo 
kann jene Endgleichung den EN 1,o.2:30.. (fe 1) 
erreichen. 

136. Man. fönnte, auch) in der, bermittelnben Glei⸗ 
chung y== o nehmen. Vereinigt. man nun dieſe und die 
gegebene Gleichung zu einer einzigen, durch Wegſchaf⸗ 
fung von x, fo kann man in dieſer Gleichung zwiſchen 
den gegebenen Coefficienten, a, b, c, etc. und den 
unbefimmmten m,.n, etc. von den Testern ale bis 
auf. einen ſo . bejtimmen, wie .es. jedesmahl am vor: 
theilhafteften ift, und dadurch in einzelnen Fällen zu einer 
Gleichung für x gelangen, die ſich bequemer auflöſen läßt, 

als die gegebene, Man muß. aber wohl bemerken, daß 
dieſe ſubſtituirte Gleichung im ‚allgemeinen, nur eine. Wur⸗ 
zel mit der gegebenen gemein haͤt. 

187. Euler und Bezouf. Gaben faft zu gleicher 
Reif; jener in den „neuen Petersburger Commentarien, 
T. LX. (für 1762 und 1763) dieſer in den Pariſer Mer 
moiren für 1765 allgemeine Auflofungsarfen vorgetragen, 
die im wefentlichen einerley. ſind. (Michelſens Ueberſe⸗ 
gung. ©. 365: ff) Das Verfahren beſteht darin, daß 
man die vermirteinde Gleichung niit, der Huͤlfsgleichung 
annımmf, und daraus die Gleichung en die mit der 
gegebenen identisch gefeßt wird Z. B. ed fen: - 


i x=atbytoy, und 
een | ex 
fo; wird hieraus durch ſchickliche Subſtitution der Salf— 
größe y eine Gleichung für x gefunden. Diefe ift 
x’ — ;zax”+ 3(a — beh)x. | 
— + ie b’h — ‚eh 0. 


En VE. vi 
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Die gegebene Gleichung ſey — 

— Ay +Bx—C=o, | 
fo erhält ı man durch die NWergleichung der Eoöfficieiiten 
in den beiden identifchen Gleichungen für x drey Gleichun⸗ 
gen zur Beſtimmung der vier Größen, a, by e, ch, unter 
welchen alſo eine willführlich iſt. Nimmt man.c beliebig 
an, ſo wird bẽ durch eine Modratiſche Gleichung gegeben, 
fo daß b zwey Paare gleicher und entgegengefetzter Werthe 
hat. Daher erhält. auch havier Werthe won dieſer Ve: 
ſchaffenheit, Für jeden Werth von h hat y drey Werthe, weil 
neben dei möglichen Wurzel auf einer möglichen Größe 
noch zwey unmögliche Statt. haben, und eine ungröglice 
Größe dref Wurzeln von diefer Beſchaffenheit bat... Die 
Große x-Fann aber nur drey Werthe, erhalten. Man fieht, 
Daß auch Diefe Methode beſchwerlicher iſt, als die gemeine. 
Sie giebt inzwiſchen Anlaß au, ‚guten algebraiſchen Be⸗ 
merkungen. 


138. Fuͤr hohere Sleichungen ich. die — 
auf dieſem Wege fo beſchwerlich, daß ſie ſo gut wie un: 
ausführbar it, Euler und, Bezout haben FE big Glei⸗ 
hung vom fuͤnften Grade,  _ 

x + Be 4 0x +Ds+1=0 
die vermittelnde Gleichung 
x—by-+ cy’ ray 4 ey 

un die: Hulfegleichuns | 
ys = h, Re ri 4 e 
angenommen / und daraus durch Stinsinarish von y eine‘ 
Gleichung für’x gefunden‘, deren Vergleichung mit der. 
gegebenen zwar bie — Glelchungen zur Beffimmung 
von vier der unbekannten, b ‚c,d,e,h, ‚giebt, woraus fie 
aber dieſe zu ſcheiden, uiıd‘ jede, außer der millfiihrlichen, * 
befonders darzuftellen, wegen der ungeheuren Rechnung, 
die es gekoſtet haben würde nicht uneernommen haben. 


139, Die Zufammenfekung der Wurzeln einer 
Gleichung aus Wurzelgrößen, wie bey der. Nuflefung 
cubiſchet Gleichungen , und Ei ber Eulerifchen | Merhodg 
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für biquadratiſche (106.) wird zu keiner Beſtimmung ders 
ſelben verhelfen können. Euler hat es einmahl als eine 
analogiſche Muthmaßung vorgetragen, daß die Wurzeln 
der Gleichungen allgemein eine ſolche Form haben moͤchten. 
De formis raditum aequationum cujusque ordinis 
çconjectatio. Comm. vet, Acad, Petrop. T. VI. 
Wennx—p-+ g, fo wird p" -- q" durd eine Glei⸗ 
hung vom nten Grade für x, in welcher die Eoeffirienten 
Functionen von n find, und: die Potenzen von pq der 

n 


Folge nach enthalten, gegeben. Setzt man Vp für p, 
n , n n 
und Vq fürg, fo hat die Wurzel die rm Vp+V% 


wie in den Beyſpielen (52, 53.) 


140. Eine ganz ähnliche Korm für die Wurzeln 
‚ einer "Gleichung bat Waring in ven Philofophical 
Tranfactions, 1779, angegeben. Die Gleichung fey 
xXn — KOT ba oxl75 dx — etc.=o. 


Man fege 


x=py” +qay" try" -etrvy"s., 
und Bilde Hieraus die Potenz x". Tin derfelben fchaffe 
man die Potenzen von y mit gebrochnen Erponenten durch 
Subſtitution von x, x, x?, etc. heraus, fo erhält man 
eine Reihe für x mit ganzen Erponenten, die man 
mit der gegebenen zu vergleichen hat, um. die Werthe von 
P. g, x, etc. nebſt y zu beſtimmen. Gegt man y=r, 
pitx—=p+g+r+s+ etc. weldes von. Eu⸗ 
lers Annahme nur darin werfchieden iſt, daß x hier aus 
den formlofen Größen p, q, r, etc. zufammengefest wird, 
dort aber aus den nten Wurzeln folcher Größen. Bey 
-.einee Gleichung! vom vierten Grade mird .q* durch 
eine Gleichung vom dritten gefunden, y — 1 gelegt, 
diefelbe, welche in (112.) für den duch x bezeichneten 
Theil gefunden ift. BE j 
141. Die Zerfällung einer Gleichung, die über den 
vierten Grad hinausgeht, in zwey Factoren, wie der biz 
quadratifchen, iſt nicht anwendbar, weil. man dabey auf“ 
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Gleichungen von einem nach höhern Grade geräth. Wenn 
man z. B. eine Gleichung vom fünften Grade in eine 
Gleichung vom dritten, und eine vom zweyten Grade zer⸗ 
legen wollte, fo haben die Eoefficienten in beiden Glei⸗ 
chungen zehnerley Werthe, weil die Gleichung vom fünf: 
ten Grabe fünf Wurzeln hat, woraus fich zu der -cubifchen . 
Gleichung drey Wurzeln, und: zu-der quadratifchen zwey 
Wurzeln auf. zehnerley Urt nehmen laffen. Die Coeffi— 
eienten werden Daher duch Gleichungen vom ‚zehnten 
Grade gefunden. | | 


143. In beſondern Fällen mögen ſich Hülfsmittel | we 


anbieten, welche die Rechnung im Allgemeinen nicht ge⸗ 
ben kann. Wenn eine Gleichung nicht unmittelbar ger 
geben, fondern aus den Bedingungen einer Nufgabe ges 
funden wird, fo iſt man von der Befchaffenheit der unbe⸗ 
kannten Größe fehon vorläufig unterrichtet: Man fann 
wiſſen, wie viel mögliche Werthe fie überhaupt haben 
kann; fleigt die Gleichung auf einen höhern Grad, als fie 
nad) diefer Anzahl von möglichen Werthen fteigen follce, 
fo wird man aus dem Gange der Nechnung beurtheilen 
fonnen, woher diefes entfteht, 06 aus der Wegfchaffung 
der Irrationalität der unbefannten Größe oder der Coeffi— 
ienten. . Man wird fuchen , ob die Gleichung nicht erwa 
die Antwort auf einen befondern Fall für die gefuchte 
Größe enthalte, um alsdann die Zerfallung in Kactoren, 
deren einer den befondern Fall angiebt,- zu unternehmen. 
Man mird, geleitet durch eine deutliche Einſicht in die 
Befchaffenheir ver Linterfuchung, vermittelnde Gleichungen - - 
entdecken Fonnen, die zu einer leichtern Hülfsgleichung 
führen. Ä | 
143. Das Unvermögen der Algebra bey den alle 
gemeinen Gleichungen vom flinften Grade an hindert nicht, 
jede in Zahlen gegebene Gleihung aufjulsfen, und die 
Wurzeln alle, fo genau als es erfordert wird, zu finden, 
wozu mehr als. ein Weg vorhanden ift, fs unten IX, 
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v1. Alfgemeine Eigenſchaften der 
— Gleichungen. 


144. Es ſey die Summe von m Größen, p+q-+ 
r + s+ et. — a; die Summe aller Producre von je 
zweyen — b; die Summe ‚der Producre von je dreyen 
— c; die Summe der Produete von je vieren —=d; von 
je fünfen =.e; u. ſ. f. Das Product von allen = k, 
fo ift, wenn x irgend eine diefer Größen bedeutet, 
ym — axWrı > bx®? oo cx"mi ı dns 
BE oe ER 5-9 * | 
Bew. Die Summe der Unionen (der. einzelnen) 
oßne eine ‚verfelben, wie p, ſey = a;. die Summe 
der Binionen, in welchen fat p ift, fy — 6; 
die Summe der Ternionen , Die fein p- enthalten, = 1; 
der Quaternionen ohne.p = d, u. fe w. iſt 


paar 2)pa+ß=b; 
3) pPe+Y=6 Pr +3>d; 
s)pö+ts=e; . . 6)pe+s=f, 


% hd ni v 


Ppti=i. 


% ° E23 


pt en 
Dieſe Gleichungen multiplicire man folgeweife 
duch pam; pmmr; pr nd; etc. ſo iſt = 
 rmapt 
DE) cal 2 0, Er re Den, 
BP + Pi Tmeprn® 
m A) pe75y put i dpare.. 
2...) PRO pi ep"? 


— 


pe24P. a) 
— K 


p N — 
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Man addire die Gleichungen, deren Stellenzahl 


ungerade iſt, und ſubtrahire davon die m von 


einer geraden Stellenzahl, ſo iſt 
— — bp”: + ep” 5: __ dApn-4 
+ ep"75.... + ip — 


Eine völlig ähnliche Gleichung wird für jede der 
andern Größen, q, r, s, etc. gefunden. Bezeichnet man 


fie jede mit dem gemeinfchaftlichen Zeichen x, und bringt 


alle Glieder auf diefelbe Seite, fo iſt 

Km axmı ı bxm-2 - cxm-5. 4 dem 
—ex"d+4....Fiptik=o 
Die obern Vorzeichen der letzten Glieder gelten für 


ein getaded m, Die unfern für ein ungerndes, wenn näm⸗ 
lic) alle Größen, p, q, 7, etc. pofitiv find, - 


: 245, Wenn eine oder mehrere Der Größen, p, q, 
r, etc. ihr Vorzeichen andern oder negativ werden, fo 
wird angenommen, daß biefes in allen Kombinationen, 
‚worin fie vorkommen, geſchieht, daher ändert jeve Combi— 
nation, worin eine ungerade Anzahl negativer Factoren 
(oder ein einzelner) enthalten ift, das Vorzeihen + in 
—; da eine Combination, worin eine gerade Anzahl folz 
cher Factoren fich finder, ihr Borzeichen behaͤlt. Iſt in 
der Summe der Combinationen einer Art die Summe 
der poſitiven Theile größer als die Summe der negativen, ſo 
bleibt das Vorzeichen des Aggregats oder des Coefficienten 
in der Gleichung, wie in der Mormalgleichung (144) 
ift aber jene Summe Fleiner als die legtere, fo wird das 
Vorzeichen das entgegengefegte. Alles dieſes iſt aus der 


Buchſtabenrechnung und der Lehre von entgegengeſetzten 


Größen klar, und die Entwickelungen der verſchiedenen 
Fälle an ven Gleichungen bis zum vierten Grade geben 
darüber die völligfte Erläuterung. - | 

146. Sind alle m Größen, p, 4, F, s, etc. möge 
lich, fo it in der Gleichung, zT — ax”! 4 bx=-2 
— cx"75 + dx®@74 — etc. — o, in welcher die 


“ 


N F 


% 
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Coefficienten auch negativ ſeyn mögen, bie Anzahl der Ab: 


mwechslungen zweyer nächſten Borzeihen (+ —oder— +) _ 
fo groß als [pie Anzahl der pofitiven Wurzeln, und die An: 
zahl der” Folgen gleicher Vorzeichen (+ + ver ——) - 


ſo gtoß als die Anzahl der negasiven öutzeln. 
Bew. Der für die Gleichungen vom zweyten, 


dritten und vierten Grade gebrauchte Beweis dieſer Fir 


genfchaft der Gleichungen würde ſchon für Gleichungen 
vom fünften Grade viel zu weitläufig und beſchwerlich fal: 
len. Der folgende Beweis für Sleichungen vom fünften 


Grrade ift fo befchaffen, daß er bey allen böhern angewandt 


werden Fann. 


| Es ſeyn p, g, r, s, t fünf uubelich⸗ Groͤßen; die 
Summen ihrer verſchiedenen Combinationen ſeyn a, b, 


c, d, e, wie vorher erklärt iit, fo iſt 
A) xs — ax + bxd—cx’+ dx—e=os | 
Serner bedeuten für bier ap Größen, als q, r, s, t, 
bie Symbole, a, B, y, Ö, eben ſolche Summen, fo iſt 
die Gleichung für jede der vier Größen, 

B) xt m ax5 + Bx — yx tim o, 

Beila=mp+asb=pae+ß; c=pß+Y3 
d=py+ö e=pÖ if, fo ift die Gleichung A) zus 
fainmengefege aus den beiden heilen, 
C) x —axt +ßx? — yx +öx we 
D) —pxt+pax—pßx +pyx—pi 
und ed entiteht A) aus B) duch die Multiplication mit 
X— p. 

Wenn eine oder — der q, r, s, t negativ 


find, fo werden dadurch einer oder mehrere der Coefficien— 
ten, &, ß, y, oͤ, negativ, und ändern ihre Vorzeichen. 


Iſt p poficiv, fo find Die‘ Vorzeichen der Neihe D, alles . 
mahl denen in der Reihe C ben der nächft höhern Poren; 


von x entgegengefege. Iſt aber p. negativ, fo find die 
Vorzeichen in der Reihe D — mit denen in ber Reihe 


— 


Sleidung 451 


S bey der nächft Böhern Potenz von x. In beiden Fällen 
iſt die Anzahl der Abwechslungen und der Folgen der 
Vorzeichen in D dieſelbe wie in C oder in B, in dem er— 
ften Falle nur mit durchgängiger Vertauſchung von + 
und —. 


Die Vorzeichen in der Reihe A werben — die 
Vorzeichen in den beiden Reihen C und D, auf die be— 
Fannte Art (Buchftabenrechuung 10.) beftimmt, Sind 
die Vorzeichen zu einer Potenz in beiden Reihen C, D, 
einerley, fo hat das Glied init diefer Porenz in A daffelbe ' 
Borzeichen wie das gleichitellige in B; find fie aber ver: 
fchieden, fo kann dadurch eine Abänderung in der Combi⸗ 
nation der Vorzeichen in der Reihe A gegen die in B.ent: 
ſtehen. 
Es ſey zuerſt p poſit itiv, oder A) entſtehe aus B) 
durch die Multiplication mit x — p. 


Man nehme irgend drey auf einander folgende 
@lieder in B oder in C, und die daraus entfpringenden in 
D, fo find ihre Vorzeichen im einer der en abe 
Combinationen enthalten, 


1. mL; m Iv. 


-—++ = +. Ir | 
+-—-1 ++ +41 +++ 


Der Übergang von dem Vorzeichen in der Reihe 
C zu dem in der Reihe D oder umgefehrt, gefchehe bey 
dem mittlern Gliede jeder derfelben, fo findet derfelbe aus 
C in D.nur Statt in den Comibinationen I. II. VII. VIII, 
Dabey wird immer eine Folge in eine Abwechslung vers 
wandelt, - Ein Übergang aus D in C gefchieht nur in 
den Sombinationen I. IV. V. VIII. dabey wird entweder 
eine Solge in eine Abwechslung, oder eine Abwechslung 
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in eine Folge verwandelt. Nun iſt die Anzahl bey Über: 
gange aus G in D nothwendig um Eins großer als vie 
Anzahl ver Rückgange aus D in C, weil das letzte Glied 
in D fein zugeboriges in Char. Folglich iſt die Anzahl 
der Verwandlungen einer Kolge in eine Abwechslung nor 
wendig größer als die Anzahl der enfgegengejesten Ber: . 
wandlungen, ſelbſt wenn jeder Rückgang die Vertauſchung 
einer Abwechslung in eine Folge mit fich brachte. Die 
Sleihung A enrhält alſo wenigftens eine Abwechslung 
der Vorzeichen mehr als die Gleihung B Sie fann 
auch die Abmwechslungen in einer noch größern Anzahl ent: 
> Halten, wenn die — in den Faͤllen J. und VIII. 
geſchehen. | 

Es fen zweytens p eine negative Größe, fo entiteht, 
wenn. p. die abfolufe Quantität derfelben bedeutet, Die 
Gleichung A aus B durch die Multiplicarion mit x + P; 
oder wird zufammengefegt aus 


C)x5—axt + Br yx? + öx | 
j —— 0—. 
D) PX— paxs 4 pBx’—pyx+pö 
Man nehme wiederum drey auf einander folgende 
Glieder in B oder in-C, und die daraus entſpringenden 
in D, fo find die verſchiedenen Kombinationen der Vor— 
zeichen, | 
1. u. | ı, IV, 
+++ ++ -— ee: ee 
+++ ++ — — +1 + — 


* 


V. VI. VII. 1VIII. 
—** ans — — «bh — 


Ein Übergang aus C it D kann ih dem mittlern 
Gliede der obern Reihe nur in den Faͤllen III IV V. VL 
erfolgen: Dabey wird immer eine Abwechslung in eine 
Folge verwandelt. Kin Mückgang aus D in C bey dem 
mittlern Gliede der untern Meihe gefchiehe nur in 
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II. III. VI. VII. Dabet wird entweder eine Kolgeineine _ 
Abwechslung oder eine Abwechslung in eine Folge ver: 
wandelt. Da die Anzahl der Rücgänge um Eins ge . 
ringer iſt, als .die Der Übergänge aus CinD, fo ent 


ſteht dadurch in A wenigſtens eine * der Vorzeichen E 
mehr als in B. > . 


Es ſey unfer den 5 Größen, p, q, ts 5, t, die 
Anzahl der poſitiven S n, alſo ‚der negativen 5 — m. 
Man nehme p für eine der poſitiven Wurzeln, ſo hat die 
Gleichung B (n — ı) poſitive Wurzeln und (5 — n) 
negative Wurzen. Gie hat (n — ı) Abwechslungen der _ 
a. und (5 —n) Folgen (88). Die Gleichung 
A. bat daher entweder (n— ı £ ı) Abwechslungen oder 
mehr. Die überfchießende Anzahl derfelben über n fey 
— u, fo daß die Anzahl der Abwechslungen N=n + u 
ift. Ferner nehme man p für eine der negativen Wur⸗ 
zeln, fo hat die Gleichung B (die num eine andere als bey 
der erften Annahme für p ift) m pofitive Wurzeln, und 
(4 — n) negative; alfo n Abwechslungen, und (4„—n) 
Folgen der Vorzeichen: Die Gleichung A hat daher ent: 
weder (4 — m + 1) Folgen oder noch mehr. Die Ans 
jzahl ſey N5 —nH+v Es iſt aber N+-N'—5, 
alps=nturs—n+v, folgidu+v=o, 
Da u und v beide additiv oder gleichnamig feyn müßten, 
fo findet Fein anderer Werth für u und v Statt, als o, 
und es iſt N—n; N =5—n, oder, in einer Gleis 
Kung vom fünften Grade ift die Anzahl der Mbwechsluns 
gen der Vorzeichen gleich der Anzahl der pofifiven Wurz 


zeln; die Anzahl der Solgen gleich der Anzahl der nega: 
tiven Wurzeln. 


Hieraus läßt fich nun der Sag leicht allgemein — 
Gilt er namlich für eine Gleichung vom mren Grade, ſo 
"gilt er. auch für eine Gleihung vom (m + r)ten Grade, 
daher auch für eine vom (m + 2)ten, u. f. f. Mar 
braucht nur in dem geführten Beweiſe u flatt ber. ber 
ftimmten Zahl 5 zu fegen, 


Ce 
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147. Wenn bey der Multiplication einer Gleichung 
durch x — p die Anzahl der Abwechslungen der Vor: 
zeichen, oder bey der Multiplication durch x — p die An: 
zahl der Folgen nicht um Eins großer wird als fie in ver 
multiplieirten Gleihung iſt, fo zeigt dieſer Widerspruch 
gegen den erwiefenen Satz unmoͤgliche Werthe der Wur— 
zeln an. Es ſey die,Sleihung, m — 8x5 + 7° | 
— 10X — 50 — o. Multiplieirt man diefe durch 
x -+ 1, daher die Wurzel — ı hinzu. kommt, ſo ift da3 
Product xs — 7rt— 5 — 3x7 — box — 500; 
diefe hat zwey Kolgen mehr gls jene Gleichung, die daher 
unmogliche Wurzeln enrhalt, Auch ift fie das Product 
aus x? — 6x — 10 inx — ax + 5, welcher letztere 
Factor nicht null werden kann. 


148. Wenn ein Glied in der Gleichung fehle, fo 
kann man flir daſſelbe + o feßen. Haben Die beiden 
nächjiten Glieder, das vorhergehende und das folgende, 
entgegengefegte Vorzeichen, fo darf man daher auf eine 
pofitive und eine negative Wurzel fchließen, wenn fonft 

Feine Widerfprüche gegen die Mieglichfeit in den Coeffici— 
 enten und ihren Vorzeichen liegen. Haben die beiden 
nächſten Glieder ader einerlen Vorzeichen, fo find wegen 
des fehlenden Gliedes zwey Wurzeln unmeglih, Denn 
bey dem Gebrauche des einen Vorzeichens vor o werden 
zwey pofifive, bey dem Gebrauche des andern zwey negas 
tive angezeigt. Bey den cubifchen Gleichungen haben 
wir z. B. gefehen, daß die Gleihung xs + bx + c=o 
zwey unmögliche Wurzeln hat. | = 


149. Wegen der unmegliden Wurzeln, die eine 
Gleichung haben Eann, ift der Satz auf diefen Fall fo eine 
- zufchränfen, daß eine Gleichung nicht mehr pofifive Wur— 
zeln als Abwechslungen der Vorzeichen, und nicht mehr 
. negative Wurzeln als Folgen gleicher haben fünne, Es 
wird unten gezeigt, daß Die Form der unmöglichen Wur—⸗ 
sen Fa HB vV —ı, fo daß das Product 
x— a + PV—-ı)nx—a@—BV—ı) if 
X m 20x ta + PB. Das Product aller unzerleg⸗ 
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baren Doppelfactoren in einer Gleichung nenne man P, 
Das Product dev einfachen von der Form X — P nenne 
man Q. Wird das Product P mit einem Factor —p’ 
multiplicirt, wo p poſitiv ift, fo kommt zu der Combina— 
tion der Vorzeichen in P wenigitens eine Abwechslung 
hinzu; wird P durch x + p-multiplicirt, fo fomme we⸗ 
nigſtens eine Folge gleicher Vorzeichen hinzu. Durch die 
Multiplication mit allen Factoren von der Form x — p 

in Q fommen alfo zu der Sombinafion der Worzeichen in 
P wenigſtens fo viele Abwechslungen als pofifive Wur— 
zeln vorhanden find, hinzu, und durch die Multiplication 
mit Factoren von der Korm x — q menigitens fo viele 
Folgen gleicher Vorzeichen als negative Wurzeln da. find, 
Die Anzahl der Abwechslungen Fann daher wohl größer 
als die Anzahl der pofitiven Wurzeln feyn, aber nicht Flei» 
ner, ſo wie die Anzahl der" Kolgen wohl größer als die 
. Anzahl der negativen Wurzeln feyn kann, aber ur 
Eleiner. 


" Daher hat eine Gleichung, in welcher nur eine - 
Abwechslung der Vorzeichen ift, nür eine mögliche pofirive 
Wurzels hat fie nur eine Folge gleicher Vorzeichen, ſo hat 
fie nur eine negative Wurzel. | 


150. Der Gaß (146) wird oft Harriots Lehr⸗ 
ſatz genannt, aber mit Unrecht, Algebra, 26.1G.50. 
Man bat ihn Tange Zeit ohne andern Beweis als Durch 
Induction aufgeſtellt. Saunderſon ſagt in ſeiner 
Algebra $. 434; daß er in feinem Jehrbuche von dieſer 
Wiſſenſchaft einen Beweis diefes Gates angerroffen habe, 
ob er gleich faft in allen vorfomme, Er fest hinzu, daß. 
‚ man wegen der ungeheuren Menge von Fällen, die man 
durchgehen müßte, fchwerlich es verfuchen möchte einen 
allgemeinen Beweis zu finden.  GStübner haf zuerſt 
in einer Difputation, Leipzig 1720, den Gas bemiefen, 
aber auf einem zu befchwerlichen Wege Der Abbe 
de Gua hat.einen gedoppelten Beweis des Gases geges _ 
ben, in den Mem. de YAcad. des Scient. 1741. 
Gegner hat in ven Mem, de l’Acad, de Berlin 1756, 
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und in feinen Elem. Anal, Finit, 6. 506 — 5ı9 einen 
Beweis mirgerheilt, der nach Kaftners Urtheil aber in 
große Weitläufigfeit zu führen ſcheint, wenn man alles 
darin genau auseinander fegen wollte. Schon in einer 
afademifchen Schrift zu Jena 1718 legte er den nachher 
meiter ausgeführten Beweis vor. Don Apinus ift ein 
Beweis in den Mem. del’Ac. de Berlin 1758 anzus 
treffen. Käſtner beweifet den Satz durd) die Differen- 


tinlrechnung, mehr fcharffinnig als methodiſch, in einer 


akademiſchen Schrift 1745, hernach in ſeiner Analyſis 
des Unendlichen $. 186. Man febe auch Tempelhoffs 
Anal, endl. Größen $. 550 ff, Karſten Mathefis- 
theoretica, {9.86 — 92. Der Beweis? den ich bier 
geführt babe, bat einiges mif dem Gegnerifchen gemein, 
ift aber Fürzer und einleuchtender, "befonders durch die 
Verbindung mit dem für Gleichungen vom vierten Grade 
ſchon geführten Beweiſe. 


151. Die Gleichung am — axm-ı .bxm-> 
— cxa75 + dx”7%,.,. Fix + ko, hat m 
Wurzeln, deren Summe — a, Summe der Producre 
nach Binionen = b; nach Ternionen = c; nad) Qua— 


⁊ 


ternionen =d; u. ſ. f. Summe von je (m — 1) der⸗ 


felben =r; Produet aller —=k iſt, die obern Zeichen ges 
braucht für ein gerades mı, die unfern für ein ungerades, 

Maur müſſen, wenn die Wurzeln alle mögliche Größen 
feon follen, alle Bedingungen erfüllt werden, die in der. 
Form der Eoefficienten verjteckt liegen, 


Bew. Denn es werden bier durch die m Eoeffi- 


cienten von dem zweyten Terminus an m Beſtimmungen 


für eben fo. viele Größen, p, 9, r, s, etc, gegeben, 
Setzt man nämlich ihre Summe = a; die Summe der 
Produete von je zweyen —=b, u. f. £ wie in (144), fo 
erhält man die vorgegebene Gleichung, und es ift jede det 
p, g, 1, etc. eine der durch x bezeichneten Größen, Die 
der. Sleichung ein Geniige thut, das ift, eine Wurzel der⸗ 
felben. Mur muß daben noch unterfucht werden, ob die 


m Eoefficienten alle Bedingungen für Die gefuchten Größen - 
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enthalten, oder ob nicht noch in der Form der Coefficien⸗ 
zen Bedingungen verſteckt liegen. 


152. Es iſt nämlich, wenn das — von m 
möglichen Größen mit einerley oder verſchiedenen Vorzei—⸗ 
chen gegeben wird, nicht mehr ganz willführlich, wie man 
Das Aggregat der Producte nach den Combinationen je 
zweyer oder mehrerer aus ihnen allen annehmen wolle. 
So iſt, wenn a das Aggregat der Größen felbft , und 
b das Aggregat der Producre je zweyer ift, alles 
mahl aa > 2b, da die Summe der Quadrate 
—aa— ob il, alfo allemahl eine poſitive Größe bleibt. 
(Combination, 43. 44. und combinatoriſche Analyſis, 
53.). Iſt b negativ, fo iſt die Quantität davon ganz 
willkührlich, aber nicht, wenn b pofitiv iſt. 

Iſt c das Aggregat aller Produete nach Ternionen, 
und d das aller Duaternionen, fo iſt die Summe der Bir 
quadrate = at — 42°b + 4ac+ 2b? — 4d, (comb, : 
Anal. 53.), alfo a4 4- ab? >aab — gac-+ ad, 
Die Formeln für die Summen der geraden. Porenzem 
combinirter Größen a, a, O. geben noch mehr 'folhe Be: - 
dingungen. | 
Aus den Kormeln fir die Summen der Quadrate 
von den Combinationen (Combination 48.) folgen auch 
Bedingungen für die Nelationen verfelben, | 

Es iſt b 2a0 — 2d 

cc >2bd—2ae-+ af 

dd>.2ce — .obf+zag— oh 
u. ſ. f. 
wo die kleinen Buchſtaben ſtatt der großen a. a. O. ge⸗ 
ſetzt ſind. 
— 153. Wenn die in jenen Formeln enthaltenen Be⸗ 

dingungen durch die Coefficienten einer Gleichung nicht 

erfüllt werden, fo ‚find nothwendig unmögliche Wurzeln 
vorhanden; allein umgefehre folge nicht, daß alle Wur⸗ 
zeln möglich find, wenn ben Bedingungen Genüge ges 
ſchieht. Z. B. in der Gleichung x — gxt + 72° 
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— 10x — 30 0, die zwey unmögliche Wurzeln: hat 
(147), iſt — 8; be+7,; ce =H+ 10 
d — — 50. Hier iſt aa — 2b6; auch it a + „2b* 
— 44asb — 4a0 4 4d; aber es ift niht bb > 2ac 
— 32d, tabb= + 49; 2zac —2d= 160 + 100 


ift. j 

154. Wenn die Gleichung in.(151.) lauter mögli⸗ 
ee Wurzeln bat, fo ift | 

| (m—ı)aa > smb; 
s(m—:)bb> 3(m— ı)ac; 
3(m—3)cc>4(m—.2)bd; 
4m —a)dd>s(m—3)ce; 
5(m—;)ee>6(m—4)d$; 
etc. 0 | 
Der Beweis durch Anwendung der Differential 

‚rechnung ift in Eulers Differentialvechnung, Th. IL. 
Kap. 13 anzutreffen. Daſelbſt und in dem vor— 
bergebenden Kapitel ift die Lehre von der Ente. 
deckung unmöglicher Wurzeln umftändlich vorgefragen, 

- Man fehe auch noch feine Abhandlung: Nova criteria ra- 
dices aequationumimaginarias dignofcendi. Comm. 
novi Ac. Retrop. T. XIII. Newtons Megel dazu, in der 

Arithm. universali, pag, 184. gründet fich auf die hier zu⸗ 
letzt angefuͤhrten an Den Beweis der 
Newtoniſchen RegelhatCampbell inden Philof, Trans, _ 
DT. 404. geführt, woraus er Newtons Arıthm. uniy, von 
dem Herausgeber s'Graveſand angehängt iſt. Er hat noch 
eine künſtliche Regel beygefügt, wodurch man finden, kann, 
wie viele unmögliche wenigſtens Wurzeln in einer Glei⸗ 
hung enthalten find. S. Algebra, Th. IL. ©. 62. 

155. Die Betrachtung quadratifcher Gleichune 
gen hat gezeigte, daß in dem Kalle eines Widerfpruches 
gegen die Bedingungen über'die Nelationen der Coefficiens | 
ten dennoch eine Form der Wurzeln fich ergiebt, durch 
welche fie in Verbindung mit einander eben fo die Coeffi⸗ 
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cienten hervorbringen, wie es be möglichen Wurzeln 
gefchieht. Bey ceubifchen und biquadratifchen Sleichuns 
gen entftehen aus der Verbindung unmeglicher Wurzeln 
mit möglichen die Eoeffirienten eben fo, wie fie aus 
möglichen zufammengefegt werden. Diefe Form iſt 
a+BV—ı. Die unmöglichen Wurzeln find in den 
‚bisher betrachteten Gleichungen paarmweife vorhanden, 
Dadurch wird ihre Summe etwas mögliches, fo auch 
das Product a® + 8°, und die Summe der Producte 
aus jeder in die Übrigen möglichen Wurzeln, 


156. Solchergeſtallt erhellt, wie unter der Bedin⸗ 
gung, daß die ummöglichen Wurzeln paarmeife, von der 
Form a +BV — ı und a — 6 V— 1 genommen 
werden, aus den Combinationen berfelben fowohl unter 
einander als mit möglichen Großen eben eine folche Sleir 
chung entſteht, als für den Fall, da alle combinirten 
Größen möglich find. Inzwiſchen darf man doch fragen, 
ob jede gegebene Gleichung entweder auf die eine oder die 
andere Art hervorgebracht werde, und ob nicht auch in 
gewiſſen Fallen felbft die Sorm, « + BY —ı, un 
brauchbar feyn könne. 


157. Diefen Zweifel zu heben, bemerfe man , daß 
bey der Aufnahme unmöglicher Größen von der Form, 
« + BV — ı,die Zufammenfegungen der Combinatio⸗ 
nen nicht mehr den Bedingungen unterworfen bleiben, 
welche bey möglichen Größen die relarfive Quantität der: 
felben einfchränfen , und ihr gewiſſe Gränzen anmeifen. 
Diefe Bedingungen find als Bleichungen neben denjenigen- 
anzufehen, welche die Eoefficienten, als Summen von 
Eombinationender Wurzeln, geben. Werden jene Bedin⸗ 
gungen bey Seite geſetzt, fo erhält man aus einer Gleis 
hung vom mren Grade aus den m Eoefficienten (den von 
der höchiten Potenz der Einheit gleich genommen) eben 
fo viele unbedingte Gleichungen, wodurch m Wurzeln ver 
Bleichung, nicht mehr und nicht weniger, beſtimmt ſi — 
unter welchen aber Paare von der Form a + EV - 
vorhanden fern können. Bey der Multiplication eidiche 
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teter oder eingebildeter Größen, BY — ı, werben bie 
Regeln für die Vorzeichen der Producte möglicher Größen 
umgeandert, daher auch die einfach geraden Potenzen 
einer folchen Größe dad Vorzeichen — erhalten. Bey 
diefen Ankahmen fteht nichts im Wege, den Satz (151.) 
als allgemein aufjuftellen. w 

Die Anwendung dieſer Bemerkungen auf Gleis 
chungen vom zmweyten,” dritten und vierten Grade wird 
fie hinlänglich erläutern und beftärigen. 

158. Die beiden möglichen Wurzeln der quadrati⸗ 
ſchen Gleichung, x —ax + b=o, fyona+ß=p, 
und«—ß==g, fo fa 20; Du atp. Alſo 
iſt 4«6 <a’, und 2b pꝛꝰ q*. Setzt man —1 
ſtatt ß, alſo — 6* Statt + B*, oder 8? ſtatt — 62, fo 
it4b>a®, und 2b > p® +4g°, J 

159. Die drey möglichen Wurzeln der cubiſchen 
Gleichung, B—ax’ +bk— CTo, fona+ß—=p; 
a“—ßmg, wir, pfffia=zatr ba 
ar B? + 2ar; c—=(e — Pr, Hieraus ift 

— = 24 + 2° + 1”, 
sb=z(e— rn)’ +3B, 

Fat =: (a* _ Ban) Haren. 
Sind alle drey Wurzeln möglich, fo ift nicht allein noth⸗ 
wendig aa > 2b, ſondern auch aa — 3b, und dann 
auch bb > 3ac. Gest man BY — ı für B,- wos 
durch — B* ftart + PB? zu fliehen fommt, fo kann von 
jenen Sägen das Begentheil Statt haben. Findet fich 


diieſes Gegentheil, fo find zwey Wurzeln unmögtich. 


160, Die Gleichung, x? aa bx — c= o, hat 
nothwendig unmögliche Wurzeln, wenn b pofitiv iſt da 
‚aledann eine Summe von Quadraten- negativ ift. Aber 
die Gleichung, xs — bx— czzo, giebt, za + ro; 
daher b = 30° + 8°; c = 2a (8* — a?) Hieraus it 
abs 74h 0a — PN) 
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In dem Falle dreyer möglichen Wurzeln ift noth⸗ 
wendig 4b? > 27c0*, fo wie in dem Falle, da zwey 
Wurzeln unmöglich find, 4655 —< 27c® ift. Daher audy - 
umgekehrte find ‚alle drey Wurzeln möglich, _wenn 
4bs 270* iſt; undzweyunmsglich, wenn 4b3 <.27 c* 
iſt. Diefes rührt aber, daß B* ein Factor der Bedin⸗ 
gungsformel iſt. 

161. Die biquadratiſche Gleichung x⸗ — axt 
bx⸗e — cx + do, habe die möglichen Wurzeln, 
‚etrß=p; .— 4 Ir = y-i=s, . 
ſo iſt 
Lam aa + 27 ER. 

I. b=4ay zart — Br -yt — ö® 
D.c=2(@— B)y+ al —i)a 
.. Mid=@—- N)y—i), 

Die Summe der Quadrate der. Wurzeln, oder 
aa — 2 bh, iſt 22 + 28°+ 2y° + 20°, eine noths 
wendig pofitive Größe. Auch ift zaa — gb poiitiv.- - 
Denn zaa — 12 (a + 2ay-+ y°, alfozaa— gb 
— 40 — gaypay? FEIN 
862 +3 Nimmt man'ß V — ı ſtatt B, oder 
sv —ıflaftö, oder beides, fo Eonnen beide Formen Ä 
Negativ werden, 

‘162. Man ſieht hieraus, warum die Erfüllung ber 
Bedingung wegen des pofitiven Werthes einer Formel 
nicht nothwendig mögliche Wurzeln anzeigt. Denn das 
Quadrat der unmöglichen Größe kann klein genug ſeyn, 
um eine Formel poſitiv zu laſſen 

163. Der Beweis des Satzes, daß die Wurzeln 
einer jeden Gleichung, in welcher die Srponenten der uns 
befannten Größe alle ganze Zahlen find, entweder möglis 
che Größen, oder inmögliche von der Form, « + BV—ı, 
find, ift auf mehrere Arten verfucht worden. Zuerſt von 
d'Alembert in ven Mem. de PAcad. de Berlin, 
‚1746, beflen Beweis auch in dem Traite du Caleul 

| 6 
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intégral par Bougainville, T. J. p. 47. angetroffen 
wird. Ein Nachtrag, worin d'A. auf eine ihm gemachte 
Bedenklichkeit anwortet, fteht in feinen Opufcules ma- 
them, T. IV. Mem. XXVIU. Euler bat jmenerley 
Merhoden den. Gas zu erweifen angegeben, in den Mem, 
de l’Acad. de Berlin, 1749. Soncener, der bey dem 
eriten Eulerifchen Beweiſe einen Anftoß fand, hat in den 
Mifcellaneis philofophico - mathematicis [ocietatis 
Taurinenfis, T. J. (Taurini 1759.) felbft einen Ber 
weis zu geben .gefucht, Nachher hat la Grange hiers 
ütber Linterfuchingen angeftellt, in dem Nouveaux Mem, 
de l’Acad. de Berlin, 1772, worin er insbefondere 
zwey Mangel des erfien ulerifchen Veweifes hebt. Tin 
den Actis Acad. Petrop. flir 178: iſt ein Beweis von 
Fuß enthalten. La Place bat in dem Journal de 
Vecole normale einen Beweis mirtgetheilt, den la Croix 
in feinem Traite du caleul diff. et mt. T. I. nr. 162. 
163. eingeruͤckt hat. La Grange, der in feiner Schrift 
ber die Auflöfung numeriſcher Gleichungen ©. 181. ff. 
einen Abriß der vornehmften Beweisarten unfers Gates 
giebt, fagt von dem legten Beweiſe, dem von la Place, 
daß er bloß als Beweis betrachtet vollkommen genüge, 
aber daß es fo gut als unmöglich fen, nach der dabey an= 
gewandten Analyfis eine Gleichung in mögliche Tactoren 
von zwey Dimenfionen zu zerlegen, Gauß hat in einer 
Fleinen Schrift: Demonftratio nova theorematis, 
omnem functionem algebraicam rationalem inte- 
gram unius variabilis in factores reales primi vel 
fecundi gradus refolvi poffe, Helmftadü 1799, 4 
‚Die mehreften der vorherangezeigten Beweiſe mit Scharf: 
finn geprüft, und giebt am Ende einen neuen Beweis, 
der aber auf frigonomerrifchen Hülfsfäsen beruht, alfo 
nicht rein algebraifch iſt. Alle Die bier angeführten Be⸗ 
weife find ſchwer zu faffen, wenn man auch fchon einige 
Übung in analytifchen Unterfuchungen hat, Die vorher 
-(157.) gemachte Bemerkung erklärt den Urſprung und 
bie Form der unmöglichen Wurzeln unmittelbar aus der 
Natur der Combinationen der Wurzeln, Die Vorzeichen 


\ 
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der Producte und Potenzen den Regeln, die bey möglis | 
ben Größen gelten, zuwider fegen,. heißt RE 
Größen einführen, 


164. Die unmöglichen Wurzeln fönnen auch ats 
dere Formen zu haben feheinen, als die, a+ßV — ı, 
‚aber dergleichen laſſen fich immer auf dieſe bringen. 
D' Alembert har diefes an einigen Beyſpielen gezeigt, [ur 
la caufe des vents, pag.102. Man fehe auch fa Grange 
0.0.0. ©. 182. und la Croix a. a. O. nr. 164 — 188 
Davon noch in dem Artikel, ummögliche Größen. | 
165. Die Gleihung, xm — axarı I bxam2 
— cx"735 4 dx®74 — ctc. — o, habe lauter mög« 
lihe Wurzeln, p, q, 7, s, etc. an der Zahl m, Kür 
x werde irgend ein Werth, pofitiver oder negativer, gex 
fest, und der Werth des Aggregats aller Glieder, oder. 
der Werth der Gleichung fey — y, fo ift 
Ä (x—p) (x—g) (X —r) (x — s) etc. =y. | 
Bew. Es fen nach Abfonderung einer der Wurs 
zeln, ald p, das Aggregat ber übrigen — a; das Ag⸗ 
gregat ihrer Binionen — 6; ihrer Ternionen * v5 ih⸗ 
rer Quaternionen — 5; u. ſ. f. und um! — AxXBSs 
+ Bx"75 — yx"774 + Sxmm5— etc, — z. Diefe 
Function von x werde multiplicire durch x — p, fo iſt 
KU — axUTı + xt yM75LöxtTti— etc, 
—Pp.. ‚tap.. — 6PpP. . P. — etc. 
== (x —p) z. | 
| Nun iſt a + p das Aggregat aller Wurzeln der 
vorgegebenen Gleichung; B + ap das Aggregat ihrer 
Binionen; y+ Bp ihrer Ternionenz 5 + yp ihrer 
Duaternionen, u. ſ. f. wie in dem Beweiſe (144.). Da 
nun a, b, c, d, etc, eben diefe Aggregate find, fo ift 
y=(x—p)z. Mimmt man jtatt p eine der andern 
Wurzeln, q, r, s, etc. fo ergiebt ſich auf gleiche Arr, 
Daß die Function y auch die Factoren, ( — q), (X—r), 
(x- 7), u. ſ. f. enthalt. Die Mnzahl aller diefer Facto⸗ 
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zen nebft dem zuerfi genommenen, x — p, iſt — m, 
und die hoͤchſte Potenz von x in dem Producre. it x”, 
Folglich enthalt y nicht mehr Factoren ald die m Factor 
ren von der Form x — p. 

166. Die Gleichung, x — ayn-ı + bn—a 
— cx"735 + etc, — o, habe zwey unmöglihe Wurs 
jn,p=A+BV—ı; q=A—BV—r 
die übrigen möglichen ſeyn r, s, t, etc. Für irgend einen 
Werth von x fey der Werth der Gleichung = y, es ift 
KR PLNKTPIR—r Rx )R—Vete=y, 

Bew. Man feße das Aggregat der möglichen Wur—⸗ 

zeln = a; ihrer Binionen = 3; ihrer Ternionen = Y, 
u. ſoaf. Daraus formire man die Sunction, 


KUT2 gxMT3 Gm yx5L 5x06 Letc.=z, 
Diefe werde mit x? — (p-++- q) x+Ppq mulriplis 
eirt, fo ift ? 
KT gxmTi L Bxtlmt Ra 2 Ixm-4 ers, 
-—P-« +tap.. —PBp: - +YP- 
— 1. .— —ßg.. +4 » 
.  tpd-. —apg.. FPApg- 
werd Pq) z. 


Die Eoefficienten find ‚mönliche Größen, weil _- 


p+q=2A; pg =A: + Bft. Sie find die 
Aggregate der Unionen, Binionen, Ternionen, Duaters _ 
nionen, u. f. von den Wurzeln, p, q, r, s, etc. wie es 
a,b,c,d, etc find (ısı.). Alſo ty = 
x. —- PVP AR—r (x —s)ete, 
167. Die Gleihung, 7? — axn73 
+ Bx"74 — etc.‘ o, habe zwey unmöglihe Wurs 
jelnr, s, fo hat fie den Saetor, x —(r+s)s-trs), 
und die Gleichung, y == o, hat zwey folche quadrarifche 
mögliche Kactoren. Auf diefe Art erhellt, daß die Glei— 
bung, yo, fo viele mögliche quadrarifche Factoren 
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enthält, als Paare ummöglicher Wurzeln in m vorhan⸗ 
den. find. 

Daber gilt ver Satz (1 65; ) auch für den Fall, da 

eine Gleichung unmögliche Wurzeln hat. 
168. Exempel. Es ſey x — 4x4 + zx5 
+ 95x — 326x + 312 = 0, Die Wurzeln dies 
ſer Gleichung find, +2, +3, —4 +3 +2 V-1. 
Daher ijt der Werth der Sleihung = (x — 2) (x—3) 
(x + 4x — 6x + 13). Der Werth der. Gleis 
chung fo ” des Products fürx—= + 5 iſt = + 432, 
für x=+ 1 ift der Werth beider = + g0;. für 


x — 2 ber Werd = + 1160 frx——s 


ift der Werth = = — 3808. 

169. Iſt für eine Gleichung eine mogliche Wur: 
jel, p, oder ein Paar unmöglicher Wurzeln, A+ BY —-ı, 
gefunden, fo laßt fich die Gleichung durch die Divifion 
mit x—p, oder mit x — 2Ax + A® + B®, um eis 
- nen Grad, oder um zwey Grade erniedrigen. 


170. Exempel. Es ſey x* — ax — bx’ tax 
— (1—b)=0o. Diefe Gleichung bat die beiden Wurs 
jeln, + 1, und laßt fih daher durch x — ı und x-+ı,. 
oder durch x® — ı dividiren. Der Quotient iſt x* —ax 
+c—b=0o Jene beiden Wurzeln laffen ſich 
gar. nicht als Antworten auf die Trage, deren Beantworz 
fung in der Gleichung enthalten ift, anfehen. Denn vie 
Wurzeln, welche diefe Antworten find, müfjen von ven 
geſammten Eoefficienten, ald den durch die Trage gegeber 
nen Größen, abbangen. Diefe echten- Wurzeln fin® 
x=garV(jgaa—b+ı) 

Die Srage von der Zeit des. Jahrs oder dem Orte 
der Sonne, bey welchen die Dämmerung am Fleinften 
ift, führt auf diefe Gleichung, Die gefuchten Wurzeln 
find Sinus der Declination der Sonne (Käſtners 
aftronom. Abb. IL ©. 434. Fuß im aſtron. Jahrb. 
1787. ©, 233.), Wenn die Trage auch allgemeiner - 
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abgefaß it wiirde, fo find die Wurzeln + ı doch unbrauch: 
bar, weil die Trage für einen Stern in dem einen oder 
dem andern Weltpole nicht gerhan werden kann; es wür— 
de daraus folgen, daß ein Coſinus unendlich groß fen. 
Nur für die Gleichung in abliracto Fönnen fie als — 
zeln gelten. 


171. Man unterfeheibe die wefentliden 
(echten) und fi emden (zufälligen) Wurzeln einer 
Gleihung. Jene ſind die, welche von allen Eoefficienten, 
oder von allen Größen, woraus dieſe sufammengefeßt 
find, abhangen; die fremden hängen nur von einigen die— 
fer Größen ab. ob. Bernoulli nennt dergleichen Wurs 
jeln radices peregrinas, die wefentlihen genuinas. 
Opp. T. IV. p. 42, Die fremden Wurzeln gelten alfo 
für einen befondern Fall der Trage, oder die Gleichung 
hat durch Multiplicarionen ben der Wegfehaffung ver Ir— 
rationalität, oder bey der Elimination der andern geſuch⸗ 
ten Größen einen höhern Grad erhalten, als fie nach der 
Anzahl der möglichen Werthe für die unbefannte Größe 
haben follte, In dem Kalle, daß man auf eine Glei— 
hung mit fremden Wurzeln gerarh, wird man fich nach 
einer folchen Auflöfung umjufehen haben, welche diefe 
erfpart. Bey der Trage von der Fürzeften Dammerung 
ift eine ſolche Aufloͤſung möglich. Noch zwey Beyſpiele, 
wo durch Quadrirung zufällige oder fremde Wurzeln in 
die Gleichung gefommen find, fehe man in dem Artikel, 
Anwendung der Analylis auf die Geometrie, 125 14. 


00 172. Qine Gleichung kann mögliche Wurzeln ent: 

halten, welche in einem befondern. Salle nicht anwendbar 

find, weil diefer noch eine Bedingung enthält, die durch 
diefe Wurzeln nicht erfüllt wird. Z. B. man fuche aus 
dem Umfange und dem Inhalte eines gleichfchenflichten 
Dreyecks das Dreyeck zu beitimmen, fo kommt man auf 
eine eubiſche Gleichung für die Schenfel des Dreyecks, 
wiewohl es nur zwey Dreyecke von der gegebenen Be 
fchaffenheit giebt. Denn die eine Wurzel iff größer als 
der halbe Umfang, welches nicht möglich I 
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173. Wenn der Werth einer Gleichung für einer 
Werth von x pofitiv, und für einen andern negariv iſt, 
fo liegt zwiſchen diefen beiden Werthen von x eine mögli« 
ce Wurzel, oder auch eine ungerade Anzahl von Wurs . 
jeln. Sind zwey Werthe der Gleichung gleichnamig, fo 
liegt zwifchen ‚den zugehörigen Werthen von x entweder 
Har feine oder eine gerade Anzahl von Wurzeln. 


Bew. Der Werth der Gleichung ift, wenn p, gs | 
T, 5, etc. die Wurzeln, ſowohl die möglichen, als die 
unmöglichen, bedeuten, = | | 
(x«—p) x—g) x—r) (x —s), etc. 
in welchem Product je zwey zufammengehörige unmögli= 
che Kactoren ein mögliches Product geben (166.). Je— 
der mögliche Factor kann pofitio, oder negativ, oder nulf 
feyn; die unmöglichen find Feins von dieſen. Das Pros 
duct zweyer zufammengehörign, <—A—ByV-—ı 
ud x— A+ BY — ı, nämlid x® — 2Ax 
+ A® + B?, wird für feinen Werth von x null, weil 
fonft daffelbe zwey mögliche Factoren hätte, und iſt im⸗ 
mer poſitiv Man gedenke fich die möglichen Factoren 
nach der Groͤße der dazu gehörigen Wurzeln geordnet, 
fo daß p die größte pofirive Wurzel, q die nächſt folgende 
fleinere ,. u. f, f. bedeute, Unter den negativen Wurzeln 
fehe man die abfolut Fleinere, als eine relativ größere an, 
Es erhalte.x erftlich einen pofitiven Werth, der größer 
als die größte poſitive Wurzel ift, fo iſt der. Werth der 
Gleichung pofitiv. Don diefem Werthe an gedenfe man 
fih eine ftetige Reihe von pofitiven Werrhen für x bis 
zu o, und ferner eine folche Reihe von negativen bis Über 
die Fleinfte (abfolue größte) negatıve hinaus, und nehme 
alle möglihe Wurzeln unter einander ungleih an, es 
dem Werthe von x ift ein Werch der. Gleichung, der y 
heiße, zugeordnet. So oft der Werth von x eine Wur⸗ 
zel der Gleichung ift, ift der zugehörige Factor der Ölei- 
hung o, alfo auch y = O, und es gefchieht für die 
Werthe von y ein Übergang ing Entgegengeſetzte. Naͤm⸗ 
lih, wenn x größer als p ift, fo find alle Factoren ver 
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Gleichung poſitiv, und y iſt es auch. Für alle Werthe 
bon x zwiſchen p und q ift ein Factor negativ, alſo find 
alle zugehörigen Werthe von y negativ, Kür alle Wer: 
the von x jwifchen q und r find zwey Sactoren negativ, 
aber dadurch find die Werthe von y pofitiv. Die Wer— 
£he von x zwiſchen r und s machen drey Faetoren ber 
Gleichung negativ, und dadurch wird y wieder negativ. 
Soolchergeſtalt gefchieht in der Neihe der Werte vor y 
ein Übergang vom pofifiveh zum negativen, oder vom ner 
gativen zum pofifiven, wenn y — o wird, indem x eine 
Wurzel der Gleichung ift. Diefes ereignet fih auch in 
der Reihe der y, die zu negativen Werthen vou x gehoͤ⸗ 
ren, Die negativen Wurzeln der Gleichung ſeyn — p’, 
— g/, —r', etc. nad) der Folge ihrer abfoluren Quan⸗ 
tität von der Fleinjten an, fo enrjtehen daraus die Facto— 
vn, x+psx-+ gs; x +r, etc. &eber diefer ift 
pofitiv,, wenn der abfolure Werth Des negafiven x darin 
fleiner ift als die darin enthaltene Wurzel, aber negativ 
in dem entgegengefegten Falle. Wenden Werthen von x, 
die eine Wurzel ver Gleichung find, und y — o machen, 
geſchieht alfo ebenfalls ein Älbergang der Werthe der 
Gleichung zum Entgegengefegten. 


Die Gleichung habe zwey gleiche Wurzeln, g, die 
nächſt groͤßere fen p, die nächſt kleinere r, fo’ entſtehen 
daraus die Factoren (;x — p) (X — q) X—q) (x—r). 
Bey dem Übergange des Werthes x von q zu r (wenn‘x 
zwiſchen p und r fallt), ändert fi das Vorzeichen von y 
nicht, oder es ift Fein Übergang zum nrtgegengefegten, 
weil zwey Factoren zugleich negativ- werden, ben fo 
- bey jeder geraden Anzahl gleicher Wurzeln, 

Hingegen bey einer ungeraden Anzahl gleicher Wur: 
zeln gefchieht in den Werthen der Gleichung ein Übergang 
zum Entgegengefegten, wenn x einer folchen Wurzel 
gleich iſt. 

Man mag für jede ber gleichen Wurzeln auch einen 
Übergang zum Entgegengeſetzten fich gedenken, nur daß 
bey einer — Anzahl alle Übergänge unmittelbar auf⸗ 
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einander folgen und dadurch ſich aufheben, eben ſo wie bey 
einer ungeraden Anzahl alle bis auf einen. 


Umgekehrt iſt aus einer entgegengeſetzten Beſchaf— 
fenheit zweyer Werthe einer Gleichung zu ſchließen, daß 
zwiſchen den zugehörigen Werthen von x eine Wurzel 
oder eine ungerade Anzahl derfelben liege. Denn es kaun 
in der Reihe der Werthe van y ein Übergang jum Inte 
gegengefesten anders geſchehen, als wenn ein Faetor 
Hull wird. | ’ 


Hingegen ift eine gleichnamige Beſchaffenheit zwey⸗ 
er Werthe einer Gleichung nur dadurch möglich, daf entz 
weder zwiſchen den bazu gehörigen Werthen von x feine 
Wurzel liege, oder daß eine gerade Anzahl von. Übergan— 

gen geſchieht, indem zwifchen den zugehörigen Werrben _ 
bon x zwey, bier, ober irgend eine gerade Anzahl Wurs 

zeln, auch gleicher, liegt. | | | 


>: 274 Da das Product zweyer unmöglichen Wur⸗ 
zeln poſitiv ift, fo mag man fie in dem Droduete aller 
Wurzeln fo guet zu den poſitiven als zu den negativen 
rechnen. In einer Gleichung eines ungeraden Graͤdes ſey 
das letzte Glied ——+ Kk, Kit — k das Producer aller 
Wurzeln, und die Gleichung bat eine ungerade Anzahl 
negativer Wurzeln, alfo wenigftens eine fefche,  &ıe 
mag aber gar feine pofirive haben. Iſt das letzte Glied 
=—k,fpift + Kvas Product aller Wurzeln, und 
die Anzahl der poſitiven iſt ungerade, fo daß es; wenige 
fiens eine mögliche pofitive giebt, Dagegen Die negativen 
alle fehlen Fönnen, = u 
Die Gleichung ſey von einem geraden Grade, und 
das letzte Glied — + k, fo ift eben dieſes das Product 
aller Wurzeln, die. daher alfe unmöglich feyn Finnen. Iſt 
dasletzte Glied — — k, fo hat die Gleichung eine unges 
rade Anzahl ſowohl pofitiverals negativer Wurzeln, legtere 
wegen des Vorzeichens —, und dadurch eine ungerade . 
Anzahl pofitiver, weil der Grad der Gleichung gerade iſt, 
und die unmoglichen nur paarweiſe vorhanden find. 


Sf 
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175. Der Übergang von zwey möglichen, einander _ 
zunächft Kegenden Wurzeln, zu zwey unmöglichen, durch 
Die dazu dienlihe Veränderung der Coefficienten, ges 
fehieht Durch zwey einander gleiche Wurzeln, Zwiſchen 
zwey Wurzeln p und q liegen zwey mögliche,m + n und 
m_—n, und feine andere. Wird n — o genommen, 
fo entſtehen daraus zwey gleiche, m, m, und wenn 
nV — ı ftattn gefeßt wird, die unmöglihenm+tny -ı. 
Die Summe ift für jedes Paar = 2m. Das Product 
jener erftern if = mm — nn; das Product der gleich 
großen mm, dasjenige derunmöglihen—mm + nn. 
Der Werth der Gleichung macht Feinen übergang zum 
entgegengeſetzten, wenn der zugehörige Werth von x 
zwiſchen p und q genommen wird, ſowohl in dem Falle 
zweyer gleichen Wurzeln als zweyer unmöglichen. 


Diefes und das nächſt vorhergehende kann man fich 
durch eine Zeichnung der Werthe einer Gleichung als Ordina⸗ 
ten einer Curve zu den Werrhen von x als Abfeiffen fehr 
erläutern, nady ver Anweiſung in dem Artikel, Anwen: 
dung der Geometrie. auf die Algebra. IV. | 


1776. Wenn für die unbekannte Größe in einer 
Gleichung die Glieder einer arithmerifchen Reihe gefese 
werden, fo find in einer Gleichung vom zweyten Grade 
bie zwenten Linterfchiebe der Werthe der Gleichung unver: 
änderlich, in einer Öleichung vom dritten Grade die drit⸗ 
fen Linterfchiede, allgemein in einer Gleichung vom meen 
Örade die mren Lnterfchiede der Werthe ver Gleichung. 

Der Sat ift ſchon in dem Artikel, arithmetiſche 
Reihen höherer Ordnungen, 24, erwiefen. Man kann 
den Sat auch aus der allgemeinen Form der Glieder 
aarithmetiſcher Reihen irgend einer Ordnung herleiten. 


.r77. Es ſey y ein Glied einer arithmetifchen 
Reihe der mten Ordnung, die Stelle deffelben x, das An⸗ 
fangsglied der Reihe fey A, die Anfangsglieder der Dif: 
ferenzreiben, nach ihrer Solge, a, b, c, d, etc. fo iſt 
(a. a. O. 7.) 
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wo m’ dad beftändige Differenzglied der mten Differenz 
veihe bedeutet. Entwickelt man die Glieder durch wirk⸗ 
liche Multiplication, und ordnet das Aggregat nach den 
Potenzen von x, fo erhält y die Form ur 
y=A+Bx+Cx+Dx® +Ext...Mx, 
das ift, eben diejenige, welche der Werrh einer Gleichung 
vom mten Grade mit ganzen Exponenten der unbekann⸗— 
ten Groͤße hat. Dieſer Werth iſt alſo ein Glied einer 
arithmetiſchen Reihe der mren Ordnung, deren mte Diffe⸗ 
renzreihe beftändige Glieder enthält. Iſt x eine ganze, poſiti⸗ 
ve, oder negative Zahl, fo iſt y ein Glied der Reihe, zu wel: 
cher die Differenzreigen mit den Anfangsgliedern, a, b, 
0, d, .... m gehören; iſt x eine gebrochne Zahl, fo 
ift y ein eingefchaltetes Glied. ind die Stellen der 
Glieder der erweiterten Reihe in einfacher arithmetiſcher 
. Kortfchreitung, fo find die mten Unterſchiede ebenfalls be- 
fändig, wie in der urfprünglichen Reihe (0.0. 25. ff.). 
178. Vergleicht man die Eoefficienten einer Gleis 
hung mit den Eoefficienten von x in dem entwickelten 
Werthe des Gliedes einer arichmetifchen Reihe, fo erges 
ben fich die Anfangsglieder der Differenzreihen, auf die 
Art, wie das folgende Benfpiel zeigt | 
Die Gleichung fey 
o—=A+Bx-+-Cx?+-Dx’-+-Exs+-Fx3 
Man nehme die Werthe diefer Gleichung für die 
. pofitiven Werthe 1; 2, 3, 4, 5 ven x, und feße Diefe 
den Werthen der Glieder einer arichmerifchen Reihe der 
fünften Ordnung für dieſelben Werthe von x gleich, 
ſo iſt 


m’, 
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J. A+B+CHDIE+FT=AH+a 
I. A+2B+4C+8D+ısE+ 32f—=A+2a+b 
III, ee sgıE+243F = 
A+zar3b+e 
. IV, .44 44 'i6C +64D-+ 256E + 1024F 
—A+ga+6b+gc+d 
v.A+5B4+ 250 + 1235D+ 625E +3125F 
Ä —A+sı+ıob+ 10c+5d+re. 
"Hieraus ergiebt ſich nach der Reihe ganz leicht 
a=B+C+D+E+F 
b=2C+6D-+ ı4E-+ 30F j 
c=6D-+36E + ı50F 
d — 24E + 240F 
e— 120F 


| In dieſen Formeln liegen au die für ige 
Gleichungen gehörige, 


179. Exempel. Die Gleichung ſey xt — 1oxd 

20*x — 4x — 10, if A=— 140; 

B=—;0=+0; D=e—wyE=H+ti; 

Fo. Daraus fan = 73 b=m — 65 c=——245 

-d= +24 ° Die Reihe der Werthe der Gleichung mit 

den Gliedern der Differenzreißen für die ganzen Werthe 
x von + 8 bis — 2 enthält die folgende Tafel 
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x y Ay Ay Ay | A’y 
2|+ 441— 149|+ 114) — .72|+ 24 
= re - 317 9 Hr 
o|— ıa0ol+ 7— 6 — 24|1+ 74 
+ 1j— 133|+ ı1j— 30 oit 24 
+ 2/— 1322 — 29|— 30) 24|+ 24 
+ 3j— 161 — 595— 6|+ 48/4 2 
+ 41m 2200| 65i+. 42/4 7214 24 
+ Sim 285|— 23 1144 96)+ 24 
+ 65— 308|+ 91) + 210 + 24 
Ball 217) + 301 4 330,4 244 + 24], 
+ 8'+ 84+ 63114 414 7 1681 + 24 


180, Dur Hülfe der Differenzreihen laffen fich 
die Werthe einer numerifchen Gleichung für eine Rolge 
der x bequem "berechnen, woraus man, miftelft des Vor⸗ 
jeichenwechfels- die Zahlen erfährt, zwifchen welchen Wur⸗ 
jeln liegen. In dem Exempel falle eine Wurzel zwifchen 
+ 7 und + 8; eine jwifhen — 1 md — 2. Die 
Beſchaffenheit der Glieder in. der Hauptee.je und in den 
Differenzreiben zeigt, daß die Gleichung nicht mehr al& 
diefe beiden möglichen Wurzeln haben Eann. | 

181. Die Vorzeichenwechfel in ber Neihe der Ay 
gefchehen da, wo die Werthe vonyam größten find, in Be⸗ 
ziehung auf die vorhergehenden und nachfolgenden Glieder. 
Hätte die Gleichung vier mögliche Wurzeln, fo müßte 
ben dem mitrlern Wechfel der Worzeichen in der Reihe Ay 
der Werth der Gleichung pofitiv feyn, (das Vorzeichen 
— baben), da er hier negativ. if. S. Größtes und. 
Kleinftes, | | | 


VII Ron Gleichungen, in welchen zwey oder mehrere 
| Wurzeln einander gleich. find. 


182. Die eubifche Gleichung, xs — ax? + bx 
— co, babe zwey gleiche Wurzeln, fo ift diejenige, ' 


— 
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welche ihr zweymahl jufommt, eine der a der qua⸗ 
dratifchen Gleichung, 89x? — aax + bo. 


Bew. Die Wurjzeln der cubiſchen Gleichung ſeyn 
pP Pp, q, ſo iſt . 2p 4 - 4; V. p + 2p4 b 
(59.). Jene werde mit 2p multiplieirt, und darauf 
Die zweyte adgejogen, pift' app 2ap—b. Dicefe 
Gleichung giebt zwey Werrhe für p, welches daher rührt, 
Daß von den drey Wurzeln einer cubifchen Gleichung, p, 
g, r, fowohl p und q als q und r gleich groß geſetzt wer⸗ 
den fönnen, wenn p, q, r die Kolge der Wurzeln nach 
ihrer Sröße und Beziehung if. Da dies aber nicht zu— 
gleich gefchehen Fann, wenn nur zwey Wurzeln einander 
gleich feyn follen, fo giebt die quabratifhe Gleichung 
wit der gefuchten Wurzel noch eine fremde verbun- 
dene. Setzt man x flat p, i ift 3X — 2ax 


—b=o 


183. Die Wurzel welche der ——— Glei⸗ 
chung, x*“ — axs + bx® —cx + d=o, zweymahl 
zukommt, iſt eine der Wurzeln der eubiſchen — 
4xsß z3ax 4 2bx —c=o. 


Bew. Die Wurzeln der biquadratiſchen Gleichung 
ſeyn p, P. 9, 7, fo iſt (89.) 
L.2prgtrr=a 
L.p+2pg+rnt+gr=b 
II.pqFnD+ 2pgr=c. 
Daraus ift 
I. 6p° 4 3p® g+9y= 3ap* 
IE. 2p? +4p*(g+r) + 2pgr=2bp 
IE p(g+r) + 2epgr=c 
Aus diefen folgt fogleich 
IV. 4p° = gap — 2bp-+ e, 


Diefe Gleichung für p ſteigt auf den dritten Grad, weil 
bon den vier Wurzeln. einer biquadratifchen Gleichung 
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jede ihrer nächſten gleich geſetzt werden Fan Da aber 
nur zwey Wurzeln gleich groß fenn follen, fo-find mit der 
gefuchten Wurzel noch zwey fremde verbunden, und p-ij 
eine der Wurzeln ver Gleichung u 
4x5 — 3axt + 2bx— co. 

Man bemerfe, daß hier wie bey der quabrafifchen 
Gleichung die Soefficienten die Erponenten der vorgegeben 
nen Gleichung mie zwey gleichen Burgen find... 

184. Die biquadratiſche Gleichung habe. drey gleich 
große Wurzeln, p, p, p, nebſt einer andern q, ſo iſt die 
Wurzel p eine der en der. qüadratiſchen Gleichung, 
6xꝰ — 34x. +b =0, 

Denn es it 3p-+ a=a, und.3pp + 3pq 

—b, woraus6 pp — sap — b, fo daß p eine der 
Wurzeln der Sleihung, 6x? — sgax + b=o, if. 

Dieſe Gleichung hat mit der in (183.) gefundenen 

cubiſchen Gleichung, 4x° — 3ax” + abx —c=o, 

die Wurzel gemein, welche derfelben zweymahl zukommt. 
Denn fie entfteht Daraus dur die Multiplication der 
Evefficienten mit. den Eirponenten von x, und Dibis 
fion aller durch die Zahl. 2. Die eubifche Gleichung hat 
Daher in diefem Salle zwey gleich große Wurzeln mit der 
biquadrafifchen gemein. Von den vier Wurzeln einer bis 
quadratiſchen Öleichung laflen drep fich nächte auf zwey⸗ 
erley Art ſich gleich ſetzen. 

185. Es ſey gegeben die Gleichung, 

m ax mt 4bx- CN 5 dx et So, ), 
and e8 fey zugleich mx" — (m — r)ax""* 
+ (m— 2)bx""3— -æ 3) cx""* + (m-4)dx”° 
— etc, = o, (B), fo bar die Gleihung (A) zwey gleich 
große Wurzeln, von welchen eine der Gleichung (B) zus 
fommt. | / | . | 
Iſt zugleich mium — 1) xH)⸗(-1) (m—2)ax""% 
+ (m— 2) — 5) blx — (m — 3) (m— 4) c x""$ 
+ (m — 4) (m — 5). dx"76 — eto. = o, (C) 
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ſo hat die Gleichung (A) dren gleiche Wurzeln, von wel. 
‚en- jwen der Gleichung (B) gehören, und eine in der 
Ölachung (C) enthalten iſt. 

Iſt noch zugleich m ( — 1) (m— 2) US. 

— (m—ı)(m— 2) (m— 3)axu-4 

+ (m—2)(m — 3) (m — 4) bx"s 
mm) m— sex + do, 
(D\, fo bar die Gleichung (A) vier gleiche große Wur: 
zeln, von welchen drey in (B), zwey in (0) enthalten 
find, und eine in (Dd. | 


Dem. I Es fey p eine der Wurzeln in der Glei⸗ 
chung (A), eine andere — p+tufoift 5 
p" Er a pmei + bp — cpm3 + dp" —etc,—o 
und | 
Pr —apHu bp tum —c(pupn-s 
| | + d(p+ u)" — etc. — o, 


II. Entwickelt man bie Potenzen des Binomium 
(binomifchen Lehtſatz, 1.), und zieht die erſte Gleichung 
von der zweyten ab, ordnet auch die Glieder nach den Pos 
tenzen von u, fo entſteht eine Gleichung von der Form, 


Fu + Qu’ + Rw + Sut....+Fu®=0,(M) 


II. Die Eoeffictenten find 
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m, m-ı.m-2. m-ı.m-2.m-3 











—— — — mm75⸗ BD 5 A 
R I.2.3 z mean pP" 
. m-2.m- m- 
Eee Wi bp"s _ etc. 
1.2 3 | 
m m-r.m-2.m-3. ° _ m-ı..m- 
= — pm TE pt 
0 I.2.3.4 . . I .. 4: 
m-2..m-5.,_ 
—-_ bp” etc, 
+ — p | 
u. ſ. f. 


IV. Die Gleichung (M) iſt — 0 entweder da⸗ 
durch, daß u — o iſtt, oder dadurch, daß 
P+Qu+Ru+Su....umt=o, (N) 
it. Die Gleichung (N) feige auf den (m — idten 
Grad, weil der Ulnterfchied einer Wurzel p in (A) von 
den übrigen m — 1 Wurzeln der Gleihung m — 1 
Werthe hat. Der Linterfchied ver Wurzel p von ihre 


ſelbſt, oder p — p=o, giebt die Wurzel u — oder 
Gleichung M). 


V. Da die Gleichung A) m Wurzeln bat, fo ents 
ftehen m Gleichungen wie (N), und dadurch werden 
m m— ı) Werthe für u erhalten. Es find fo-viele 
Unrerfchiede je zwener Wurzeln in CA) vorhanden, als 
Paare von Wurzeln genommen werden können, alſo 
m (m — 1). Die Unterſchiede können ſowohl poſitiv 
als negativ ſeyn, wodurch m m — 3) Unserjähiene ent 
fteben. | 

VI Es fen p — 0, aber nicht 20, fo wird 
in (N) eine Wurzel u = o, alſo ein: Werth von 


p+ u=p, und die Gleichung (A) hat zwey gleich 
große Wurzeln. Die Annahme, P = oa, giebt 


o=mp"' — (m— ı)ap"? + (m — 2) b ps 
— (m 3)ep"t + (m—4)dp"—etc.(P)e 
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Diefe Gleichung ſteigt auf den (m — ı)fen Grad, weil 
es m — 1 Fälle giebt, wie unter m Wurzeln zwey glei: 
he feyn können. Ordnet man fie nämlich. nach ihrer 
"Größe, die größte pofitive voran, bis zu der Fleinften po- 
fitiven, dann die abſolut Eleinfte negative, bis zu der ab: 
foluc größten, fo Eönnen Die erfte und zweyte, oder Die 
Dritte und vierte, u. f. f. gleich groß feyn. 

VII. So viele Paare gleicher Wurzeln CA) bat, 
fo viele Wurzeln hat fie mit der Öleihung CP) gemein. 
Für jede andere Wurzel in(A), die feine ihr gleiche har, 
finder die Gleichung (N) nicht Statt, ald welche darauf 
beruht, daß der Linterfchied zwifchen zmep Wurzeln, p 
und p+ u, Null ſey. Die andern Wurzeln in (P), 
außer den mit (A) gemeinjchaftlichen, find daher als frems 
de Wurzeln zu betrachten. 

VIIL Da P == o geſetzt ift, fo verwandelt die 
Gleichung (N) ſich in folgende, 

Q+Ru+5u+Tud.... um? o, 
welche m — 2 Werthe von u, die nicht = o find, ent⸗ 
halt. Es fy Q==o, aber nicht R=o, fo hat die 
Gleichung (N) zwey Wurzeln, die = o find. Unter— 
fheivet man die Wurzeln diefer Gleichung durch die 
Bezeichnungen u‘, u“, u, etc, nach der Folge ihrer 
Duantität, ſo ſwerden von den Wurzeln in (A), die nun 
duch p, p+u,p+u, p+ u”, etc. bezeichner 
werden, die drey bier zuerſt gefesten gleich groß. Die 
Annahme, Q — o, giebt 


m, — m — 1 — 2. 


+ etc. (Q). 
Die Gleichung fteige auf den (m — a)ten Grad, 
weil es (m — 2) Kalle giebt, daß unter m Wurzelndrey 
gleich große vorhanden find, als die erite, zweyte und- 
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dritte, ober die zweyte, dritte und vierte, u. ſ. f. © 
oft (A) drey gleiche Wurzeln enthält, fo viele Wurzeln 
bat (Q) mit (A) gemein. 

IX. Die Gleichung Q o0 entfteßt aus der, P= 0, 
auf gleiche Art, wie dDiefe aus der, A=o, entſteht. 
Es hat alfo die Gleichung, Po, zwey gleich große, 
Wurzeln (oder Paare gleicher), von welchen eine (oder fo 
viele als jene Paare) der Gleichung Q — o zukommt. 
Jene beiden ee daher. zwey von den drey gleichen in ber 
Sleihung, A=o 

X. Da P und Q = 0 gefegt ſi nd, fo berwandelt 
die Gleichung (N) ſich in dieſe, 

R+Su +Tu,..u"32o 
welche m — 3 Werthe von u, dienicht = o find, ent: 
halt, At R=o, aber S nicht = o, fo hat die Glei⸗ 
hung (N) drey Wurzeln — o, und die Gleichung (A) 
bat vier gleiche Wurzeln. Diefe Annahme giebt 
m.m-ıım-2, Brenn 
1 2 3 1 = 2.» 3 
m-2.m-3.m-4. bp 





O um a p n—4 


5 a t . R. 
1.2.3 ete (R.) Ä 
So vielmabl (A) vier gleiche Wurzeln enrhält, fo 
viele Wurzeln hat CA) mit (Ri) gemein. Die Gleichung, 
. P==o,enthält je drey von jenen Wurzeln, und bie 
Gleichung, Q = 0, je zwey von benfelben. 


XI, Auf diefeldbe Art werden die Gleichungen ges 
funden, welche von n gleichen Wurzeln der Gleichung (A) 
enthalten n — 1, — 2, D— 3, were Zi ER 
Wurzeln. 

XII. Multiplicirt man die gefundenen Sleichungen 
jebe mit dem gemeinfchaftlichen Theiler ihrer Glieder, und 
fegt x ſtatt p, fo erhält man die in dem Gase aufgefühts 
ten derivirten Sleihungen, welche mit. ver gegebenen 
Gleichung (A) eine Wurzel gemein baben, entweder eins 


fach oder mehrfach. 
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XII. Die Gleichung P o iſt der Differential 
quotient * = 0, wenn y per Werth der Gleichung 
(A) iſt. Berner ift die Gleichung Q = o, ber Differen: 
== 03 bie Sleihung Ro, der Difs 





2 
tialquotient — 
9x⸗ 


0° | j 
ferentialquotient a —ouf fr S. Groͤßte und 
0 
kleinſte Werthe einer Function. 


186. Die Gleichung (N) enthaͤlt die Relation 
irgend einer Wurzel von (A) und ihrem Unterſchiede von 
jeder der Übrigen Wurzeln. Verbindet man beide Gteis 
chungen mir einander, ſo läßt ſich x herausichaffen, und 
es-ergiebr ſich eine Gleichung zwifchen u und den gegebes 
nen Größen der Gleichung. Diefe fteiat aber auf den 
m({m — ten Grad, weil dev Unterſchied y fo viele 
Werthe har, als Binionen zweyer Wurzeln, pofitiv oder 
negativ (p — q oder q — p) möglich. find, (185. V.) 
Wegen des gedoppelten Vorzeichens, + , find inder Gleis 
Kung für u 2 Die geraden Potenzen davon vor⸗ 
handen. —W 


187. Die Soefficienten diefer abfoluren Gleichung 
für uwerden auf dem Wege der Elimination fehr mühſam 
gefunden. La Grange hat eine finnreiche Merhode in 
. den Mem., de I’ Ac. de Berlin 1767. p. 330, furla 
re[olution des equations numeriques, angegeben, 
die fich auf die. Lchrfage von dev Melation der Summen 
der Combinationen und der Potenzen einer Anzahl Großen 
gruͤndet. ie fann aber nicht in. der Kürze vorgetragen 
werden, daher hier die Anzeige für den geübren Leſer ge= 
nügen muß. Man finder fie auch in der vermehrten Aus⸗ 
gabe dieſer beiden Abhandlungen & a Paris An. VI. pag. 9. 
ff. p- 24. ff. und p- 118. A und in Micjelfens Theorie 
der lei Hungen, S. 66, 
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138. Wenn die Gleichung für u? gefunden ift, fo 
dient fie zur entderken, wie viele Paare gleich großer Wur—⸗ 
zen die Gleichung (A) baf. Sind zmey gleiche Wurzeln 
in derfelben, fo ift ein Werrh von us o, alfo das geges 
bene Glied — 0. - Eind zwey Paare gleicher WBurjeln in 
(A), fo ift zugleich ver Eoefficient von u? == 0. Sind 
drey gleiche Wurzeln‘, oder drey Paare gleicher Wurzeln 
vorhanden, fo find außer dem gegebenen Gliede die Coef⸗ 
ii von u? und von W = o,u.f.m. 


189. Auch dient die abſolute Gleichung für w zur 
Entdeckung und Beſtimmung der unmöglichen Würzeln, 
f: Mem. de lAcad. de Berlin 1768. p. ı73. fi. in den 
Zufägen zu den nugeführten Abh. von la. range. Je⸗ 
der poſitive Werth von u? zeigt zwey mögliche Wurzeln in 
(A) an. Ein negativer möglicher Wert} von u® zeige 
zwey unmögliche zufammengeborige Wurjeln «+ BV —r 
an. Em unmeglicher Werth von u? entſteht aus dem Uns 
terſchiede einer möglichen und unmöglichen Wurzel, oder 
zweyer unmöglichen nicht zuſamniengehörigen. Allein 
wegen der Höhe. der Gleichung für u, wenn (A) noch 
eine mäßige Höhe hat, iſt 68 nicht en ſich derfelben zu. 
biefen Abſichten zu bedienen. | 


190. Wie die mehrfachen Wurzeln und die — ers 
forderliche Relation der Eoeffisienten gefunden werden, ' 
zeigt das Verfahren an den niedrigern Gleichungen, durch 
Elimination, der höhern Potenzen von x. 


Die eubifche Gleichung, F — 
I. xs — ax - bx —- o, | 
babe zwey gleiche Wurzeln, fo ift 
a JI. 2x⸗ — 2ax +b=o,. 
zufolge (182.). Aus beiden wird 
. Ul.a®—obx+3c =&% 
Aus IX, und LIT, entſteht 


» 
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| IV. (da 6b)x —(ab—gc)=o, 


und | 
V. ab—=-g0)x— (zbb — 6ac) =o. 
ab — g9€ | | 
8 u — ⸗ 
— iſt x a 
sbb — 6ac 





9* und ‚ 


— ab —ogc. 
alfo ift die Relation der Coefficienten in der Gleichung, 
(ab— 90) — 4laa — 3b) (bb — 30) 
enthalten. . 
191. Die biquadratiſche Gleichung, 
I. x — as +bx—cx+d=o, 
habe zwey gleiche Wurzeln, ſo iſt (183.) 
WM. 4Xx— 3ax 2bx — 0. 
Aus der Verbindung beider Gleichungen folgt 
| II ax — 26x + 30x — ad 
Aus II. und IH. wird : 


* (aa — 8b)x — (ab — — 


4(ac — ı16d) = o. 


V. (ac — 16d)x® — (abe — ı2ad)x 


+ (ce — 8bd) = o. 
. Man feße sur Abkürzung 


gaa—sgb=A; sab— ı2ac=B; ac-ı6d=C; 
ac—ı16d=a; 2bc —ı2adı 63 3co-sbdy; 


fo iſt 
VI. (AB—Bayxx— (Ay—Ca) =o 


VII. (Ay— Ca) x— (By CM) 3 0. 


nn Ay —Ca 
Alſo iſt mE Be’ 
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.:__ By— 68 | 
und x = Ay Ce 
Folglich 
(Ay Ca) (GABß — Ba) (By CB. 
192, Exempel. Es fy x? — 18% 4 93x° 
— 380x — 3000, fo it A==+ 228; B= 42388; 
C= +624905 «= +63405 6 + 796805 
Yyız= + 2424005 Ay — Ca == + 163296003 
ABß—Ba==+32659205 By—CA=-+ 81648000, 
Beide Werthe von x find fih gleich, und = + 5. | 
198. Wenn Ay=Ca, und By —=Cß, daher 
auh AB = Ba ift, fo find die Werbe x — 8. Diefe 
Form zeigt.an, daß Zähler und Menner einen Factor ent⸗ 
halten, der Null iſt. Die Gleichung VII. entſtehe aus: 
VI. durch die Multiplication mit einer gewiſſen Große, fo 
tA:B=a:ß; und A:C=a:y; auch B:C 
—ß:y, woraus fi jene drey Öleichungen ergeben, 
Die beiden quadratifchen Gleichungen find dadurch fich 
gleichgültig. Daher Hat die biquadrarifche Gleichung 
zwey Paare gleicher Wurzeln, die durch die eine oder die 
andere quabratifche Gleichung gegeben werden. Der 
Werth von x ift in diefem Falle zweyfach, und kann niche 
durch eine einfache Gleichung gegeben werden. Dry 
gleiche große Wurzeln geben auch zwey Paare gleicher 
Wurzeln. | 
1554. Diefes noch deutlicher einzufeben, bilde man 
eine biquabratifche Gleichung 2 die an der. 
Quadrate, \ 
x? — 3mX + m’, und x — 20x --D®, 
fo daß | 
x — s(m+n)x5 + (m’+n? + amn)x® 
— amn(m+n)x+m!n! = o, 
Hier iſta — 2 (m +n); b=m’+n? 4 4amn; 
c=smn(mtn); d=m’n’; alſo A=4 (m-n)'; 
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B=4a4(m+n) fm —n); C=amn (m—n\; 
dann noch a—=4 mn (m-n)?; B=4mn(m{n\m-n)?; 
y=4m’n’(m — n). Folglich it Ay Caz 
und AB =.Ba; auh By = CP. Die beiden Gleis 
ungen VL und VIL in (191.) find, nach geichehener 
Divifion duch Die gemeinſchaftlichen Faetoren ihrer 
Glieder, 
x — (m X o. 
Dieſe Gleichung enthalt die beiden Wurzeln, m, n, 
welche in der biquadratifcyen — beide zwehmabi 
vorhanden ſind. 
195. Hat die biquadrotiſche —— die Wur⸗ 

— Ps Ps Pr 4, ſo iſt fie 

- Gap +9 rspp+tN—pptsgx 
Ä | +pqg>=o. 

Aus den Coefficienten dieſer Gleichung wird — 
Aß—=Ba; Ay=Ca; BY— CB, und die Glei— 
chungen IV. V. in (191.) find jede x — 2 px +rP= —7 

196. Die gleichen Wurzeln laſſen ſich auch dadurch 
finden, daß man den gemeinſchaftlichen Theiler der gege— 
benen Gleichung und der abgeleiteten fucht, auf ähnliche 
Art wie bey Zahlen (f. Theiler gemeinfchafslicher). Die 
Form Diefes Tbeilers iſt Durch die Vorausſetzu ine wegen 





der Gleichheit ver Wurzeln gegeben. Wenn — — 4 

© : D 

+ Ey ift, fo haben C und B ben gemeinichaftlichen 
x . u B 

Factor, den A und B enthalten, Iſt ferner Pa b 


D | | 
a — fo haben D und denſelben gemeinſchaftlichen 
Factor wieB und C, alfo auch wie Bund A, u. ſ. fi 
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ee 
Man fann auch zu A, B, C und D irgend welchen Factor 
ſetzen oder von jedem einen in den andern. nicht enthalte⸗ 
nen Factor abfondern, chne-daduch in Rückſicht der ge 

meinfchaftlichen Factoren etwas zu ändern. 
197. Exempel. Die cubiſche Gleichung, Fax 

+ bx — c==o, unddie daraus hergeleitere, 3 x — 2ax 
+ b=o, haben eine. Wurzel ei Alfo 
haben die beiden Functionen, 

A) x — + re 

B) x —3ax+}3 
einen gemeinfchaftlichen Sacker, x — p, worin p bie 
gemetnfchaftliche Wurzel der beiden Gleichungen ift: Mul⸗ 
tiplicirt man beyde mit 3, und dividirt durch 3(B); 
fo ift der erſte Reſt— — ax? + zbx — 3c, wofür 
man auch das enfgegengefegte nehmen Fann. Mit diefens 
dividire man die Function a(B), fo ift der erfte Reſt 
= — (2aa—6b)x + (ab—gc), oder auch (zaa—6b)x 


— (ab — 96); das iſ, (x- 225) (2aa-sb): 


Der semeinfhafiiche 3 Factor, x — p, ber beiden Functio⸗ 
nen, A, Bi ift es auch von diefem Reſte; alfo iſt x — p 
gleich dem Factor des Reſtes, der dieſelbe Form hat; folg⸗ 


ab — 

pe 
198: Die beiden Functionen, 

P) xt — ax ber —cr+d 

Q) 4xs — gaxt Lob — 6; 
haben. eine gemeinfchaftliche Wurzel, p, wodurch jede 
derfelben Null wird, oder P und 30 haben den -gemeine 
ſchaftlichen Factor, x — p. Um p ju finden, dividive 
man 4P duch Q, fo ift der erfte Reſt 

R) — axs 4 2bxt — gcx + 4d. 


Das entgegerigefeiste nehme man zum Divifor iQ; fo iſt 
der erſte Reſt entgegengeſetzt genommen 
) 


2a a — 6b 
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8) (saa — gb)x* — (2ab — 120)x+ (ac— 16d). 
Nimmt man bey der Dipifion den niedrigften Theil, 
+ 4d, zum erften Theil, fo iſt der erfte Reſt 
T) + (gabd — 3ac?)x — (1zaad — zabc)x® 
+ (16ad — aac)x’, 
wovon die Kactoren a und x abgefondert werden Fönnen. 
So wird diefer Reſt, entgegengefegt genommen, 
T) (ac — 16d) x —(2be— ı2zad)x + (30cc— gbd), 
Diefer Reſt hat wie S den Factor x— p. Gebraucht 
man die in (1 0) gemachten Bezeichnungen, fo ift 
85) Ax—Bx-C. 
T) ax’—ßx+y. | 
. Multiplieire man S durch a, und dividirt durch. T, 
fo ift der Neft, enfgegengefegt genommen, 


U) (ARB— En (Ay—Ce), 


(x = 35) — — 


Da U den Factor x — p hat, ſo iſt x — 2p gleich 
dem Factor don derſelben Form, und daher 


Ay—Ca 
A ß — Ba ' 
Dividire man 7 durch 8, ſo erhält man — 
daſſelbe Reſultat. Nimmt man aber zum erſten Theil 


des Diviſors das niedrigſte Glied von T, namlih y, und 
multiplicire C mit y, fo-wird der Reſt 


V) —(By—Ch))x + (Ay—Ca)x’, 
oder nad) Abfonderung des Faetors x, | 
(Ay—Ca)x — By— CP). 


By—ıi 
Hieraus folge p = m 


oder 


p= 


x 


- 
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190. Hat tie biquadratifche Gleichung zwey ven 


ſchiedene Paare gleicher Faetoren, fo haben die Funetio⸗— 


nen P und ZQ einen quadratiſchen Factor, x? — (m-+n)x 
+ mn, gemein. Diefer if in dem Reſte S enthalten, 
Man gebe diefenr, mit den abgefürzten Bezeichnungen, 
die Kom, DZ a 


B C 
8 — — — 
tz). 
. | B © 
ſo iſt m 4 7 eg 
Eben derfelbe ift aber auch in T enthalten, Diefer Reſt 
giebtm + n — £; mm=—. Dadurch iſt 


AB—=Ba; und Ay Ca. 


at die biquadrarifche Gleichung zwey gleiche Paare 
gleicher Wurzeln, das it, drey gleiche, pitmn, 


C. 
und zm= zw m? eo wi m die dreymahl vor⸗ 
handene Wurzel bedeutet. 

200. Der Satz (185.) oder eigentlich der umges 
kehrte läßt fich auch auf eine andere Art aus dem binomis 
fchen Lehrſatze herleiten, wozu folgender Vorbereitungss 
ſatz nöchig iſt. 

Es iſt 


(p + x)” — p" + aYpnuıy 4 pre 


wo die Binomial- Eoefficienten auf die Th. I. ©. 308, 

angegebene Art bezeichner find? Die Glieder der Reihe 

rechter Hand multiplicire man folgeweife durch o, 1, 2, 

8,4 .. n, fo wird fie 

I, "Yp”x+ 2. "pre + 3. *CEpre x 
| ta Dp"txt,,., + nx 


N ’ 


- 
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Es iſt 

"een, 2." zen. nerzmn.tnıy 
n2n.n— I.n=2 

ZU 


n,n=1.n—=2.n—3 





o.: =n. — ſ. f. 
Alſo iſt dieſe Reihe — 
nx [pr - n—ı Ap' n-2 x"! Bp"3 x? 1 n—ı Epr-igs 
+ n—ı Dp”4x4 — — — —nx (p E= xy 
201. Man multiplieire die lieder der entwickel— 
ten Reihe für (p + X)" Folgeweife mit den Zahlen 
r.r+1, r$2,7r$+3;5...07r+n, ſo iſt dieſes 
fo viel als fie alle miter, und ſie dann noch folgeweiſe durch 
0, 1, 2,3... n multiplieiren, Es ift alfo die Sum: 
me der folgeweifedtuhr, rtı; r+2...r+n 
multiplicivten Glieder — x + r(p+x)) (p+x)"". 
| ‚202. Die Sunetion, | 
 A+Bx-+CxX 4 Dxs5’ + Ext... +, 
fey ein Product ” den Factoren (p + x)" und a+-bx 
+cx?+dx3,..+ x"02, fo enthält die Function, 
B+2Cx Lada 4Ex’.,. + — | 
Pen Factor (p + x)?725 ferner | 
.20 + 2.3Dx-+ 3.4Ex?, ..m— ı)my"7? 
Sactor (p + x)""°5 ferner | | 
1.2.3D-+ 2,3.4Ex\..-+(m—:) (m—r)mx"-s 
den Zactor (p + x)”; u. r f. 
Bew. Man 'entwicfele das angegebene Product 
folgendergeftalt, | 
ap“ fa aan a, mp x? +a,” pr3x3 
22 0. + + ax” “ 
+bp" x+b. aYprixeıb. "5p”2x3ıh, — 
Due 222 baut: 


! 


\ Gleichung 469 
+cp" "+0. Ape x3Lc Up tie regt 


— .Lcxut 
+dp’z’+d. — * — "Bpn-2xs5 td, apr ge 
vr + 4 +d, — 


+ etc. 


Die Glieder der erſten Reihe multipfieire man 1 fols. 
geweife durch o, I, 2, 3 .. . n; die Glieder der zwey⸗ 
ten eben fodurch ı, 2, 3..n + _ die Glieder derdrifs 
ten duch 2,3, 4... 14 2; die Glieder der vierten 
duch 3, 4,5. ..0n+3, w fe f. Dadurch entſteht 
aus der . Er 
erften Reihe die Sunction _. - nx(p-+x)""a 
zwenten Reihe... ..:. (AX+p+x)(p+x)""bx. 
dritten Meibe - 0... . - (nx+2(P-+x))(p+x)""cx® 
vierten Reihe 20. +... (nx+3(p4x))(p+x)""’dxs 


u ſ. f. 


Die Glieder jener Reihen, welche zu derſelben Po⸗ 
tenz von x gehören, werden mit derſelben Zahl multipli⸗ 
cirt. Die Glieder der Function, A+-Bx + Cx. 
+ x”, beftehen aus folchen Öliedern jener Reihen, welche 
mit ihnen diefelbe Poten; von x enthalten; die vorgenom⸗ 
mene Multiplication der Glieder in diefen Reihen giebt 
daher eben das Reſultat, als Die nn der Glie⸗ 
der in 
ArBx + Cx’,., + x” 

durdy die Zahlen o, ı, 2, 3... m folgeweife wie bie 
Glieder genommen, Die Summe aller diefer Producte, 

namlich 

0. Arı, Bx+t2. ox +3.Dx’...+mx"® 

iſt daher der Summe der vorher gefundenen Functionen 
gleich. Sie enthält folglich den Sactor (p x)? 7°, 
der in allen dieſen Functionen enthalten iſt, oder die 
Function 
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B42 CXA 3Dx... + mxm-r 
hat den Factor (p +.x)"”, 
Daraus folgt nun eben fo, daß 
2042. 2Dx 3. 4 Ex.. .+ (m — fm 


den Factor (p + x)”"? enthalt, und fo weiter -bis daß Rn 
Gatoren, P+ x, abgeſondett fi find. s 


VII. on den FREE: INTER der 
Gleichungen. 


203. Die gewähnlichite Verwandlung der Gleis - 

ungen it, daß man für die unbefannre Größe x eine 
“andere, k + y, ſetzt, in welcher das Srücfk millführlich, 

nach einer beiondern Abſicht, beſtimmt wird, als um 
Das, zweyte Glied wegjufchaffen, oder y einen Werth, 
Feiner als die Einheit zu geben. Bey der Aufſuchung 
der Graͤnzen der Wurzeln bedient man ſich auch 
Subſtitution. 

204. Die gegebene Gleichung ſey 
Km amt 4 bxmm? — ex” dxm-4 etc. —o, 
Setzt man x—k + y, fo ift (binomiſcher Lehrſatz) 
wenn die Binomial:Coefficienten nach (Binomial: Coef⸗ 
ficienten, 1.) bezeichnet werden, 


xm — — —— Pkt —— SKY m—3 Letc, 
Ma a, —anıYak, - - ı Pak? —eto. 
+bweoz 0.0000 +0. bb. mibk..tetc 


u Cox — C,, etc. 


etc. 
Soll das zweyte Glied weggeſchafft werben, fo bat 
man »AKk — a — o, das iſt, k— — a, zu feßen. 


Sollte das dritte Glied wegzuſchaffen ſeyn, fo haͤtte man 


* 


Sleihdung 411 


eine quadratiſche Gleichung für k aufzulöſen; um dad 
vierte wegzuſchaffen, eine Gleichung vom dritten Grade 
u ſef. 


205. Durch aeherige Annahme von * kann man 
allen Gliedern entweder wechſelsweiſe verſchiedene, oder durch⸗ 
gehends dieſelben Vorzeichen geben, wodurch in jenem 


Salle alle Wurzeln y pofitiv, in diefem alle negativ wer - \ 


den. Diefes geſchieht am leichteſten durch. aIpe Per: 
fuche. 

- 206. Kenn zwey Glieder zugleich' weggefähafft 
werben follen, fo muß man fegen x Kax—=ß-+ Y- 
wobey die Größen, &, 8, fozu beftimmen fi nd, Daß zwey 
gewiſſe Glieder in der neuen Öleihung für y wegfallen. 
Diefes muß durch Elimination der Große: x gefchehen, 
Die Rechnung wird aber fhon für nierige Gleichungen 
weitlaufig. 


207. Es fey bie gegebene Gleichung 
I. xs — ax +br—-cz=o » 
Mit dieſer verbinde man folgende, RE 
IL —ax +ß=o, \ u : 


welche mit jener eine Wurzel gemein habe Aus der 
Verbindung beider wird erhalten, 


II (a — ) xꝰ — (b—P)x + cn. 

- Aus diefer und IL, folge | 

IV. ab +Ax—aB + aß * — 

(a — a)! B— ec 

(a — a) Ey + ß 

Aus II. und IIT. wird buri Wegſchaſfung der gegebenen 

Glieder erhalten, 
V. —————— — — = 
(b-PB)B—ca | 


alfo x gr rer » 





mr 


472: Gleichung 


Aus dieſen beiden Werthen von x ergiebt ſich die Rela⸗ 
tion zwiſchen & und 4. Ei Ä | 
VL 8 — (aa—aa + 2b) ß* 
+ i(bea— (ab —30)a — gac + bb)$ 
7- cas Haca—bca + c?—o. mn 
Wird a hier willführlich angenommen, fo ift 8 ges 
geben, aber wieder durch eine cubifche Gleichung. Es 
Fann nämlich jede der drey Wurzeln der eubifchen Gleis 
hung mit einer andern Wurzel in der quadratifchen vers 
bunden werden. u | | 
. 208. Nun feße man 6 + yflaft ß, fo wird eine 
cubiſche Gleichung für y erhalten, worin die zwey Größen 
und 8 zu bejtimmen bleiben. Diefe Öleihung hat die 
Form, ' Ä E | | 
| ”’rMyP’+-Ny+P=o., 
Der Werrh diefer Gleichung für irgend ein y ſey — z. 
Süry=o, tz—P, dem Werthe der Gleichung 
VI. Dun wird z aus P, wenn 8 + Y flatt 8 geſetzt 
wird. Alfo iſt Ft 


oP  oP  »P 
Tee 


f. Differenzenrechnung, 17,38. we fürx,fx,u, f(x+u) 
hier fommen &, P, y2 2 Wird zo gefegt, foijk 


oP o°P 0o3P 
N=———-;M = ——; ı= —_ 

08 | 20, —— 686 
Es iſt alſo | 


P=PB— (aa — aa 2b) 4 (bax — (ab 3c)« 
—2ac + bb)8 — ca? + aca® — bca + c® 
N 362 — 2(aa — aa + 2b)ß _ 
—+ ba? — cab — 30) — 2ac + b®, 


M=35B — a aa — 2b 
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. Sestiman M— 05 No, ſo find dadurch bie Werthe 
von a und 6 beſtimmt, und jeder wird unmittelbar durch 
eine quadratiſche Gleichung gefunden. Durch die Werthe 


V — 3 
yon a und Bift P gegeben, alſo y — VYP, und dar— 
aus endlich x mittelſt der quadratiſchen Gleichung, 
2 chryme 
Diefes iſt eine Probe ‚von der Tfchirngaufifchen . 
Methode, die in (132.) erwähnt iſt. Mach diefer Probe 
wird man fich derfelben zu bedienen ſchwerlich Luſt haben, 


1kK 
209. Eine andere Verwandlung iſt, x — —, 


— | 4 
zu ſetzen. Daburch werden die größern Wurzefn in’ Eeis 
nere, und. die Fleinernin größere verwandelt, ‚Sftk=ı, 
ſo trefen dadurch in die Stelle der Wurzeln x, "pie eigent= 
liche Brüche find, in der verwandelten Gleichung alle 
y, bie größer, als die Einheit find. Hat die Öleichung 
für x feine Wurzeln zwifchen + ı und — ı ‚ fo bar die 
Gleichung für y alle'ihre Wurzeln jwifehen diefen Grän- 
zen, Gind die ganzen Zahlen. g und g + ı zwey Grän- 
zen für eine oder mehrere Wurzeln 'x, fo feße man - . 


1 
xıg+ — und die Gleichung für y enthält fo viele 


Wurzeln, größer als + 1, als ſſo viele x zwiſchen g 
und 5 1 liegen. Diefes Verfahren wird. unten jur: 
Entdeckung der mehrern Wurzeln zwifchen zwey nächiten 
‚ganzen Zahlen angewandt werden. | n 
210. Wenn in einer Gleichung die höchſte Potenz 
der unbefannten Größe einen Coefflcienten hat, wie in der 
Gleihung, ax" — bxm=ı 4 cxam2 _ dym3 + etc, 
= 0, fo dividire man, um -diefen Coefficienten wegzu⸗ 
ſchaffen, die ganze Gleichung durch a, oder man ſetze 


‚x —, und multiplieive die dadurch entſtandene Gleis 


hung mit ad, ſo iſt die transformirre, 1 
y?r— by acy rm tdya3  adeym-4_ etc.==o, 
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211. Die Gleichung, | 
xr — axm + bx®?— cx®"3,..4ko, 


werde durch das leßte ae Sieh dividirt, fo erhält fie 
die Form, 


a 1 
1 — ax + Px* — au: + Tr > un 4 Te 


Sind die Wurzeln jener Gleichung, P, q, r, s,tetc, 
fo find die Wurzeln in der zweyten Form noch diefelben, 
aber ver Werch der Öleichung für on einen Werth 
‘ von x nach der zweyten Form iſt — 


e-Ie- IE =) C- * 
Een 


Denn in der erftern Form ift (165. 167.) ber Werch der 
Gleichung das Product 
(x-—- p) (x—g) (x—1) (8), etc. 

Das gegebene Glied + K ift das Product aus allen, den 
Wurzeln ‚entgegengefegten Größen, oder (—— p) = g) 
rn (-s) etc. Wird die Öleichung durch, + k divi— 
‚birt, fo wird ihr Werth, oder das Product, (X-p)(x -9) 
etc. auch dadurch dividirt. Dieſes gefchieht dadurch, 
daß man jeden Factor durch dag enfgegengefegte der zuges 
hörigen Wurzel dividirt, Dadurch, ift der Quotient — 


He 
(i — —). etc. 


R — der Quotient von der Diviſion der Gleichung durch 
k iſt 


1 
ee — —— + er 





— 
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212. In der zweyten —— iſt IJ.« die einm 
aller —————— Wurzeln, — + — 
4 ee II. ß die — = Dan der weten 


Buch nad) Re +— + — + etc; 
pr gr . 





HI. ybie Summe aller Produete nach Ternionen, — 
wand | or 


X 








+ 


r | 1 
* prs qrs 


etc IV. d die Summe aller 


Producte nach Duateruionen, als 





: | 
‚etc 1.f. m 
rs 


Der Beweis ift ſchon in dem Xrtifel, BSuchſtabenrechnung, 
19. gegeben. 


Hievon wird bey unendlichen Reihen, als Gleichun⸗ 
gen von einem unendlich hohen Grade, oder Werthen 
ſolcher Öleichungen, Gebraud gemacht, um die Nelatio: 
nen ihrer Wurzeln zu den Combinationen nach Producten | 
zu finden, 


213, Gleichungen, worin gebrochne Potenzen der 
unbefannten Größe vorfommen, vafional zu machen, 
fege man die höchfte Radikalgröße auf die eine Geite des 
Gleichheitszeichens, die übrigen Glieder alle auf die an- 
2. und erhebejene auf die Potenz des gleichen Grades wie 

die Wurzel. Dann bringe man die Radikalgröße, welche 
num von dem höchiten Grade iſt, auf die eine Geite des 


Gleichheitszeichens , und mache fie durch Erhebung ratio" 


nal. So fahre man fort, bis alle irrationale Größen 
aufgehoben find. 


| Fa 4 
214 Exempel. Es ſey — Vımyvx. 
Auf beiden Seiten. quadrirt, iſt a — 2a VXx- Xx 
— xVX. Es iſt hier die Erhebung auf die vierte Por 
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tenz nicht nöthig, weil nur bloß die zweyte und vierte 
Wurzel vorkommen, wovon jene das Quadrat dieſer iſt. 
Ferner iſt 


a 4x — (24 4 x)V x, alfo 
ad 4 2atx + x ga + aa + x, 
ober — 
xS4 (aa — 1)x Loax— as — o- 


215. Wenn mehr als eine unbekannte Größe in 
einer Öleichung vorhanden find, und die Irrationalität 
bloß von der Ausziehung der Duadratwurzel herrührt, 
fo kann man die gezeigte Miethode auch bey denfelben ans | 
wenden; aber nicht, wenn höhere Wurzelgrade vor» 
fommen. 


216. In einer Gleichung M) verwandle man die 
Vorzeichen aller ungeraden Potenzen in die entgegenge— 
ſetzten, ſo ſind in der neuen Gleichung N) die Wurzeln de— 
nen in M) gleich, aber entgegengeſetzt. Iſt das höchſte 
Glied eine ungerade Potenz, fo verwandle man darauf 
in N), alle Vorzeichen durchgehends in die entgegengefeß: 
ten, um dem höchſten Gliede das Vorzeichen + zu laffen. 
Oder, man verwandle in Diefem Sale gleich anfangs Die 
Borjeichen der geraden Potenzen in M) in bie u 
geſetzten. 


217. Die beiden Gleichungen, 
M) x” — axm- bxm- — Exam + Axnne 


* + axm-ı 4 — — + dx”4 
+ etc. = o, 


welche diefelben, aber enfgegengefeßte Kurze — 
multiplicire man in einander, ſo entſteht daraus die 


ine 


> 
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P)o=xn+ abxtn-e 4 adxam—s + sfxt"6Letc, 
| | —aa1.. Fe Ne | 
+bb... +zbd.,. 


Die Gleichung P) enthält die Wurzeln von My an N) 


— ‚oder m Paare gleicher und entgegengefegter 
Wurzeln, 

218. Den Unterſchied der Erponenten feße man 

2, wodurch die Gleichung M) Quadratwurzeln enthält, 

auch fen meine ganze Zahl, oder habe die Form Z(an-+r); 

Durch bie Verwandlung von M) in die nung P) 

wird. jene Öleichung eine rationale. 

Der Linferfchied der Erponenten fey z und m 
eine ganze Zahl, fo enthält die Öleichung M) theils Qua⸗ 
dratwurzeln, theils Biquadratwurjeln. Gie werde zuerſt 
in eine Gleichung P) verwandelt, die nun noch bloß Duae 
dratwurzeln enthält; und diefe darauf in eine Öleihung 
0), bie ganz rational ift. 


219. Exempel. Wie in (214) ſey 
M) ee. FIR. — c. 
Hier iſt die Einheit für die Exrponenten & 3, fo daß das drit⸗ 
te Glied fehle, Mit diefer ana verbinde man die 
Gleichung, == — 
N) o= — — + 6 
fo entfteht daraus | | 
P) o —x 4 c 
Diefe multiplicire man durch die Gleichung, 
Q)o — „a + acxt rer, 
fo entftehe die rationale Gleichung, 


S) o—x’+(4c— ed -— a 
wie oben. 


\ 
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220. Die Gleihung | nn 


M) 63 x" _ ax b cxu” +d xu”4 _ etc, 
multiplicire man mit der 
N) oO x" — ax + 8 elite — dxem⸗4 etc, 
ſo entſteht daraus die Gleichung 
P) o = xım -axt"ı 4 bat  cx"73 + dxiT4 
»aX,, täa,..mba..+ca. e 
26 eo -aß.. +bB.. 
| | en Yo. +81.» 
L +ö .. 
+ etc. 

Man ſetze bier bie Eoefficienfen derer Glieder, wor= 
rin die Erponenfen von. x durch 3 nicht theilbar- find, 
—o, fo erhält man eine Öleihung von der Form 
Q) 0 = x" — Axanas + BR — C x" Letc, 
deren Eoefficienten durch die Werthe von a, ß, y, Ö, etc. 
gefunden werden. Für diefe Größen, deren Anzahl 2m 

if, find eben fo viele Gleichungen des eriten Grades vore 
- handen, wodurch fie eine nach der andern beſtimmt 
werden. Fr 
Da die Gleichung Q bloß Potenzen von x3 enf 
hält, fo dient fie eine Gleichung von Der Sorm. 
| m m—i1 ’ m m—3 
o—mx! —ax ’, zbx 5 —cx 4 etc, 
rational zu machen, | = 
221. Erempel, Es fey 


d 


M) x? -axtıb=o, N 
fo iſt 2 
o=m a2 -& 
o= b+äa+ß 
o=bB--ay-+2 
o = by-+aö 


£ Gleichung 479 


indem hier 

— — er — +8 
iſt. 

Daraus iſt - 

aa; B=aa—b 
’ = -ab; re 
Hieraus ift | 
Azbaryap 4ıymd— 2 

B —bö —b,: 

alfo Be Fi 


Q x? — (a3 — gab)x + bio. 


i 3 
222. Exempel in Zahlen - Es fy Vx=y, 
md y? — 7y + .10=0,  Diefe Öleihung auf ben 
fechiten Grad erhöht, fo bap fie einer - quadratiſchen glei . 
gültig bleibe, iſt 


y°— 133y3 4 1000 =o, 
oder = 

(y5)* — 133 (y) + 10000. | 
Die Wurzeln jener find + 2 und + 5; die Wurzeln 
bon der erhöheren, aber als einer quadratifchen, find die 
eu von 2 und 5, oder + 8 und. 125. 


223. Man ſehe über dieſe Elevations- Me 
thode, Lambert s Beyträge zur Marhematif, 2 Th. 
VIII..Fiſchers Aufſaͤtze über die Wegſchaffung der 
Wurzelgrößen aus den Gleichungen, in Hindenburgs 
Archiv der Marhemarif, 6tes und gtes Heft. Haus 
bers-Auflöfung des Elevationgproblems für Gleichungen, 
in Hindenburgs Sammlung combinatoriſch- analprifcher 
Abhandlungen. Von Fermats Merhode, irrationale 
en Größen wegzubringen, in dem Artikel Irra⸗ 
tiona 
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224, Die erhöhte Gleichung enthält alle Wurzeln 
der niedrigern M), und. noch dazu die Wurjeln der Glei- 
hung N). Dieſes ſind fremde Wurzeln, die nicht zu den 
in der Trage gefuchten gehören, und nur durch die Weg- 
fchaffung der Irrationalität eingeführt find. Die erhöhte 
Gleichung iſt em Product aus zwey Gleichungen, von wels 
chen eine aux eine foldjergeftalt angenommene it, fo daß 

fie gewiſſen ‚Bedingungen Genüge thut. 


225. Wie die Brüche aus den Coefficienten wegzus 
ſchaffen find, zeigt folgendes Beyſpiel. 


Die Gleichung ſey 


Man nehme die kleinſte Zahl h, worin die — m; 
n, p; aufgehen, und ſetze x — — ſo iſt 

ya by co _ 

h3  » mh? + nh p 

Multiplicirt man mit h?, fo ift — 
ah bh? - ch3., 

y⸗ — 

P 

wo die — a det gemachten Bedingung 
m die Zahl halle ganze Zahlen find; 











y’— - 


1X: Auftöfung numerifcher Sieiäungen. 


236. Die Gleichungen mit numerifchen Coefficien⸗ 
ten können alle entweder ganz genau, oder ſo genau als 
es nöthig iſt, durch Naͤherung aufgelöſet werden; ſelbſt 
die unmöglichen Wurzeln laſſen ſich zufolge (189.) durch 

die Hülfsgleichung für die Unterſchiede je. zweyer Wur⸗ 
zeln beſtimmen. 
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227. Eine Gleichung , in welcher.alfe Soefficienten: 

ganze Zahlen find, und der zu dem höchften Gliede gehö— 
tige = iſt, hat Feine rationale gebrochne Wurzeln. VON 
In der qaudratiſchen Gleichung, x — ax + b 
= eo, feyn die Eoefficienten ganze Zahlen. Wäre eine 


Wurzel der rationale Bruch —, in den kleinſten Zah⸗ | 


e — —— ma- 
len ausgedrückt, fo wäre die andere Sa — — ee 


’ 


gleichfalls in den Heinften Zaßlen. Das Produet .. L 
m m 
zweyer auf bie Fleinften Zahlen gebrachten Brliche Eann 
nicht eine gange Zahl, b, feyn, da fein Factor von m in 
p und in q enthalten if, | 
"Die eubifche Sleihung, xs — ax Lbxr—e _ 
== o babe bloß ganze Zahlen zu Eoefficienten. Man. 
feße, daß fie rafionale Brüche zu Wurzeln habe, Nun 
zerlege man fie in das Product, _ | 


(x? — ax ß) x —_), 
m 
mo —- eine der Wurzeln if Diefes Product ent 


wickelt iſt 


F mm. axe 4 6x 


* 


Hier iſt + — eine ganze Zahl, alſo = ein 


Bruch, ——, der fich nicht verfleinern läßt, (denn ber. 


Factor bon m, der in q aufgeht, mlißte auch in p auf⸗ 
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| J | . 
gehen), und — = ——, eben ein folcher Bruch. 
Da beine ganze Zahl ift, ſo iſt ß ein Bruch, — 


nı nt 


der ſich nicht verkleinern, läßt. Das gegebene Glied des 





Products it nun eben ein ſolcher Bruch, * welcher 
m 


nicht dem als eine ganze Zahl angeſetzten Gliede, e, gleich 
ſeyn kann. | 


Auf diefelbe Art wird für alle Gleichungen gezeigt, 
daß fie feine rationale Brüche zu Wurzeln haben, wenn 
die Coefficienten alle ganze Zahlen find. 

228. Iſt eine folche Gleichung gegeben, fo ſuche 
man juerft, ob fie nice ganze Zahlen zu Wurzeln habe. 
‚Da das gegebene Glied das Product aller Wurzeln ift, 
fo verfuche man alle ganze Factoren deſſelben mit beider: 
ley Vorzeichen. Die Arbeit iſt langwierig, wenn Das 
gegebene Glied viele Factoren hat. Ste wırd dur fols 
gendes Werfahren fehr abgekürzt, In der gegebenen 
Gleichung A) ſetze many 1 und y— ı für x, fo er: 
halt man zwey neue „Ölethungen B) und C), Hat A 
eine ganze Zahl (oder mehrere) zur Wurzel, fo muß das 
letzte Glied in B) einen Factor enthalten, der um ı Fleis 
ner ift als einer der Factoren des letzten Gligdes in A), 
wenn diefe mit ‚beiden Vorzeichen genommen werden, 
Hingegen Das gegebene Glied in C).muß einen Faetor 
enthalten, der um x größer iſt, als eben dieſer Sartor. 
des letzten Oliedes in A). Go viele. Wurzeln in A) 
“ganze Zahlen find, fo oft muß diefes eintreffen. Um das 
legte Glied von B) zu finden, hat man nur nörfig für x 
zu ſetzen + ı2., und um denfelben in 0C) zu erhalten, 
x — 1 zu ſetzen. I Ä 

229. Exempel. Es ſey xs — 7x + 5x® 
495x — 326% 4 3120, Manege x—=+ 1, 
jo ift Das Aggregat der Glieder = + 805 fegt man 


Ey 


Gleichung 488 

x — 1, ſo iſt es — 42720. Die abſoluten Facto⸗ 
ren von 312 ſind 
einfache. + I, 2%, 2, 2, 3, 13 

zweyfache. .. Ar 6, 26, 39 

dreyfahe . + . 8,1%, %2, 39 

vierfache . . 024,104, 156 

die Zahl ... 312. | Ä 
Kon der Zahl go braucht man unmittelbar nur die eins 
fachen Factoren, ı, 2, 2, 2, 24 und von ber Zahl 
720 ebenfalfs nur diefe, nämlich -Y,.2, 2, 2, 2,3, 3,5, 
anzuzeichnen.. Unter den Ractoren der Zahl 312 find nur 
folgende, welche um ı vermindert einen Factor von go 
geben, + 2, 73, +6, — 1, — 3, — 4. — 3% 
Kolgende um ı vergrößert geben Factoren von 720, name 
id +1, +2 +3, +4 Tr 39, + =; 
— 317 — 13, — 4, — 5. Bon diefen Tactoren der 
Zahlen go und 720 konnen nur. die gemeinfchaftlichen 
Wurzeln der vorgegebenen Gleichung feyn, alfo +2, 
+ 3, — 3, — 4 Da hier nur vier Wurzeln gefuns 
- den find, und fünf fich zeigen müßten, wenn alle möglich 
"wären, fo ift eine von den gefundenen vier Zahlen Feine 
Wurzel, Diefe ift, wie die Probe mit den Zahlen 
zeigt, Die Zahl — 3, Die möglichen Wurzeln find + 2, 
73, 7 4. | 
. Man fehe Newtons Arithm. univerf. p. 37, 
de inventione diviforum. Auch Elairauts Algebra, 
III. Theil, und mehrere Schriftfteller von der Algebra. 


230. Iſt eine Wurzel, die p heiße, in ganzen 
Zahlen gefunden, fo wird die Gleichung durch den Factor 
x — p, wodurch fie theilbar iſt, dividirt, und Dadurch 
um einen Grad erniedrige, So viele Wurzeln gefunden 
find, fo viele Divifionen. 

231. Die irrationalen Wurzeln einer Gleichung, 
es fen der gegebenen unmittelbar, oder der erniedrigten, 
zu finden, fuche man zuerft die Gränzen fammtlicher Wur⸗ 

jeln in ganzen Zahlen. Diefes gefchiehe dadurch, daß 
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man in der Gleichung für x zuerſt fe x — y — 8, 
und g fo beſtimmt, daß alle Wurzeln der Gleichung für 
y pofitiv find, oder daß die Vorzeichen alle abwehfeln, 
für x =y—g-+ ı aber eine einzige Kolge gleichnas 
miger Vorzeichen entſtehe. Zweytens ſetztman x—y-+-h, 
und fuche einen Werth von h, wodurh alle Wurzeln in 
der Gleichung für y negafiv werden, indem alle Vorzei⸗ 
hen gleichnamig find, fo aber daß x = y -+h— ı 
eine Abwechslung der Vorzeichen gebe, alſo eine Wurzel 
poſitiv wird. 


Die erfte Beftimmung, x =y — g giebt y —x 
+ 8, alfo iſt, wenn jede Wurzel-y pofitiv iſt, g großer 
als jede negative Wurzelx. Iſt aber x + g— ı jur 
gleich negatis, fo zeigt Dies an, daß g — ı Fleiner als 
die größte negative Wurzel, abſolut genommen, ift. 

Die zweyte Beſtimmung x — y + hgiebt y—x _ 
— h: alſo ift, wenn jede Wurzel y negativ ift, h größer 
als jede positive Wurzelx. Da aber zuglihx—h +ı 
ein poſitives Y giebt, fo iſt h — 1 kleiner a Die an 
poſitive Wurzel x. 


232. Hierauf fege man für x die Glieder einer 
arithmetifchen Reihe, welche zwifchen. den beiden Grän- 
zen, g, h, enthalten it, und berechne die zugehörigen Wer: 
they der Gleichung. Kür eine Gleichung vom dritten’ 
‚Srade hat man nur vier Werthe von y unmittelbar.zu 
berechnen nöthig, für eine Gleichung vom vierten Grade 
fünf, w ſ. f. Aus diefen finde man die erſten Unter: 
fchiede, daraus die zweyten, und fo weiter, bis zu dem 
beftändigen Unterſchiede. Hat man dieſen gefunden, fo 
‚erhält man daraus rüichwärtg die vorlegen Linterfchiede, 
aus diefen die nacht vorhergehenden, u. f. w. bis daß man 
“auf die Werthe y felbſt kommt. Werden für x die gan: 
zen Zahlen nach ver Reihe gefegt, fo bediene man fich der 
Formeln für die Anfangsglieder der Drfferenzreipen, 
(178.), wie in (179.) geſchehen ift. 

233. Zwiſchen denjenigen. Werthen von x, bey 
welchen die Vorzeichen von y wechfeln, ige eine — 
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der Gleichung; finden ſich fo viele Zeichenwechſel als die 
Gleichung Wurzeln haben ‚Fan, fo if weiter nichts ns: 
thig, als Die Wurzeln genauer zu beſtimmen. Sonſt 
aber muß man fuchen , wo zwiſchen zwey nächiten ganzen 
Zahlen Wurzeln verſteckt ſeyn mögen, ob es. gleiche Wur—⸗ 
zeln gebe, oder ob unmögliche vorhanden ſeyn en. 


234. Fuͤr x —=p, einer ganzen Zahl, ſey der 
Werth ver Gleichung = + A; für x — p- ı ſey der 
Werth = r B, wo A und Bebloß die Quantität be: 
deuten. Da A B die. Veränderung des Werthes der 
Gleichung für die Veränderung 1 von x iſt, ſo iſt 


7— * 53 — die ——— von x — p, — 
der Werth; der Steigung = o wird, und p + — 
ift der erfte genäherte Werth der re 


235. Man fege p 2: x IB 


Wurzel x—q ES u. Diefen Werth, ſetze man in der 
Gleichung für x, fo erhält man eine Gleichung für u, 
jwar von demfelben Grade wie.die für x, worin aber "eine 
"Wurzel ein Bruch iR, daher die Glieder, worin das 
Quadrat und die höhern Porenzen von. u enthalten find, 
wenigen Einfluß auf den Werch von u haben, es müßten 
denn die Eoefficienten ‚groß. feyn. Der Perth von u 
wird alfo beynahe durch eine einfache Gleichung gefunden. 
Den genäherten Werth von u feße manr, und u — 
r+ v, fo erhäle man durch die Subſtitution von r + v 
für u eine Öleihung für v, worin v ein kleinerer Bruch 
als die. Wurzel in ver Öleichung für u ift, Auf dieſe Art 
hat man fortzufahren, fo weit als es zur Beſtimmung der 
Wurzel x nach den Umſtänden erforderlich ift. | 

236. Bequemer behält man die Gleichung für u 
bey, und ſetzt folgeweiſe die genäherten Werthe von u in, 
die Glieder mit den höhern Porenien wodurch der Werth 





‘=g, ‚und die 
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von u immer genauer beſtimmt wird. Ein Beyſpiel 


wird dieſes ohne ——— Vorſchriften deutlich 
machen. 


237. Exempel. Die Wurjeln der Steigung 
x’ — 2 — 4X -+ 100 =moju finden, 


I. Dan ſetze x — y — 8, ſo iſt 
x y7—3gY° + 3g’y mg? 


— 970-9. nn 
— 4x — J .t48 
44100 — 100° — 


Damit je zwey Voryeichen wechſeln, iſt es nur nöthig, das 
letzte Glied ſubtractiv zu machen, Fuͤr g — 3iſt es 
+4 frg=+4ifes — 92. Die Gränze der 
negativen Wurzeln ift daher — 4. u | 


I. Man- fex—yt g fo ift 
X, = y’h'sgy'_ ds 8'y TE, 


— mg. 7188. 98" 
„mama 
+ 100 + 100 


Nun nehme man-g bo, daß alle Vorzeichen -H wer: 
ben. - Wegen des zweyten Gliedes ift g > 3; wegen Des 
Dritten ift 8 > 65 wegen des legten iſt 827, und + 8 
it bie Ötänze der poſitiven Wurzeln. 


III, Da die dritte Wurzel fi aus den. zwey an⸗ 
dern ergiebt, ſo iſt es nicht nöthig, eine Die bon. — 
then der Gleichung zu berechnen. 


IV. Der Werth der Gleichung für — + 7 iſt 
=— = —A; und für x +8 8 iſt der Werth 
ar | 

Sti=+B Alſo A+B 
beynebe Es ſey x7, 9+ u, ſo iſt 


220 20. 





* 
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x = £ 493,039 4.187,23u + 23,70 pmR 
_ xt — 561,695 — 142,20... 9,0:. 
— 4x = — 31,600 4, 00.. 
+ 100 + 100. | 
o=— 025I+ 4r, o8s 4 14, 7u* Huf 
oder | el 
“ 41,03 u + 0,2517 —. 14,708 us, 
Demnach) ü= 0,006 nahe. - Diefer Werth in bie beiden DE 
hdchſten Glieder geſetzt, giebt BAT —— 
-41,08uU = + 0,251 — 0,0005292 
ee 0,0000092101 7 
Er = 0,250471 ...« , ——— 
Daher u — 0, 0061704). weil das in dem erſten Werthe 
von u weggelaſſene Stuͤck, 6,0001 einen Fehler von nicht 
0,00002 giebt, daher, man die Divifion.bi$ zu der vierten 
Ziffer des Quotienten fortſetzen darf, Setzt mean nun 
für u? und ud die verbefferten Werthe, fo wird uno 
viel genauer gefunden. Es genüge u — 0,906104, fo 
itx == 7,906104 nu SER | 


8 x 


78. Die hier einzige negative Wurzel, fallt, zwiſchen 
— 3 und ft m B - Me 
= fg, und x S— s104 u Dem 


alſo KB, — 

nach iſt 58 

wm 28,094464— 27,1248 ug, 12 u! uf 

—— — 83,1744 re — 9,00. 

—4x + 12316 . + 400 +. 

+100= -# 100,00 De | 
om . 0.891136 78,4448 Um 18,12 U W) 


% 


w .r 
f A 
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oder | | | | 
7,4448 u — 0,891186 — 18,12 u*? —uN, 

und u — 0,0113 beynahe, da das zweyte Glied in der 
drirren Deeimalftelle anfängt. Gest man diefen Werth 
‚ in das zweyte und dritte Glied des zweyten Theil der 
Gleichung, ſo wird um a alſo x = — 
3,0513305. 


VI. Die dritte Wurzel wird aus Dem Coefficien⸗ 
ten von x* gefunden. Es iſt 9 die Summe der drey 
Wurzeln, alfo iſt die dritte Wurzel = + 9 —7,906104 
"> 3,0851330 = + 4145226, 


VI. Zur Probe der Nechnung dient das gegebene 
Glied der Gleichung. Das Produer der drey Wurzeln, 
ohne Rückſicht auf Die Vorzeichen, ift —= 100. Nun: iſt 


[09..7,906104 == 0,8979625 
log. 4, 145226 == 0,6175482 
log. 3,051330 = 0,4844892 


109. Products = ı, 999999 9 
alſo das Product fehr nahe = 100, 
238. db zwifchen zwey nächffen | ganzen Zahlen 


atven oder mehrere ungleiche Wurzeln liegen, wird auf 
folgende Art gefunden. 


Es ſeyn diefe ganze Zahlen p und p An 13 bie 
.. fey “ 


— ax- 4 Dam cym3, , ko 
ı " 
Man feße'x —=p und multiplicire die verwandelte 


leihung durch zu, fo erhält man eine Sleihung von 
der Form 


Arzt — DB zRm! + Cam or. + k=0 = 
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Da einer oder mehrere Werthe von x find p + — 100... 
2, 


ein eigentlicher Bruch iff, fo Hat die Gleichung für z 
wenigſtens eine.pofitive Wurzel, die größer als die Ein- 
Heit ift. Setzt man nun in drefer Gleichung die ganzen 
pofitiven Zahlen von o an für z, fo niebt der Vorzeichen: 
wechſel die nächften. ganzen. Zapfen für 2. So viele po⸗ 
ſitive Wurzeln | über.r die Gleichung für z.hat, fo viele 
Wurjeln viſchen p und’ p + hat’ die "Bfeihung 
für x, Mat muß auch —8 Acht haben, ob auh 
zwen oder mehtere Wurzehn'z zwiſchen zwey nächften gans - ” 
zen Zahlen fiegen, wenn zu ber Gfeihung für x noch 
nicht die Sränzen aller Wurtzeln i in ganzen Zahlen gefun⸗ 
den find. | 

239. Eyempel. & fen J 
Kan gl, — 12 x + 20x — 360 0. 
Die, Werthe dieſet Gleichung für x — 4 25 + 33 
— 43 *5 ſind ne Es iſt 
leicht möglich, daß he +3 und + 4 zwey Wurs 


zeln liegen. Man feße x 234 — ſo bi die vers 
| wandelte Gleichung 








ober. 


20° 30 

— F 7 Fan 
o= 224 — 2023 + go 4z—Iı, 3, 
Die Werthe diefer Öleihungfüra + 15, + 2; +33 
+4545 , find folgende: +85 — 15 405 — 495 
"+ 104, fo daß zwey pofitive Wurzeln z größer als ı vothan⸗ 
den find, eine zwiſchen + 2 und + 3; die andere zwifchen 
+4und+s5. Daher liegen zwey Wurzeln x zwiſchen + 3 
und +4, die eine ift etwas kleiner als 3 -+.Z, die andere 
als 3 +4. Mun feße man x—3,25-— u, und dann 
auch x == 3,5 — u, fü erhält man nach dem obigen 


, 
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Verfahren die beiden Werthe be von x fo genau als es er: 
forderlich feyn mag. 


240. Wie die gleichen Wurzeln _für Sleichunaen, 


die den vierten Grad nicht überſteigen, gefunden werden, 
iſt in dem VIE Abſchnitte gezeigt. Bey höhern Glei— 


chungen hat man ſich der daſelbſt (187.) angezeigten Die 
thode von la Grange zu bedienen. 


241. In der Abhandlung über die numeriſche 
Auflöſung der Gleichungen von la Grange iſt ‚von 


der Gleichung für die Unterſchiede je zweyer Wurjeln ei⸗ 
ner Gleichung die Anwendung gemacht, eine Zahl zu fin⸗ 
den, die Fleiner als der Fleinjte Unterſchied irgend zweyer 


Wurzeln ıft, zu dem Ende, daß man in der arithmeti— 


fehen Reihe der Werrhe von x die Linterfchiebe weder un— 


nörhiger weife zu Flein nehme, welches die Berechnung zu 


weitlaufig macht, noch auch fie zu groß fee,‘ wobey zwey 
oder mehr Wurzeln überfehen ‚werden 'Fönnten. .. Allein 
man. muß, um- das. fchieflichfte Intervall der Werrhe von 


x zu erhalten, eine Öleichung — die auf einen bohen 
m (m 
Kun — — ten Grad, 





Grad ſteigen kann, auf den - 


wenn die für x vom mten iſt. Die Gleichung zu finden, 


und die Gränzen der Wurzeln zu ſuchen iſt muͤhſamer als 


eine betrachtliche Anzahl Werthe einer Gleichung zu be— 
rechnen. Wenn man auf das Zunehmen und Abnehmen 
der Werthe der Gleichung und die Beſchaffenheit der 
Glieder in den verſchiedenen Differenzreihen Acht giebt, 
fo wird man leicht merfen, wo zwey oder mehr Wurzeln 


tervalle in der Reihe der x Fleiner machen. Da man vie 
Anzahl der möglichen und unmöglichen Wurzeln zuſam⸗ 


men genommen weiß, fo kann man Feine aus Unvorſich⸗ 


tigfeit aus der Acht laffen. 
242. Die Wurjeln laſſen ſich auch in — von 


- Kettenbrüchen, die wechſelnd größer und kleiner als ver 


‘ 


‚innerhalb eines Intervalls liegen Fonnen, und hier. Die Tin _ 
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u genaue irrationdle Werth der Wurzel find ‚ darſtellen. 
Davon in dem Artikel, Kettenbrüche. Sc 7 


Die Glieder rucklaufender Reihen dienen auch zur 


Erfindung der größten und kleinſten Wurzel, hr rücklau— 
fende Reihe. 


* auflöfung iteraber 
nn Steihungen . 


| 2. Die —— Gleichungen, in welchen die 
Coefficienten allgemeine Größen find, laſſen ſich, wie 
- fchon. bemerft'ift, außer. denen von den erſten drey Gra— 
den, nicht fo auflöfen, daß die Wurzeln durch endliche 
Kormeln dargeftelle würden. . Durh Reihen mir einer 
‚ unendlichen Anzahl von Gliedern ift e8 zwar möglih; es 
= ift aber unbequem, daß foldye Reihen oft wenig convcr- 
giren, oder gardipergiren, und daß ſie unmögliche Größen 
in einer möglichen Gejtalt geben: Weil die Eintwickelung 
der verfchievenen Wurzeln einer Gleichung mitteljt ihrer 
Eoefficienten auf.der Lehre von der Ilmfehrung der Reihen 
beruht, fo wird .diefelbe erft in dem Artikel, Umkehrung 
der Reihen, vorgetragen werden konnen. 


244. Der Taylorſche Lehrſatz dient zur Aufloſung 
ber Gleichungen, wenn für eine Wurzel ſchon ihre näch— 
ften Orangen in ganzen Zahlen gefunden ſind Die Glei⸗ 
chung 
x a Hax"ı 4bxv-⸗ + PR d"#.,.+k=o 
werde als eine Function einer veränderlichen Gräfe x ber 

betrachtet, und der Werth diefer Sunction für irgend ein 
x ſey — Y, alfo = o, wenn x eine der Wurzeln ift. 
Man bezeichne diefe Nelation durh Ox—y, wo © das 


Functionszeichen ift (f. Function). Es verändere ſich x 
um u, fo u ae 38.) - 
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8 u 0x w 

Opa "Tr x "1.2 
aꝰ 4 4 ur 

o’Ox . Qu 40x u — 


x 1.2.3 Ox%+ "1.2.3.4 
Wenn bier x von einer der Wurzeln wenig verfchieden ift, 
fo erhält man eine folhe Formel, wie in (237.) zur Anz 
näberung an den Werth der Wurzel gebraucht iſt Sin 
dem Exempel daſelbſt fx — 79; GO: — 


— 0,251. 


245. Es ſey x + u eine Wurzel der Gleichung, fo 
ift 9x +u)=o,un 





—— 0°Ox u? 
o=müxr+ ‚ur — ——— 


Der Kuͤrze wegen a man die Differenrialquorienten nach 
der Sole p, q, u s, eto. Ppx—y, ſo iſt 
o==y+ pu44qu⸗ rus + 2%gsut+ etc, | 
Am hieraus den Werth von u herzuleiten, fege man w 
aus einer Neihe von Zheilen, A, B, C, D, etc. zufammen, 
deren jeder gegen den vorhergehenden fo £lein fey, daß B 
. fihb nur mit AA vergleichen laffe, C mit As uns AB; 
Dmit A, AB, AC,B’, u.ſ.f. 2 feße man in 
der Sleihjung für u ben Werth - | 


u=zA+Bt+C+D+ etc. 


fo ift 
y=y 
pu=Ap+Bp-+Cp +Dp. + etc. 
jqwW—= +A'’g+ABqg+ACg + ec. 
ir; | + 3B’q-+ etc 
ru ZA’ + 3ABr+ etc 


su 2A + etc 
etc, j 
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Die Glieber rechter Hand sufanmimengenommen find 
MNull. Da fie von verfchiedenen Ordnungen der Größe 
“ find, fo Fanndiefes nur erhalten werden, wenn die Größen 
von einerley Ordnung der Größe, die unter einander ges 
festen, fich aufheben, zufällige Mopdificationen durch die 
Eoeffiienten, und durch die Worausfegung felbft nicht ges. 
achtet. : Dadurch werden folgende Beſtimmungen ers 
Halten. | an | | 





sg  ,,5qr ARE 
8p’ — 2apP° 


eic. Pr . + : 

246. Exempel. Die Gleihung, x⸗ 4 25 — 2 

=o, aufjulöfen. Hier ift | | En 
yzx’+2x—2; 


\Oy ey ; 
rn 
A — 

Er 60x; —— — 
— Fr 

I tn 

ox? 


V Fur x So iſt y S — 2,für aà4 1 if 
y=+ ı,.alfo iff, wenn x — 4 ı genommen wird, 
der Werth, von u Fleindund negativ. Dadurch iſt 
P=+r174=35 x == 605 86=#120; t 120, 


und 
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10 200 10 
5,1000 5.100 5 
—( — N — etc. 
77 =. ze 
oder 
| Io 139 | 
u — — J — — — — — — eic. 
7 7° dr 


das iſt u — — 0,18 nahe, und die Wurzel x Fu 
— 1 —0,18g = + 0,82 nahe... Wird diefer Werth 
fir x in die Gleichung gefest, fo wird daraus durch eine 
neue Rechnung der Unterſchied von der Wurzel fehr ges 
nau gefunden werben finnen. i . 

‚247. Man fann x auch als eine Function von y 
anfegen, ſo daß x =Py, nd x— um pP (y— z) 
unit Ä | 





N x 32x z? 
- 2) 70 — z ro. 
oy ey 1.2 
Ox 23 O+x 2* 


e ee, 
oy3 1.2.3 Oyt 1.2.3.4 


Iſt x — ueine Wurgelder Gleichung, fo ift y—z=o, 
und y — z, alfo J | 


u 








Ä OX o'x  y® 
x— UK — — — — ELO 
| oy oy?® 1.2 
oder 
9 9? 8 3 * 
u — — * x y 
8y öy® 1.2 oy3 1.2.3 
54x y+ 


Oyt "1.2.34 | 
| Man har nun für einen Werth von x, welcher einer. 
Wurzel nahe kommt, den zugehörigen Werrh ber Gleichung 
y,.und die Werthe der Differentialquorienren zu fuchen, 
und die daraus entftehenden Glieder mit Beobachtung der 
Vorzeichen, die fie erhalten müſſen, zuſammen zu neh⸗ 
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men, fo wird der Werth von u, dem Unterſchiede der | 
Wurjzel und des gefegten Werthes von x, dadurch mehr | 
oder weniger genau gefunden, nachdem die Meihe fchnel- 
ler vder langſamer convergirt, . In dem legtern Kalle 
hat man. den durch die erfte Nechnung verbefferten Werth 
‚von x ſtatt des zuerſt gebrauchten. zu nehmen, | 
248. Exempel. Die Gleichung ſey, er — 2* 

Tr 4% —8= 0, ſo daß 

ya at Hm, 





Nun iſt 
J 
* 4 474 — ————— 
0% BR 3x — O°x 3x — 1 
— 
x Bit — ia — 6x 3 
aydx Eu 16(x3—x-+ ı)* ’ 
1: ZN aıxt— 1220 — 6x +3 
day en 4(ld—x+tı) °’ * 
Alſo iſt | ee, 
— y (3x — ı)y? 
a —x+ı), 32 (3? —x+ 1)? 
£ (Rt a—axtı)y PR — 


128 (x — x 431) 
Setzt man x — Pir, ſo iſt y — — 5; fest man 
x — 42, ſo iſt — — 8; alſo liege die Wurzel na: 
— an + 2 als an tr. Manfegex= ı, 6, fo iſt 
u— — 0,0118993 Mn 5 
‚+ 0,0001353 = — 6,0117663 
— —— | 
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da die Wurzel iſt x — u, ſo iſt ſie ſehr nahe — 
1,6117663, . 


| In Eulers Differentialrehnung, 2 Th. ©. 563, 
woraus Die Methode ‚mit dem Exempel genommen ift, 
ift der driste Differentialquortient im Zähler unridhtig. 
Diefer iſt daſelbſt 21x — ı2xx— 3. Die Wurzel 
findet Euler — 1,6117632., Er hat aber x — m6r 
gefeßt. Lange nachher hat Euler diefe Merhode dahin 
errgeitert, daß fie dient, jede Potenz einer Wurzel und 
ihren narärlichen Loharichmen zu finden. Nova Acta 
Petrop. T. VI, 


249. Die Kormel für die Wurzel (247.) hat Euler 
im $. 1740. an die Parifer Hfademie der Wiffenfchaften 
ohne Beweis geſchickt. S. eine Abhandlung von dem 
Marquis de Eourtivron, fur une maniere de refoudre 
par approximation les equations de tous les degres. 
Mem..de l’Ac. 1744. &ourrivron verwandelt die Glei⸗ 
chung für x in eine füru, wenn x—k+u, und w 
Fein iſt. Diefe kehrt er um, fo daß u durch eine. Reihe 
dargeftelle wird. Seine Formel finder er, wie.es noths 
wendig ill, mie der Eulerifchen übereinftimmenb, 


250. Eine andere allgemeine Methode, die noch 
nicht angewandt worden, ift folgende; 


I. Die gegebene Gleichung für x werde in eine Gleis 
chung für u verwandelt, fo daß eine Wurzel derfelben Flei- 
ner als ı fey, wenn jene Gleichung nicht felbjt fo befchaf: 
fen iſt. Die verwandelte Oleichung fey | 


a+bu +rcu +du?+ eut+fu’+tetc,=o, 
Man multiplicire fie. durch eine unbeſtimmte Function, 
ıtau+ßu +ywW+ sus Freu res 
fo ift dns a Se == 


'% 


— 
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E + bu + eu 4 dus +euf + fu + ete, 

+aa. + ba. + can + da. +. ea..+ etc. 

+aß.+bA. + ch. AIB. & etc. 

+ ayı + by. + ya etc, 

+ aö.+ bö., + etc 

Ä asus ete. 

In dieſem Producte ſetze man. bie Coefficienten von ur, 

us, u... = o, fo erhält man dadurch Beſtimmungen 
von a, ß, Y, etc. und es ie nahe a > (b +aa)u 

— , habe. 





lſo u — — * 
— — 
y alſo | b+ = 

"IL. Zuerft fee man hut die beiden Enfiinen 
von u? und us Null, fo ift 

ec +bartaße & 
d+ca +bö ta y = 

Da bier eine unbeſtimmte Größe mehr ift, als Gleichungen 
vorhanden find, fo iſt eine woillfühtlich anzunehmen. 
Man fee yo, und zunleich ö, 2, etc auch = o, , 
fo ift die multiplicirende Zunerion = : + au + Bu®, 
Aus jenen beiden Gleichungen ergiebe ſich durch Weg⸗ 


ad — b 
ſchaffung von & der Werth von &, nämlich «= e 
bb—ae” 
alfo 


— a(bb—äc) | 
"7 bibb—ar)+ajad—be) 

351: Exempel. Die gegebene Gleichung feg 
Bu 9x — 4X + 1000. Fire Wurzel derfels 
beu falle zwiſchen + 7 und + 8, näher an 8 (137.). 
Dan fege x = 8 — u, fo iſt die transformirte Hleichungg 

o=+4— ur Isu-us, 
alſo 
42443 — 43 cm ı5;d — 
au | Ä i 


498 a: Steigung 


Dieſe Werthe in die Formel für u Heſett, geben 
um + Foygs = > = 0,093894 , folglich die 
gefuchte Wurzel x = 7,906106.. Die mühfamere 
Rechnung a. a. D. gab 7,906104. 

252. Wenn es nöthig ift, Eonn man den gefun⸗ 
denen Werth leicht verbeffern. Das fünfte Glied des 
Produets ift — (da + cß)ut, day, ö, etc. = o ge⸗ 
fege find. In diefem fege man für u den gefundenen 
Werth, und, addire diefes Glied zu a, worauf man u 

c— - ba 


aufs neue berechnet. Es iſt — — 


| 253. Nun nehme man zum Multiplicator der 
Gleichung die Function, r + au+ 2 + yu?, und 
ſetze die Coeffisienten von u%, us, us jeden Null, fo iſt 
Le+bataß=o 
IL.d+ca+bB+ay=o 
IL.e+da+cß +by=o 
Die Gleichungen IL, und IM. en durch die Weg⸗ 
ſchaffung von y. 
IV, ba — ac+ (be ad) « 4 (6b ⸗296 
— 
Diefe und I. geben durch die Wegſchaffimg von ß 
V.(bb—ac)ce —(bd — ae)a 
+(bb—acba—(be—ad)aa 


= 0 


Alſo 


__(ad—be)b—(ae —.cc)a 
= ala 3 
— —————— 


(ad-bc) a-(ac -bbj;b 
(ad -b — be)aa — 1a — (ac — bb) ab 
GAAbb — -be)ab + GE cc)a 


1007 Ti 409 
254. Erempel, Es ſey in der Gleichung (239.), 
xt — 8x? — 12x? + 2Boox— 360 o, 
die an. +13. nächfte Wurzel zu finden. Geste man 
x — 3,4 u, fo iſt die verwandelte Gleichung | 
. oz3—g0u 4 zu? — ud — uf, 
wo a ⸗4 33 b=—20c0=+4 30; dm — 45 
e — ⸗1 iſt. Ferner iff (ad — bc) aa — 52925 
(ac — bbJab = + 18600; (ac — bb)bb— 
— 1240065 2 (a d — boJab==— 70560; (ae=cc) 
aa — — 8127. Daher < u 
u — — 0,216155..: 
und x = = 3,216155.. 


255. Um mit — die Grunze zu — 
bis auf welche. nach dieſem Verfaͤhren die Wurzel gefun— 
- den wird, muß das erfte der weggelafenen Glieder des 
Products; namlidy (ea + dB + cy) us berechnet wers 
den, wenn nämlich zu dem Multiplicator vier Glieder ges 
nommen find. Es it 

(@ad—bo)b — (ae— cc) a 


— — 


(ad — bc)a — (ac—bb)b 
(ae— bd)b —(ad—bc)c 


a (a4— bo)a — (ac—bb)b 
. kbd—cc)e—(ad—bce)d+ Re bbje E 


" (ad—be)a—(ac—bb)b 


| 286. Anſtatt ven genähetten Werth von ü Sing 
eine einfache:&leichung ju finden‘, kann man auch eine, 
quadratifche anwenden. Man fege die Eoefficicnten von 
us und mehrere folgende gleih Null. Der M ultiplicator 
der Gleichung fg ı + au + Bu, fo erhält man die 
DT og 

” IE 
WLe+detck=o, 
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wodurch ’« und 8, alfo die Eoefficienten der Nãherungs⸗ 
Gleichung, | 
a+(b+ae)ur(c+ba+taß)umo 

beftimmt werden, | 

ſtimmt man den Multiplicator, rau + PBu* 
+ yu>, fo kann man drey Evefficienten Null feßen, die 
von u3, u‘, uf, wodurch die quadratifche Gleichung no 
viel genauer den Werth von u giebt. 

27. Hat u zwey Werthe, die kleiner als die Ein⸗ 
heit ſind, ſo findet man ſie mittelſt der quadratiſchen Glei⸗ 
chung beide Die einfache Gleichung giebt nur den Fleis 
nern Werth, der die gemachte Vorausfegung am nachs 
ften erfüllt, wie in dem jwenten Exempel (254.), worin 
zwey Wurzeln x jwifchen + -3 und + 4 fallen, 


228. Auf eine äfnliche Art Fann man eine Nähe⸗ 
tungsgleichung vom dritten, oder einem noch höhern Gras 
de ſich verfchaffen, es fey nun eine Gleichung zu erniedris 
gen, oder die mchrern Wurzeln , die zwiſchen aroey näch⸗ 
fen ganzen Zahlen liegen, zu finden. 


259. Auch für große u läßt fich eine Annäherungs⸗ 
gleichung nach der für Fleine u gebrauchten ae fine 
den. Es fen die Gleichung 


sur + aumi bunt L cum + dums + etc, 

Diefe werde durch 14 ++ + 
+ etc, muleiplicier, * Product tom 

a” 4 aum: 4 bun-a 4 cu@3 4 dum4 + eto 

ts. +aa.. +ba. +ca.. +etc 

+Bu tab. +bB.. + etc 

tY tray. tet 

u +5 .. + etc 


ele, 


'  Sleihbun 0o01 


Man nehme den Multiplicator 1 4 — * —, 


und fege die Coefficienten von u”? und ums. Zul, foift 
„Lb+räeat ß=o | | 
I. c+ ba -aß=o 


u... ser ab | . 
Hieraus ift « m alfo iſt 
a — 22b +c 


u=maram aa — 


nabe: 

| -bb— ac u 
Auch —— — aa — 
cc - 2abe + bbb 


‚und 





ca+bp= — 


Aus dem Werthe von ca + b& iſt der Grad der 
Annäherung zu beurtheilen, Das erfte der weggelaffenen 


cc zaab bbb N. 
Slieder iſt d+ mean. - u 


aa — b 

260. Die durch die Multiplication mit einer Fune⸗ 
tion von.u entitandene Gleichung ift in beiden Fällen eine. 
Huͤlfsgleichung von einem höhern Grade als die vorgege⸗ 
bene. Weil aber einige Glieder in ihr fehlen, und bie 
darauf folgenden gegen die erſten Flein find, fo ift, fie Teiche 
aufzulsſen, mit einem. geößern ‘oder geringern Grade def 
Genauigkeit, Ä | | 





, * * | = ' n 

Zu den Abhandlungen algebraifchen Inhalts von 
Euler find hier noch einige aus-den Novis Actis Acad, 
Petrop. beyzufügen. 
In dem IV. Bande find. zwey Abhandlungen, 
welche beide die Darftellung der Wurzeln einer Gleis 
chung oder irgend welcher Potenzen derfelben durch 
Reihen betreffen. In der erfien wird ‚aus Ber 


% 
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Gleichung ZU = Ze CZ- eine Reihe für Z bergelei: 
tet, deren Glieder Functionen des Exponenten n‘find, woraus 
ferner Reihen für die Porenzender Wurzeln yon Gleichun⸗ 
gen mit mehr Gliedern hergeleirer werden: Die Reiben find 
fehr zufammengefegt, daher -Euler fie auch in der Auf— 
ſchrift der Abhandlung maxime abltrufas nennt. Mit 
derſelben ift eine frühere Abhandlung. in den Actis Pe- 
trop. T. III. a.a. 1779: zu verbinden, worin Betrach⸗ 
tungen über: eine von Lambert: entwickelte Reihe zur Auf 
löfung einer frinomifchen Gleichung angeftelle find. | 
| In der zweyten Abhandlung wird die Methode zur 
Entwickelung der Wurzeln und ihrer Potenzen durch Rei⸗ 
ben, welche der Berfaffer ſchon in dem XV, Bande der 
‚neuen Commentarien (1774) gelehrt harte, beſſer bes 
gruͤndet. a Fe 
In dem VI. Bande find zwey Abhandiungen, von 
welchen die erſtere zeigt, wie die Werthe der Wurzeln 
durch Annäherung gefunden werden, wenn ſte ſchon einis 
germaßen bekannt ſind. Es iſt die von dem Verfaſſer 
ſchon vor langer Zeit angegebene, und in dem letzten Abe 
ſchnitte dieſes Artikels erklärte Merhode; mie Erweite— 
- zung auf Potenzen der Wurzeln, — 
In der zweyten Abhandlung des VE. Bandes wird 
gezeigt, wie unzählige Formen von Sleichungen angege⸗ 
ben werden. Fönnen, die alle auflösbar find. 
In dem XII. Bande wird die Entwickelung der 


Wurzeln und ißrer Potenzen noch einmahl vorgenommen, 
nach der Merhode, die in den Comm, novis, T,XV. ge⸗ 
zeigt war, aber mit Erweiterung und Verbeſſerungen. 


Eulers Algebra iſt von Berno ulli ing 
Franzöſiſche überfegt, und von la Strange mie Ans 
merfungen bereichert. Diefe gehen bie unbeſtimmte Ana⸗ 
Iptif an. ine neue permeßere Ausgabe dieſer Über: 
ſetzung iſt zu yon 1795. in zwey Octavbanden erſchienen. 
Die Zuſatze von la Grange dat Kauß ler beſonders übers 
fest geliefert, Frankfurt am Mayn, ATI. 1:0. 


14 
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Unter den ältern Lehrbuͤchern zeichnet: ſich die Alges 
bra von dem tieffinnigen Maclaurin durch Deutlich: 
Feit wie durch Srünplichfeit aus. Treatiſe of Algebra, 
the [econd edition, London 1756. 8. 


Weor viele Benfpiele und Erläuterungen verlangt, 


findet fie in Saunderfons Elements of Algebra, 


Cambridge, 1740. 3, vol. in 4. Überfese ins Franzö⸗ 
ſiſche von Joncourt. Amſterdam, 1756. 


Clairauts Algebra, die zuerſt 1746 herauskam, 


iſt mehrmahls aufgelegt. Neuerlich iſt ſie von Laeroix 


neu herausgegeben, und mit Anmerkungen pon la Grange 


und la Place: ausgeftartet, 2 vol, ing. ine deutfche 


Überſetzung ift von Mylius 1752 gemacht, von welcher 
Tempelhof: 2778 eine zweyte Auflage mit Zuſatzen be⸗ 


ſorgt hat. | 
Die deutfchen Jehrbücher von Se gner, Käſtn * | 

Tempelhof, Pasquich, werden den Liebhabern der 
Mathematik befannt genug fern. Anfängern ift zu em. 
pfehlen Buſſe eriter Unterricht in der algebraifchen Auf: 


loſung arithmetiſcher und geometriſcher Aufgaben, Deir 
ſau 1782. 2 Bde in 8. 


Glied — iſt ein einzelnes Stück einer 


Gleichung, Reihe oder Function. Das lateiniſche Wort, 
membrum, bedeutet alle Glieder einer Gleichung, die 


auf derſelben Seite des Gleichheitszeichens ſtehen. Weil 
das Wort terminus im deutſchen ſich nicht gut gebrau⸗ | 


eben laßt, fo muß man. es durch Glied geben, und mem- 
brum durch Theil, 


Gnomon in der Geometrie iſt eine Figur ‚die 
in einem Parallelogramm tibrig bleibt, wenn ein kleineres 


Parallelogramm, deffen Diagonale in der Diagonale je 


nes liegt, mweggenommen wird. In Fig. 26. Tab. X. 


worin BH und ED jede einer Seite des Parallelogramms 
parällel it, ift Gnomon die Figur, welche aus den beiden&om: 


plementen A. , AK u den Parallelogrammen AF, AG 


- längs ver Diagonale FG, und einem dieſer Partilelograms 


_ 
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me ſelbſt beſteht, nämlich ABCGKEA, ober 
ADCFKHA. Euklides gebraucht das Wort in ſeinen 
Anfangsgründen, 2. Buch. Es bedeuterauc ein Winkel: 
maaß, daher die Anwendung auf die geomerrifche Figur. 


Gnomon ift an einer Sonnenuhr der Zeiger, 
der durch feinen Scharten die Stunden zeigt, Hier er: 
giebe ſich die Herleitung von dem griehifchen Stamm; 
worte, erfennen, noch deutlicher, 


Gnomon ia der Aftronomie ift eine befondere 
Vorrichtung, Höhen der Sonnen zu beobadıren, 


Goniemetrie ift der Inbegriff der Sätze und 
Aufgaben, welche die Vergleichung der Winfel mittelſt 
der von den Winkeln abhängigen Linien, und die Rela⸗ 
tionen diefer Linien felbft betreffen. Das Wort Gon i⸗ 
ometrie iſt in diefer werten Bedeutung fonft nicht ger 
wöhnlich, fondern man verftcht darunter nur die Metho⸗ 

den Winfel zu meffen. In diefem Verftande gebraucht 
de Lagny den Ausdruf in einiges Abhanplungen ver 
Pariſer Afademie von den J. 1724, 1725, 1729 
Don feinem Verfahren, Wirfel ohne Transporteur oder. 
Maaßſtab zu mefjen, wird in dem Artifel, Winfelnef- 
fung, Anzeige geſchehen. Des Wort Goniometrie 
iſt im Sricchifchen daſſelbe was Winfelmeffung im deut— 
ſchen. Go wie aber Geometrie eine Wiffenfchaft ift, 
welche alle Arten vor Vergleichungen ausgedehnter Größen 
begreift, ohngeachtee das More nur Jandmeffung 
andentet, -fo mag auch Goniometrie die Benennung für 
ein Syſtem fern. das viel mehreres in fich fchließe, als 
"Das Wörtliche zu erfennen giebt, Tin einer. Fleinen 
Schrift, beritele Anfangsgründe der Ooniometrie von 
Däzel, Müncen 1800, bedeutet das Worf Trigonomes 
trie und Polpgonomerrie zuſammen. | 2 
2. Die Goniometrie pflegt als ein Theil der‘ Trigo: 
nometrie angefehen zu werden. Ihre a 
den auch in diefer Wiljenfchaft gebraucht, univie Bes 
rechnung der. ebenen und. fphäriichen :Dreyerfe, und der 
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daraus zuſammengeſetzten Figuren herzuleiten. Die Tri⸗ 
gonomerrie bekommt durch fie einen weirern Linifang als die 
Wortbedeutung angiebt. Vieles in der Goniometrie be: ' 
triffe bloß Vergleichungen der Winkel, ohne Ruͤrkſicht auf 
Dreyecke oder Figuren; anderes bezieht fich auf die Kreis: 
mefjung; ſelbſt in der Analyſis, wo auch feine geomerris 
fche Größen betrachtet werden, fommen oft Runctionen 
von Winfeln vor, In einer vollftändigen Abhandlung 
don der Trigonometrie darf zwar die Goniomerrie nicht 
fehlen; allein in dieſem Woͤrterbuche wärde jene durch 
Diefe einen zu weirläuftigen Artikel ausmachen. Um aber 
auch nicht die Materie von der Bergleichung der Winfel. 
zu zerſtuͤckeln, werden alle dahin gehörigen Formeln hier 
in einem Artikel, unter dem, Titel, Goniometrie, vorge⸗ 
tragen. 


3. Die anakpeifche Geometrie, fo fern fie die Wins 
kel entweder unabhängig von der Verbindung mit den Li⸗ 
nien einer Figur vergleicht, oder fowohl die Linien und 
ihre Winfel in ihrer gegenfeitigen Abhängigkeit betrachtet, 
begreift dren Hauptſtuͤcke, die Goniometrie, Eyflo: 
metrie (Bogenmeflung) und Trigonometrie mir der 
Polygonometria Das erfie iſt gleich Anfangs ers 
klaͤrt; die Enflometrie, welche die Winkel durch zugehö⸗ 
rige Kreisbogen darſtelit ‚ enthält die Formeln zur Der: 
gleichung der Bogen und der zu ihnen gehörigen Linien 
(Sinus, Tangenten u, ſ. m.); die Trigonomerrie ents 
wicelt die Sormeln zur Berechnung der Seiten und Wins 
kel ebener und fphärifcher Dreyedke aus gegebenen Bes 
ſtimmungsſtücken; die Polygonometrie ſucht daſſelbe für 
mehrſeitige Figuren zu leiſten. Beyde gründen ſich, ſo 
wie die Cyklometrie, auf die Lehren der Goniometrie. 


4. Ein Winkel wird, wie jede Größe überhaupt 
durch eine gleicharfige gemefjen wird, unmittelbar nür 
durch einen andern Winfel gemeffen, So giebt man 
z. DB. die Größe eines Winfeld in Graden an, ba ein 
Grad der gojte Theil eines rechten Winkels ift, und hat 
dadurch das Verhaltnuß des Winkels zu einem Nechten, 
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In der praftifchen Geometrie hat man allerhand Werk: 


zeuge zur Meſſung der finnlich gegebenen Winfel. Sin 


der-theoretifchen Geometrie find nur wenig Fälle, wo ein 
Winfel unmittelbar mit einem andern Winfel verglichen 
werden kann. Die Slementar : Geometrie kann nur Wins 
fel vergleichen, deren einer doppelt fo groß iſt als der an⸗ 
dere. Allein es giebf auch eine andere Art Winkel mit 
‚einander zu vergleichen, als durch ein gemeinfchaftliches 
Man, und das gefchieht durch Linien, die von den Win⸗ 
feln auf gewille Art abbangen, fo wie mie Winfel von 
ihnen; Die Nelarionen viefer Linien geben gewiſſe Pe: 
lationen der zugehörigen Winfel zu erfennen. Diefe Li⸗ 
nien heißen Daher auch Functionen der Winfel, und um: 
gekehrt fi find die. Winfel Functionen jener Linien, indem 


Function einer Große irgend eine Zufammenfegung aus 


Diefer und gegebenen anzeigt, 


J. Goniometriſche (trigonometriſche) Functionen der 
| Winkel, 


3. Es ift ADBE (Tab. XII. Fig. 56.) ein Kreis 
ausbem Mittelpunfte C über dem Durchmeffer AB be: 
fchrieben, in welchem der Durchmeffer DE fenfrecht auf 
AB ſteht. Irgend ein Durchmeijer F£ fchneide AB 
unter bem Winfel ACF. Bon dem Puncte F des Kreis 
ſes werde FG fenfrecht auf AB gezogen. Mun ift in 
dem gegebenen Kreife FG durch den Winfel,. und der 
Winkel duch FG beftimme Die Linie FG beißt der 
Sinus des Winkels AUF. 

Der Sinus iſt Null; wenn der Winfel Null ift. 
Er it dem Radius des Kreiſes gleich, wenn der Winfel 
‚ein Rechter iſt, und heißt alsdann der Sinüs totus. 
| Der Winfel der. beiden Linien AB und F£ ift nicht 

allein der fpige CF, fondern auch der ftumpfe BEF. 
Es gehört alfo derfelbe Sınus FG zu zwey Winkeln, die 
zufammen aber zwey Rechte ausmachen. 


— 
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Man er den Durchmeſſer HC h unter dem Win: 
flBCH-==.ACF, und fälledie fenfrechte Hg auf AB, 
fo it Hg —FG, und Hg iſt ver Ginus des Winfels 
ACH, fo wie es FG von BCF ill. Die, Kolge ver 
Sinus bricht mir dem Sinus totus für den rechten Wins 
fel nicht ab, fondern wird für die ftumpfen fortgefeßt, ins 
dem nun die Ginus auf Diefelbe Art, bey wachfenden 
Winkeln, abnehinen, als fie für — unter einem 
Rechten zunehmen. 


Fuͤr zwey Rechte iſt der Sinus —o, Allein auch 


bier bricht die Folge der Sinus nicht ab, ſondern geht 
fort, nur. ‚werben die Sinus negativ. 


Mamlich zwey gleiche Winkel, wie ACF, ACh, 
oder ACH, A G$, fönnen entgegengefeste tage haben, 


— 


indem der Schenkel, durch deffen Bewegung von dem firen - 


Schenkel an der Winkel beſchrieben wird, nach einer Ge⸗ 


gend ſich bewegt, die der für den andern Winkel entgegen 


geſetzt iſt. Es ſeyn hG, f&fenfrebt auf AB, fo find 
diefe die Ginus von Ach, ACk, aber den Sinus von 
ACF,ACH eben fo entgegengefest, wie die zugehörigen 
Winkel, Wenn man CfinCB fallen läßt, fo fchließen 


die negativen Sinus fich an die pofitiven. Die Winfel. 


nach der Gegend von A nach F fehe man als pofitiv an, 
und alfo auch ihre Sinus. Das Complement des nega⸗ 
tiven Winfels ACf zu vier Nechten, oder ACBCE ift 
pofitiv, weil e8 nach der Richtung der pefifiven Winkel 


‚genommen wird, aber der Ginus beffelben, fg, iſt nega⸗ 


tiv. Eben fo ift das Complement von ACh, oder 
ACBCh pofitis, und. der Sinus hG negativ. 


6. Das Segment des Halbmeffers; :C6, welches \ 


der Sinus abfchneider, von dem Mittelpuncte an genom⸗ 
men, heißt ver Cofinus. Kür einen ſtumpfen Winkel 
ACH liegt der: Eofinus:C g nad) einer entgegengefesten 
Seite in Beziehung auf die Eofinus der fpigen Winkel, 


und find Daher — wenn dieſe poſitiv genommen wer⸗ 
den. Es iſt col ACF—=Afin(A—ACF), alſo auf - 


— 


o[ACH—=in(k—ACH)=—Än(ACH—B,. 
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Der Coſinus iſt dem Halbmeſſer gleich, wenn der 
Winkel Null iſt; er iſt Null, wenn der Winkel ein Rech⸗ 
ter iſt. 

Für einen negativen ſpitzen Winkel ACh iſt 
ber Coſinus CC pofitiv, und. fo groß als für denſelben 
Minfel pofitiv genommen. Kür einen negativen ſtum⸗ 
pfen ACE ift der Cofinus Cg negativ. Daher ift für 
pofitive Winkel zwifchen zwey und drey Mechten der Cor 
finus negatın, zwifchen drey und vier Rechten pofitiv. 


7. Das Stück des Durchmefferd AG oder Ag 
von dem Endpuncte A bis an den Punct, wo der Sinus 
—ihhn trifft, Heiße der Querfinus oder finus verfus, 
Es iſt der Linterfehied zwifchen dem Halbmeffer und dem 
Coſinus, daher die arithmerifche Summe, wenn der Co⸗ 
finus negativ ift. — Zu 
8 Man ziehe auf AC durch A die ſenkrechte TAt 
oder die berlihrende in A, welche von dem Schenkel CF 
des Winfel3 ACF in T gefchnitten werde. Es heißt 
AT die Tangente des W. ACT. Sie iſt die vierte 
— zu dem Coſinus, Sinus und Halb⸗ 
meſſer. J 
Die Tangente iſt Null, wenn der Winkel Null iſt. 
Sie iſt ven Halbmeſſer gleich, wenn der Winfel ein hal: 
ber Mechter iſt. Sie ift unendlich groß, wenn der Wins 
Fel ein Rechter iſt. Der unendlich. große Werth einer 
Tangente macht den Übergang zu den Werthen der Tanz 
genten ftumpfer Winfel. Ohne dieſen Werth einzufüh: 
ren, bliebe immer eine Lücke, die man nie ausfüllen würde. 
Den einem ſtumpfen Winfel ACH ſchneidet der 
Schenkel CH, entgegengefest verlängert die Tangente 
an der in Beziehung auf AT enfgegengefegren Gegend 
int. Die Tangente At ift daher negativ. Die vorher 
angeführte Proportion erfordert diefes auch. Einige an- 
geſehene Mathematiker (de la Eaille, Gegner) haben die 
Tangente eines ftumpfen Winfels als poſitiv angefehen, 
weil fie. den Schenfel CH bis an eine Tangente nB 
verlängerten; welche freylich eine Lage wie AT hat. Die 


% 
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Verſetzung der berührenden Linie geſchieht ohne Grund 
Dazu zu haben. “ \ | — 
Die Tangente At eines negativen ſpitzen Winkels 
ACh iſt negativ, Die Tangente eiries negafiven fhums . 
pfen iſt das Knfgegengefeste einer negativen. Der 
Schenkel CE des Winkels A CL ichneider entgegengefegt 
verlängert bie Tangente in T, nach der Gegend, in wel 
cher die Tangenten pofitiv find. B 


Die Tangenten der pofitiven Winfel zwifchen zwey 
und dren Rechten find pofitiv; zwoifchen drey umd vier 
Rechten negativ. | | u 
9. Durch den Endpunct D des Halbmeffers CD, der 
auf AC ſenkrecht ift, ziehe man eine fenfrechte oder bez 
rührende, welche von dem Gchenfel CF des Winkels 
ACF in K gefchnitten werde, Es heißt DK die Eos 
tangente des Winfels ACF, und es ift coat. ACF 
== tang (R — ACF) Die Cotangente ift die dritte 
Proportionallinie zu der Tangente und dem Halbmeſſer, 
BAT:AC—=CD:DE if. | | 
Ä Iſt der Winkel ſtumpf, wie ACH, fo fehneider 
der Schenkel CH die berührende in k, und es iſt die Co- 
tangente Dk negativ in Beziehung auf die poſitive DK. 
Wird CH nad t auf der berührenden in A verlängert, 
ſo iſt At: AC=CD:Dk Wenn eine ton beiden, 
Tangente und Eotangente, negativ ift, fo iſt es die an« 
dere auch. MR 

Die Cotangente eines negafiven ſpitzen Winfels 
ACh iſt Dk, negativ; die Cotangente eineg negativen. 
ſtumpfen Winfels it DK, poſitiv. | 
J 10. Die Hypotenuſe CT in.dem rechtwinklichten 
Dreyeck CAT, deſſen Katheten der Halbmeſſer und die 
Tangente des Winkels ACT find, beißt die (Secante 
diefes Winkels. Gie ift die dritte Proportignallinie zu 
dem Sofinus und Halbmeffer: . 

Wenn der Winfel Null ift, fo ift die Secante dem 
Halbmeſſer gleich. Iſt ver Winkel ein Rechter, fo ifk 
die Secante unendlich groß, Fuͤr einen ſtumpfen Winkel . 


— 
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ACH iſt die Secante die Linie Ct, welche negativ iſt, 
„weil fie dee Richtung des Schenkels CH entgegengeſetzt 
ift, auch zufolge der angeführten Proporrion, 
Für einen negativen fpigen Winfel ACh «t die 
Gecante Ct pofifiv, weil fie in, die Richtung des Schenz 
feis Ch falle. Für einen flumpfen negativen Winfel 
"ACH ift die Secante CT negativ. Oper, für poſitive 
Winkel zwifchen zwey und drey Nechten iff die Secante 
negativ; zwifchen drey und vier Rechten iſt fie poſitiv; 
alles der Proportion cof:rad — rad: ſec. gemäß. 
"1. Die Hypotenuſe CK an dem rechtwinklichten 
Dreyeck CDK ift die. Cofecante des Winkels ACF. 
Sie ift die dritte Proporrionallinie zu dem Sinus und 
dem Halbmeffer. Kür einen ftumpfen Winfel ACH 
ift die Coſecante die Hypotenuſe Ck, pofitiv, weil ſie in 
die Richtung des Schenfels, wie bey fpigen Winfeln falle. 
Die Beziehung auf den Sinus deffelben Winfels erfore 
dert dies auch. | . R 
Fuͤr einen negativen fpisen Winfel ACh (ober pofi= 
tiven fiber drey Nechte) ift die Cofecante die Linie Ck, 
und als negativ zu betrachten. Kür einen negativen 

ſtumpfen Winfel ACH (pofitiven zwifchen zwey und drey 
Mechten) ift die. Coſecante die Linie CK, und ald negativ 
zu nehmen. _ * 

12. Die Größe der goniometriſchen Linien hängt, 
bey demſelben Winfel, von der. Größe des Halbmeilers 
ab. Allein das Verhältniß diefer Linien zu dem Halb— 
meffer ift bey demſelben Winfel daſſelbe, wie groß oder 
Elein auch der Halbmeſſer feyn-mag, und fo auch der Quo⸗ 
fient, den die Divifion diefer Linien durch den Halbmejler 
giebt. Zu analyrifch  geomerrifchen Nechnungen wird dies 
fer Quotient wegen feiner Beſtimmtheit gebraucht, und 
befomme venfelben Damen, wie die geometrifche Linie, 
woraus er entſteht. In ältern Schriften, ſelbſt in ven 
meiſten aus der erften Halfte des 13. Jahrhunderts, wers 
den die Sinus, Tangenten u. ſ. we als Linien bez 
teachtet, 0 Terra | PR j 
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13. Den neuern Gebrauche' zufolge iſt in einem 
vechtwinflichten Dreyef A-B C, ($ig. 57.), worin Boer ' 
rechte Winkel if, | Ä 


\ x 





BC AB N 
Fre —=fin A; wu =.cofA; 
— ne 
AC A40 Be 
47 = fec A; — = Re A, 


14. Hieraus ergiebe ſich 
| fin A? + clA—n 
tangA.cofA= finA.. 
| fin A 
V(ı —fin Ar) 
cotA.finA—=colA. 
coli - 
V¶ — c0f%°) 
tang A u | 
V(ı + tang A°) 


tangA = 


cotA = 

—finA. 

| — ——— — 

Vo — 

tang A. cot A=ı; 

| 
A ze —— ©; 

(ec ch Va Tr tang.Ar) 


j B coſec Aa 55— — var cot A?) 








- fn.ver.A= ı —colA. | 

Die irrationalen Ausdrücke laffen fih in Reihen 
auflöfen, fo daß eine goniometrifche Function aus Potenzen — 

einer andern zuſammengeſetzt wird. Eu er 


* 
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14*. Die Potenz einer goniometriſchen Function 
mag man durch den Exponenten oben an dem Symbol 
des Winkels bezeichnen, wenn man nur dieſes nicht als 
eine Potenzirung des Winkels anſicht. Denn finA, 
coſ A, tangA, etc. find wie einfache Bezeihnungen 
anzufehen ; fo daß der Erponene nicht einen Theil derſel— 
ben angeht. Manche fchließen das Symbol der Function 


‚ in Klamınern ein, wie (hin A)®. Einige bezeichnen fie 


durch fin? A; fnsA, uf. f. 

15. Die goniomereifchen Functionen als Quotien⸗ 
ten genommen nenne man die numeriſchen Sinus, 
Zangenten u, f. f. im Gegenſatze gegen die lineariſchen. 
Die legtern ftellen die numerifchen dar, wenn der Halb⸗ 
meſſer zur Einheit genommen wird. 

16, Wenn eine gerade Linie durch die Drehung 
um eimen feiten Punce einen Winfel von vier Nechren 
befchrieben hat, und in ihre erjte Jage wieder gefommen 
ift, fo beſchreibt fie weiter hin diefelben Winfel, wie vor: 
ber, und diefes ohne Ende fort mit unendlich vielen Lim: 
laufen, In der Natur iſt diefes der Tall ben den Lim: 
läufen der ? Planeten und ihrer Trabanten. Es bezeichne 
x die Summe zweyer Rechten, O einen jpigen Winkel, 
fo ift 

fin © —= fin ( art 9, —= fin( 6) 


—En( — mn) 


—fin (anr +P)=fin (ent 9) 


Da ferner fn © = — fin (r + 0) ift, fo ift 
6Gn9—=—Än((n +: +0). Daaub inp— 


— fin (279; ilt, fo it ind = —fin (anr— 9), 


Die Sinus aller Winkel, deren Unterſchied ein 
gerades Vielfaches von x, oder deren Summe ein unges 


rades Vielfaches von  ift, find fich gleich und gleichna= 


mig. In dem eutgegengefegten Falle find fie gleich aber 
ungleihnamig, | 
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17. Eben fo ift cof 9 — cof (ar + 6) — 
co (4F+P). 2... collenr +9). Daauch 
cold —=col (2 x — O) ft, foiftcol P=col(2nr — pP), 
Da ferner col 9 = — Col (r — 9) ift, fo ift cof = 
— cof (en +Fı)r—P), und wel coſ = — 
cof (m + 9) if, fo iſt ol P=— cof((an+ 1)r 
+Pp). 

Die Eofinus aller Winkel, deren Linterfchied ober 
Summe ein gerades Vielfaches von ft, find gleich 
und. gleichnamig.. Iſt der Unterſchied ein ungerades 
Vielfaches von m, fo find die Coſinus gleich aber mung: 
namig. 


18. Auf ähnliche Art iſt tang Ö—tang (an + 6), 


‚und tang P=tang ((2n+ ı)r+P), * tang OP = 
— tang (an+ı)r — ®), undtun = — tang 
(„nr —P). 

19. Wenn alfo ein intel dutch eine goniometri⸗ 
ſche Function gegeben wird, fo gehören dazu unendlich 
viele Bogen. Iſt ein Winkel oder Bogen. der durch eine: 
folche Function gegeben wird, ineine Anzahl gleicher Theile - 
zu theiten, fo müflen alle Winfel, die zu der Function 
"gehören, in fo viele Theile geheilt werden, Davon unten. 


| 20, Bey der Anwendung auf eine geometrifche 
Mechnung werden für einen beflimmren Kall der Verbin: 
dung der Größen alle Winkel fpig und pofitid genommen, 
ohne Nückficht auf ihre gegenfeitige Beziehung, ſo wie‘ 
auch alle Linien, nad) welcher Gegend fie auch genommen 
werden, pofitiv zu’fegen find, Aus der Nechnung für. 
diefen Mormalfall’werden nachher alle andern Fälle der 
Berbindung der Großen durch gehörige Veränderung ver 
Vorzeichen hergeleitet. Wird ein Winkel negativ, fo 
wird deffen Ginus negativ, und alle davon abhangende 
$inien werben Daher negativ, fo wie umgefehrt eine negas 
tive Linie den damit verbundenen Ginus eines Winfels 
und den Winkel zu demfelben negativ macht, Kin * 
| | f 
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tiger ſpitzer Winkel‘ verändert die Beſchaffenheit feines 
Coſinus, und. der davon abhangenden Linien, nicht; aber 
ein ftumpfer Winkel, er fen pofitiv oder negativ, verurs 
fahr, daß der Eofinus und die dadurch zu beftimmenden 
Linien negativ werden. Ben einem pofitiven ſtumpfen, 
und negativen ſpitzen Winkel ändert die Tangente ihr 
Vorzeichen, und macht die dazu gehörigen Jinien negativ, 
Dagegen für einen negativen ſtumpfen Winkel die Tangente 
und das dazu gehörige pofitiv bleibe. 

21. Solchergeſtalt kann die Rechnung alle ver⸗ 
ſchiedene Fälle, welche die Geometrie unterſcheidet, und 
befonders betrachten muß, in eine einzige Formel faſſen, 
die aus der Betrachtung eines einzelnen Falles hergeleitet 
wird. In der fphärifchen Trigonometrie ift dieſes ein 

wichtiges Mittel, um fehr viele Fälle in wenigen Sormeln 
zu begreifen. Ihre Sormeln enthalten nichts als ee 
nen von mehrern Winfeln, deren Abänderungen in Nück- 
ſicht auf die pofitive und negative lage, umd die Beſchaf⸗ 
fenheit, ob fie fpiß oder ffumpf find, eine große Mans 
nichfaltigfeie der Källe geben, Hier Fommen häufig über: 
ftumpfe Winfel (größer als zwey Rechte) vor, für welche 
ihre Complemente zu vier Rechten als negative Winkel ge: 
feßt werden fonnen. In der Geometrie der krummen 
$inien, wo gewiffe gerade Linien mir Winfeln verbunden 
werden, ſtellt ein einziger Normalfall alle abgeänderte Fal⸗ 
le dar, wenn man die goniometrifchen Sunstionen auf 

jede mögliche Art ihre Vorzeichen ändern laßt. ’ 


22. Wenn in einee Formel ſtatt der numerifchen 
Functionen der Winfel die linearifchen eingeführt werden 
follen, fo hat man für jene die Duotienten der linearifchen 
dividirt durch ihren Halbmeſſer zu fegen. Der. Halbmeſ⸗ 


fer fey or, der Winfll = 9, inO = — coſ 6) 
, 


— t | 
— — uns =— fch9=—, f 
r - r r 


fege man diefe Ausdrücke der Functionen in die Gleichung, 
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deren Form man ändern will, und multiplicirt ſie mit einer 
ſolchen Potenz von r, daß die Menner in den Gliedern 
der Gleichung wegfallen, Oder man ſchreibt r in® für 
ſin 3 rcof® für col9, u. ſ. f. ſo daß nun in®, etc, 


die linenrifchen Zurictionen bedeuten, wobey man aber in 


- jedem Gliede die fehlenden Dimenfionen durch eine Por 
fen; von r ergänzen muß, damit alle Glieder gleich 

Dimenfionen erhalten, wenn fonft Feine lineariſche Gro 

zur Einheit gemacht iſt. 


23. In den gewöhnlichen Tafeln der Sinus, Tan⸗ 
genten und Secanten iſt der Halbmeſſer — 10000000 
geſetzt. Die zu jedem Winkel als Sinus, Tangente und 
Secante geordneten Zahlen ſind durch diefen Werth des 
Halbmeſſers zu dividiren, wenn ſie in der Bedeutung, die 
ihnen in (13.) gegeben iſt, zum analytiſchen Gebrauch an⸗ 
gewandt werden ſollen. Das giebt den Sinus totus r. 
Dann find die Logarithmen Aller Sinus, und der Tanz 
genten von Winfeln unter 45° negativ; es find ihnen aber 
allen in der Kennsiffer 10 geliehen, um bey den Rechnun⸗ 
gen nicht genöthigt zu ſeyn, Die Addition der Logarithmen 
in eine Subtraction, oder diefe in jene zu verwandeln, 
Die Logarithmen der Zangenten von Winkeln über 45°, 
und der Secanten find zwar pofitiv, allein der Gleichför⸗ 
migfeit wegen bat man ihnen auch ro geliehen. Man 
bar alfo die Logarithmen aller dieſer Zahlen vollftändig ſo 
zu ſchreiben, wie in folgenden Beyſpielen: 


log fin 36° = 9,7692187 — 10 
‘ logtanggo® == 9,9238135 — 10 
log tang 50° = 10,0761865 — 10 
; logfec 354° == 10,2307813 — 10. — 
Werden ſolche Logarithmen zw einander, oder zu 
den Logarithmen von irgend welchen Zahlen, addirt, ſo 
werden die ſubtractiven 10 auch zu einander addirt, wor—⸗ 
‚auf man aber von denſelben gegen die Kennziffer in der 
Summe der Logarithmen fo viel hebt, als möglıch ift, das - 
mit entweder nicht mehr als 10 zu fubtrahiren bleiben, 


— 
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oder. diefelbe ganz mwegfalle, wenn] namlich ber rodarithme 
zu einer Zahl über die Einheit gehört. Z. B. lIog tang 400 
4logtang 50°==o, und log fin 36° + log fec 540 
oder log coſ 54° + log ſec 54° = o, den Formeln 
in (14.) gemäß. 

Da nah (35.) ift fin 24 * EA, col A, 
fo iſt, wenn A — 36° genommen wird, 
log fin 36° = 9,7692187 — 10 
lög cof 36° = 9,9079576 — 10 
log 2 = 0,3010300 


log fin 72° = 9,9782063 — 10, 
Nach (36.) iſt 2 col A—=ı +col2A. Alſo 
| log coſ 36° = 9,9079576 — ı0, 
9,9079576 — 10 
log 2 == 0,30108900 





log 1,309017= 0,1169452 

Es ift 0,809017 = col 72°. 

Sucht man zu einem numerifchen Sinus oder einer 
folchen Tangente den Winkel, fo nehme man. diefelbe bis 
zu der fiebenten Decimalftelle für eine ganze Zahl, und 
fuche fie in den gewöhnlichen Tafeln unter ihrer Rubrik 
auf; man erhalt daneben den gefuchten Winkel. 3.3. 
ift 0,309017 ein Eofinus, fo fuche man die Zahl 
3090170 in den Tafeln unfer der, Rubrik Cofinus auf, 
und man finder den Minfel 72°. Oder: e& fen 0,00436 
ein Sinus. Man fuche die Zahl 43600 unter den Si⸗ 
nus auf, fo findet man nahe 15°, Es ſey 15,0557 eine 
Tangente, man fuche auf die Zahl 15 0557000, fo ee 
fi) der Minfel etwas Eleiner als 86° ı2‘, 
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- II, Zufammenfegung. der. Winkel vermittelſt ihrer 
Functionen. 


— Es iſt | 
fin (A+B)=fin A. cof B + cofA.finB | 
fin (A—B)—=fin A.cofB — col A. finB 

col (A+B)= cof A.cofB — fin A.finB 

cof(A—B — col A.co[lB + fin A .finB 
von welchen Formeln. die zweyte aus det erften, und bie 
vierte aus der Dritten durch die Megation von B, entiieht, 
25. Man bat verfchiedene Beweiſe dieſer Formeln. 
Die leichteſte Beweisart iſt folgende. In einem Kreiſe 
(Sig. 58.) fen ein Viereck ABCD. befchricben , deſſen 
eine Diagonale der Durchmeſſer AC iſt, wedurch es in 
zwey req twinklichte Drepecke zerfällt. Man ziehe noch. 
den Durchmeſſer DE durch den Punct D, und die Chor⸗ 
de BE, fo iſt die Diagonale BD der. Sinus des Win: 
kels BED, wenn DE ver Ginus totus ift, und der Wine 
"felBED it =BCD, der auf demfelben Bogen ftehf, 
das it; BED = BCA + DCA. Run ift u 
Figenfchaft des Kreifes (ſ. Kreis) | 

ACx BD=AB»xCD-+BCXAD. 
Dividirt man mit ACXx AC oder ACX DE, fo iſt 

BD_ AB CD, BC, AD 

DE AcT ac" Acc Ac ” 
das. ift | Ä | 
n BED =fnACBx col ACD 
+ cof ACBx fnACD, 


| und daher 
- fin — F ACD) — —finACB x cof AcD 
| + co ACB x finACD. 
Dies it die erfte der N in 24- 
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Zweytens iſt BD auch der Coſinus von B DE, das iſt 
von ADE—ADB=CAD — ACB (weil die bei⸗ 
den Durchmeffer fib im Mittelpunete fehneiden, und weil 
ADB, ACB auf demſelben Bogen AB ſtehen). Dem⸗ 
nach ift | 

eol (CAD — -ACB) = fnACB x fnCAD 
+ 00ofACBx wofCAD. 

Diefes iſt Die vierte der Formeln in (24.) 

26, Tin einem Kreife (Fig, 59.) fen ein Viereck 
ABCD eingefchrieben ‚ deflen Seite AD der Durchmefs 
fer ift. In demfelben ziehe man die Diagonalen AC, DB, 
und durch C den Durchmeffer CE, nebft der Chorde BE. 
Nun ift in dem ben B rechtwinflichten Dreyerfe CBE die 

Kathete BC der Sinus von BEC für CE als Sinus 
totus. Es iſt BEC=RBRDC=ADC — ADB, 
Zufolge der in 5 angeführten Eigenfchaft bes Kreis 


fes iſt 
| AD<BCH+ ABx=CD=AGCX BD 
ober | oo 
ADx<BC=ACH<BD—ABXCD, 
Dividirt man mit AD»x<ADpter AD CE, fo ift | 

BC Ac BD _ AB CD 
"cE AD” ADD 
Folglich ift | | 
fin (ADC — ADB) = fin ADC . cof ADB 
finADB, ‚cofADC., 

Diefes ift die zweyte Formel in (24.) 


Zweytens, ed ift BC auch der Coſinus von BCE 
flir den Sinus totus CE, udn BEE —BCA-FACE 
ADB +CAD, Daher ifl | | 


cof (ADB + CAD) = cof CAD. cof ADB 
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die dritte Formel in (24.). Dieſe und die — 
folgen zwar aus den beiden andern durch den Gebrauch 
des Entgegengeſetzten. Zur deutlichern Einſicht ihrer 
Entſtehung iſt es nützlich, ſie unabhängig von jenen zu 

ermweifen. 
| Die vier Formeln in (24.) fi nd eine reiche Quelle 
bieler andern. - 

27, Erftlich‘ fließen daraus folgende ſehr Teiche 
 Sn(A+B) + fm(A— —B)=afinA. coſ B 
fin (A +B)— fin (A— B)=2cofA ,‚IinB 

eof A-+B) > col (A — B) = 2c0fA.cofB 
cof(A — B)—cf(A+B= afinA, ‚in B. 

28. Man fege in diefen Formeln A ftaet- A +B, 
“und B ftate‘ A — B ſo verwandeln ſie ſich in fol⸗ 
gende: 
fnA+fnB=eÄnz(A+ B) ‚cof$ (A—B) 
fin A—finB= 2cof$(A FB). fin$ (A—B) 
cofA + colB —= 2 col$ (A+B).col$ (A—B) 
efB—colA=2fn$(A+B),fn3 (A—B)' 

29. Aus dieſen Formeln werden durch die Divi⸗ 
ſion folgende ——— 

ſin A Btang B) 
MmA—finB " tng3(A—B) 
cof B— cof-A. 553 a 
Gore 5iArB ‚tang3 (AB). 

Auf die erſte diefer Formeln grüinder fich eine Negel, 
welche gewöhnlich jur Berechnung zweyer unbekannten 
Winkel in einem Dreyecke aus einem Winfel nebft den 
beiden einfchliegenden Seiten gegeben wird. Iſt namlich 
Das on fin A: fin B gegeben, welches m:n 


ſey, ſo iſt m + n; —— — 
mg} (A —B). i | 
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30. Aus denſelben Formeln fließen noch folgende: 


ſin A+tfnB 


co[ A — ——— 


+ I 


worin fin B und B-auch negativ- genommen werben 
konnen. | | 


31. Aus den beiden eriten Gormeln in 24 ders 


bunden mie (14.)-folgen 


fin/A + B) 


col a.co[lB- =tangA + ungB) 
. fn(A+B) 


= cor A 1 cot B | 


fin A.finB 
‚fin(A—B) 
"cof A. Teofß uns h-ungn B 
fin (A—B) © Pe u 
"in WEN gie zZ cot * — cot A. 
5 32, Aus ben siben andern m, Foman daſelbſt wird 
‚erhalten, 
‚ cof (A A+B) B) 
"colA.c cofB — —ungA. ung 
cof[ (A B) i 
tn = oA. 
cof(A—BV 
oA Tr —— A. — | 
 col(A— B) 
fm ne fin B' — cot A. cotB ei Lu. 


33. Aus den Formeln in (24.) ober in er; 32) 


werden RR einiger Divifionen bergeleiter: 


— 
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tangA + tang B 
 ıFtangA. tngB- 
J "et A Fang B 

cor (a * 5* i tcot A. tangB 


34. Aus den Formeln in-(31. 32.) folgt. — 


tang B)= 


fin(A+B) _ tangA-+ tang B 
In (A—Bb) . tang_A — tang.B 
col(A+B)  cotA—tanößB 
ah). — a ing®” 


Den den zu dieſen und ben vorhergehenden For: 
meln noöthigen Verwandlungen hat man nur fich zu erin- 
nern , daß der Ginus eines Winkels durch den Coſinus 
deffelben dividirt die Tangente,: diefer Durch jenen bividirr, 
die Sotangente, und daß Tangente mit Cotangente multis 

* die Einheit giebt. 


35. Man ſetze A= B, fo if aus (24) 
0. .fim2A==sfinA.colA 
.  cofzA= co[A° — finAt. 
Mir diefen Formeln bring man die, 
1 inAr + cofar. fo iſt | 
14 fn2A=(fnA+ cöf A)e- " 
ı— fn2A—(finA — cof A). 
1 + \cof2 A =—2c0TA* 
1 — cof2A= — 2finA®, 
Die dritte und vierte Formel werden aus den | 


beiden letztern in (28.) erhalten, wenn daſelbſt B=o 
gefegt, und A'mit z „A pertaufcht. wird. 


37. Setzt man in den beiden erſtern Formeln cben 
daſelbſt A 90°, und 2A ſtatt B, ſo iſt 


——— ET 


gommel in (40.) — 


42. Aus der Formel in (a1) folgt 





— 1— tang A: 
FT Fun 
und aus dieſer 
1 * cof 24* — — 
— 2tang — 
| 1 ⸗ colsA = = — angA® 
Hieraus mit Zuziehung (38.) 
2 tang A 
RT 


Oder auch aus den beiden Formeln unmittelbar durch Mul⸗ 
tiplication und Ausziehung der Quadratwurzel. J 


43. Aus (28 und 35. 2) Hirt = 
finä — £nB’ = fn(A + B). fin(k—B) 
cofB® — cofA® — fin (A+B). finA—B),. 
Setzt man hier A+B ſtatt A, fo ift fin A+B)* 
— ini? = fin(A+ 2b). fin A | 
44 In den Formeln (33.) ſehe man das obere 
Vorzeichen genommen, A==B, fo ift- | 
2 tang A 
1 — tang ae 
cot2A=3(cot A— tangA) a 
45. In den beiden erſten daſelbſt ſetze man Bm 45%, 


tang2A = 


fo iſt 





— ꝓütang a 
tans (45 + yon 
| | 'r—tangA 


tung (4° — M= z + tangA ' 
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und hieraus — 
tang (45° * A) — untlaz⸗ an == atangzA. 
Es ift sn der Unterſchied — — — 
— tang As 
—2 tang 2 A Die Formel folgt auch aus ne —— 
in (44.). 


45. Es ſey A+.B==90°, fo iſt tang A — tangB 
== ztang(A —B). 


Aus (3 * ‚datangB= n 


tang A iſt. 
4. Aus den Formeln Gi. wird durch Multipli⸗ 
cation erhalten, 





nC(A- iR). fin(A— B), 
cofA?.cofB® 

— — 6) · ſin A— _B 
Zr nA, An 

48. Aus den San in — folgt | 

fecaA +tang2A — tang (45° +.A) 

[ec 2A — tang 3 A'== tang (45° — A) 


e As — tang B’= 


cotB? — cot — * 


oder — 
— * tang 45° + a: tang 24. 
Daraus ift 

2lec2A= tang (45° + +tangaz  —A). 

Die beiden erften Formeln werden durch Umkeh— 
rung der Brliche in (39.) erhalten. Die Cotangente ift 
auch ein Bruch, en die Einheit dividirt durch bie 
Tangente. Für FrYw iſt ſec 2 A geſetzt. 

Die Secanten werden aus Tangenten durch bloße 
Addition oder Subtraction gefunden. 


49. Aus den Formeln (38.) folge auf ähnliche Yet 


D 


Goniometrie 55 
cofec aA + cot2A = cot A 
cofec 2A — cot2aA—= tang A, 
oder 


cofecz A — cotA — cotaA 
— tang A + cot 2A, 


| — ift 


acolec2A — tang A + cot A, 





gie —— ift cofec 2A gefegt. 
50, Da cof sA= - ri ift, fo ift aus (42.) 
24 tang A® . un 


fec 2A = 


1 — tang As 


- und daraus vermittelft (44.) 


fce2A— ı tang A. tang aA. 


51. Hieraus ift, wenn 2 A ‚mit g0° — 2 A ver⸗ 
tauſcht wird, 
tangs—A) 
tang 2 2A. 


Die *— kann auch für ſich aus ver für. fin 2A; 


solec 2 A— ı =—— 


E das it — — und der für tang 2A hergeleitet 


— 
52. In den Formeln (28.) ſetze man A —=30°+a; 
B* — 30° — a, und bemerfe, daß fin 3 ==}; cof 30% 
2 v3 ift, fo wird erhalten: 
en fin (30° 4 a) + fin (30° — 9* coſæ 
IL. fin (30° + ©) — fin (30 — a ⸗ ſina. V3 
III. cof(30° + a) + cof(30? — a) = cola,y'3 
IV. coſ (300 — a) — co[(30° + a) = fina. 
Die Sormeln I. IV. dienen, aus den Ginus der 
Winkel von 0° bis 30°, und berer von 30° bis 9%, das 
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iſt der Coſinus der Winkel' von 0° bis 30°, die Sinus 
und Coſinus der Winkel von 30° bis 60° durch Bar 
Sulbtraction zufinden. Esiftnämlih 
fin (30° + a) = cola — fin (30° — a), 
| cof(30° + a) = col (30° — 4) — fin a. 
oder ET 
cof (60° — a) = cola — cof (60° pe 2 
fin (60° — «)—= fin (60° + a) — 
53. Sn den beiden erſten Sormeln (28.) = man 
B==90° — A, ſo i 
ſin A- cofA = cof(45° — A. V⸗ 
cofA—fin A = fin (45° — A). V2. 


Diefe Sormeln dienen aus den Ginus und Eofinus- 


der Winfel unter +. 90% ober 22° die Sinus und 
Coſinus der Winfel von 22° bis 45° juberechnen. Diefes 
ift in der Eentefimaltheilung zu: gebrauchen, fo wie das 
Verfahren nad) (52.) in der en imaelung des 
Duadranten. 


54. Sn (43.) fege man A — 45°, dann A 

30°, und noch A 60°, und vertaufche B mic A, fo ift 

43 — finA® =fin(45° + A) fin (45°—A) 

4 — fin A? =fin (30° + A).fin (30° —A) 

3 — fin 1 = fin (60° + A).fin (60°— A), 

55. In der Formel (44) feße man A 
30° — a, fo ift 
zatang(;0°-+2 eJ=tang (60° + «) EN 
| Es find namlich flatt der Cotangenten die Zangen: 
ten der Complemente gefeßt. 

Aus den Tangenten der Winfel von 0° big 30° * 
von 60° bis 90° (den Cotangenten von 30° bis 0°) wer: 
den die Zangenten der Winkel von.30° bis 60° durch bloße 
Subtraction gefunden. Dur find die Ulnterfchiede in der 
legtern Reihe ver Winkel doppelt fo groß als in der erjtern, 
ſ. Eyklotechnie ar 1. ©. 680. 
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56. Es ſey die Summe dreper Winkel, A+B 

0 = 90, fo iſt | 

Eh tangB-+tangA. tangC-+HtangR. unsC=1, 

fin (A+B) — 


teA-+teB— - 
Denn * rt colA. cold 


undtgA.tgC +tgR. tgC=(tgA + tgB). cot u 


‚fn(A+B).  cofıA+ 5) 

(A = »= u "cofA,cofB En ( 
coſ (A +B B) N 5 . fin A.finB 
cola. colb . ‚cofA.colß 


ish, ‚folglich tgaA. ts + ‚er. "sl + tgA. tgB | 


= I. 


57. Es ſy A+B+ C — 90°, foiftcor 4 


+ cotB + cotC = cot A. cot B. cot C. 


fin(A+ By 
Denn cot A 4 cot B+ cot = finA.inD” 


fin(A+ R) _.fin(A +B) cof(A+B)+linA finB 





cof\A-+B). finA.finB’ | cof(A + By 
fin (A+B) cofA.cofB 
— fnA.finB " col(A;D 
. =oot A,cotB x tang (A + a 
= cotA,cotB.cot C. 


| Der Gas ift in dem Artikel, Dreyeck 8) 2 
ein bloßes geometriſches Verfahren sefunden, 


III, Reihen der Sinus und Tofinus von Winkeln, 


Die in aruhmetiſcher Progreſſton ſind. | 
58. In der erften Formel (27.), fin (A ı B) 


—=2finA.cofB — fin (A—B), fee man für A | 


folgeweiſe die Glieder der arithmetiſchen, Progreſſi ion, 


\ 


zZI—tgAX \ 


» 
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a;atb;a+ ab; a+3b;....s.ayınb; 
und B=b, fo erhält man Die die us diefer Winfel 
folgende Sortfepreitung. 

fina = fina 
fn(a+b) =acofb.fin a— fin — 
ſin (a4 26) =2cofb. fin(@+b)—fna 
finia+ 3b) =2cofb. fin (a+ ab)— fin(a+b)] 
fin(a+4b) —zcolb.fin(a+ 3b)—fin(a+ 2b) 


® + . 


inatnb)=acofb. fin a+fn — ı)b) 

— fin (a +(n — e)b). 
| 59. In der zweyten Formel (27.), fin AH B) 
—ocofA.fmB+fn(A — B, fege man für A 
“und B diefelben Größen, fo ift das allgemeine Glied der 
Fortſchreitung der Sinus, 
fin (a +nb) = 2finb,cof(a”+ (n — ı)b) 

+ fina+(n —z)b). 

60. Eben fo verfahre man mit der driften Formel 
in(27.),cof(A+B)=z colA,colB — colA—B), 
und man erhält 

cola = cola 
cof(a+b) —2cofb. BEN, 
colf(a+2b)=2 coſ b.cof(a+b)— cola 
col.a+ 3b)—2col b.cof(a+2b) —-col[(a +b) 
col(a+4b) =zcolb.cofta+ 3b) — cof(a+2b) 


| cof(a+nb) == scöltb.eofa tan 
— cof (a +n— 2)b). 
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61. Durch dieſelben Subſtitutionen wird aus der 
vierten Formel, col(A'+ B) — coſ ( - B— 


2 ſin A. ſin B, das allgemeine Glied der Fortſchreitung 


der Coſinus, 

col(a-+ nb). = cola + (n— 2)b) 
— afinb.fina Han —ı)b. 

62, Bon dieſen Formeln ift in dem Artikel, Cy⸗ 

klotechnie, die Anwendung zum Einſchalten der Sinus 


und Coſinus zroifchen zwey gegebenen, bey-einer arithmes 
tiſchen Kortfchreitung ber Winfel, gemacht. 26.1©.677. 


Die Neihe ver Sinus und Cofinus iſt nach (58 und | 


60.) eine rücklaufende, worin jedes Glied aus den zwey 


naͤchſt vorhergehenden auf eine gleichförmige Art zuſam⸗ 


mengeſetzt wird. 


63. Die Summe einer Reihe Sinus von Wins . 


feln, die in arithmetiſcher Progreſſion ſind, ſey * — 
ſo daß 


matinatd + nt + 2b). . 


.+- mer) 
Es ift 
ee a 
oder 
fin (a +-inb), fin } (a. + — 
fin#b 
In der Formel (6r.), 


= 


eßnb. fin@a + n— Db= ook —.)b) m. 
— cöl(a$ nb), feße man für n fucceffiv die Werthe, - 


1, 2,3 ...n-+ ı, fo erhält man eine Neihe von er 
mieln oder- Gleichungen, deren erfte iſt 
afinb.fina=colfla — b) — - co[ (a 46). 
Die letzte oder (an + ıJte iſt 
 almb,Sn(a+ nb) =cof(a+ (an 1)b) 
— ela ++ Di 


col(a — I b) — coffa+(n+ »b 


Dr 


‘ . 


⸗ 


530 | Goniometrie 


Addirt man alle dieſe Gleichungen zu einander, ſo 
entſteht daraus dieſe, 
and. S—=coffa —b) + cofa — cof(a+ nb) 

— col(a-+-(n-+ ı) b), 

das ift (28.) 
Enb.S—cof(a-%b)col}b- -cl(a+n+Hb)colfb. 
Da lin b — 2finzb.col%b, fo entfteht durch 
die Subſtitution des Werthes von fin b der erſte angege⸗ 
bene Werth von S., und durch Verwandlung des Untere 
fehiedes in ein Product nad) (28.) der zweyte. 


64. Die Summe einer Reihe Sofinus von Win⸗ 
keln, die in arithmetifcher Progreffion find, fey — 5, 
fo daß cola + cofca + by 4 col(a+ 2b)... 
..Ttcof(a+nb=s; e if 
U ſin (a 45)by — fin (a — 3b) 
a A efinzb = 
oder BE 
eol(a + 3nb).fn$m-+ı)b 
— — — — — — — — — . 
fin 3b 


In der Formel (59. ) 
2äinb. cof (a + an — ı)b)=fn a+nb) 
— fin(a-+ (n— 2)b) 
ſetze man fur n nach der. Reihe die Werthe, 1, 2, 3,.. 
n,n + ı, ſo erhält man eine Folge von Olehungen, 
deren erfte ift 
' 2zfinb.cofa—=fnlfa +b) — fin a—b. 
Die legte oder (n + ı)te ift 
afinb.cof(a+ nb)=fin(a-+(n + ı)b) 
— fnca + (n— ı)b). 
Werben alle diefe Gleichungen zuſammen genoms - 
men, fo entſteht die Gleichung, 


Goniometrie 331 
a inb, s -fn(a+nb)+ fina + ar ı)b) 
— fin(a — by — ſin a. 
Dieſe verwandelt ſich in 
finb.s—=finae-+(n + 9b) cof}b, 
— fin(a —&b). colib, 
woraus ſich durch die Gubftitution von afinzb. cof eczr 
‚ für inb bie angegebene Formel ergiebt. 


65. Eslift fina’+ Fass + finzal.:c 
+ fin.na=#%[iın. na 4 #(ri—coflna)cotta, 
Denn in der erſten Formel (63.) ſetze mann — 1 
col4a-- .cof{n+2)a. 


; bs N — 
ſtatt n, und b=a, fo iſt —— | 


Da cof(n +3)a = cofna.col3a—In,nax 





\ of. 3 
fin 3a, und - — cot,fo ergiebe ſich fogleich die 


aufgeftellte Formel. 


— colna 
Oder es iſt 28 — ſin na — — 





tang 3 z A i 
Diefen Sat erweiſet Archimedes geometriſch auf eine fehr 


einfache Art in dem ı. B. von Kugel und Eylinder, 22. 


Satz. Man hat nur jtatt der Chorden bey ihm Die Dops 
pelten Sinus zu feßen, | 


66. Aus der zweyten Kormel in (63.) it fin a 
j finä(n + ı)Ja.fnina 
Ey fin 24... 4 ſin ma = — — 
Dieſer Satz iſt in dem Artikel, Differenzenrech⸗ 
nung (80.), aus der Theorie fummarorifeper Sunctionen 
hergeleitet. 


67. Gsiftcola+ col 2 a+cof3a, NT 


—4ifin.na.cot$a—}(1 —colna. 


Der Beweis ift dem in (66. ): geführten ähnlich. 


- 


f . 
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68. Aus der zweyten Formel in (64.) ift cof’a 
col($(n+ ı)a).änjna 
fin 4a — 
wie in dem Artikel, Differenzenrechnung (81.). 


69 . Es ſey der Winkel na zu dem legten Sinus 
und Cofinus — 90°, fo iſt die Summe der Sinus — 
z ( +cotza), und die Summe ber Coſinus = 
Z(cotZa— 1). Addirt man zu der Iegtern noch den 
eof 0°’ = 1, ſo wird die Summe, colo?’ + cöfa... 
+.c0f90° — $(cot $ a+ 1), gleich der Summe der 
Sinus, wie es nochwendig if. | 

70. Es feyna == 180°, fo ift die Summe der 
Ginus — cot } a, da colna = cof 180° — iſt. 
Diefen Satz hat Archimedes a. a. O. 21. ©. er: 
wiefen. Kepler fagt in den Comment, de ftella Mar- 
tis, p. 211, daf die Secante und die Tangente von 89° 
zufammen genommen der Summe aller Sinus von Grad 
zu Grad durch den ganzen Halbkreis gleich find, und bes 
zuft fich deshalb auf Cardanum de fubulitate ver⸗ 
muthlich Rap. 16.), mit der Anzeige, daß Juſtus Byr- 
gius den Beweis gefunden zu haben verfichere. Es ift 
cofec.a + cot a ⸗ cot Ja (49.). Setzt man a— 10, 
fo iſt cofec . 1°=lec,%9°, und.cot,ı° —tang.89° 
71. Wenn a ein Fleiner Winfel, alfo cot Ja eine 
große Zahl iſt, fo ift die Summe, fna + fn2a.., 
fin. + na zu der Summe fina+ fin 2a... + fin}, oder 
die Summe der Sinus in dem Bogenna zu der Summe 
ser Sinus in dem Duadranten fait wie 1—colna:ı. 
Dieſen Sag gebraucht Kepler in den Comm. de ltella 
Martis, p. 274, und hat ihn vermuthlich durch Indus 
tion gefunden. — — 
72. Wenn die Summe der Sinus oder Coſinus in 
einer ohne Ende fortgehenden Meihe verlangt: wird, fo 
entfteht eine Schwierigfeit,.da die Reihe nicht convergis 
rend ift. Die Sinus der Winfel von m bis 2”; vom 
3m bis 4m, und Überhaupt von (am + ı) = bis 


+cofaa.... + colna—= 


* 


* 
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(2 m + 2) * find negativ. Die Summe der Sinus ift 


alfo wechfelsweife zunehmend und abnehmend, undin einer - 


beitändigen Schwankung dieffeitd oder jenfeits einer ge⸗ 
wiffen unveränderlichen Größe, die bloß durch die Winfel 
a und b beftimmt wird, und dieſe unveränderliche Größe 
vertritt bey einer unendlichen Anzahl von Gliedern die 
Stelle der arirhmerifchen Summe, welche nur bey einer 
. endlichen Anzahl von Gliedern angegeben werden kann. 
In dem Werthe der Summe der Sinus, 
coſ (a —} Abe En 12 a 
= _——u 1, 
| — ‚hängt 
der erfte Theil von der Anzahl der Glieder nicht ab. Das 
ber ift die Summe, ina+ fin(a+b) + RER 
col(a—4b. 
etc, in infin, = — — 
73. Aus demſelben Grunde iſt die Summe, cof a 
+ col(a £ b) +cof(a + ab) + etc, in infin.. * 
ſin (a — 3b) b) 
fin 
74. Da 2col (a — 2. finzb=fina 


| 


— fin (a — b), (27.) fo ift 
fina 4 ſin (a 4 b) 4 et. ininf= 


—4 


fin a-fin(a -b) 
4fin$b® 
Da ferner 2 ſin (a — b). ſin A b coſ(a- by 
— cola, fo iſt 
col(a-b) -cola 


eola+col(a+b)+ etc. ininf, =— «fin 


75. Diefe Werthe ver Summe einer unendlichen 
Meihe von Sinus oder Eofinus ſtimmen mit denjenigen 
- überein, Die man erhält , wenn man mit Euler allgemein 
Summe einer unendlichen Meihe die analytiſche Formel 

nennt‘, aus deren Entwicklung jene Reihe enrfteßt. Da 
die Sinus und Eofinus von Winkeln, die in arithmeti⸗ 


— 
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ſcher Fortſchreitung ſind, eine ruͤcklaufende Reihe ausma⸗ 
chen, ſo läßt ſich eine ſolche Formel finden, die entwickelt 
die Reihe der Sinus und Coſinus giebt. Nämlich, 
wenn | | | u 
„Pt 1524 +Bz 4022 +Dz’+ etc, 
I—az+tz* ‘ | 
ift, fo find A, B,C, D, etc. Glieder einer rücklaufende 
Reihe, deren, Verhältniß-Scale if, a5 — ı, 
ud p=A;q=B— aA .f. rücklaufende Reihe. 
In unfern Falle iſt, aus (58. und 60.), a— 2 colb, und 
für die Reihe ver Sinus, A= fin a; B=-fin(a+b), 
alſo p='fina; q=fin(a+b)— 2[ina,colb, 
t—arı 
| 2 der Sinus ohne Ende fortgeſetzt. Iſt dieſe = S, 
o i | | 


Setzt man 2 = 1, ſo wird 


| fina+fin(a+b) — ofina.cofb 
s—2colb. . > 

__ fma— fing — b) coſ(a — I by 

afinib 726b. 

Für die Reihe ver Coſinus iſt A— coſa; B— 
cof(a+b); und p- coſa; g=cola - b) — 
2cola.colb. Demnach iſt | Ä 
cofa+cofa+b)—2cola.cofb 


s— 








— 





2(r—cofb) 
__ cofla—cof(a—b) _ fin (a —zb) 
zu 4finzbe . 2fin3b 


76. Die in dem vorhergehenden Paragraphen vor⸗ 
getragene Auflöfung ift aus Eulers Introd. in Anal. Inf. 
T.I.$. 258. ff. genommen. Sie fcheint der Natur diefer 
Reihen völlig angemeffen zu feyn. Inzwiſchen bar Daniel 
Bernoulli doch noch Schwierigkeiten Dabey gefunden. Er - 
bat über. Diefe Reihen zwey Abhandlungen in den neuen Pe: 


* 
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tersburger Commentarien, T.XVIL.1772,und T. xVIII. 
1774. geliefert. In der zweyten äußerst er die Meynung, 
daß in dem Falle, wenn die Anzahl der Glieder unendlich 
iſt, etwas verborgen liege, quod omnem ſolutionem 
pure geometricam eludat, rurſusque ad principia 
ejus metaphylica, fed alio modo, recurrendum 
elle. Kine Abhandlung des Abbe Boſſut in den Mem. 
de Y’Acad. des fc, 1769... hatte ihn zu diefen Unterſu⸗ 
chungen veranlaßt. “Zugleich hat auch Jerell in den Comm. 
Acad, Petröp. T. XVII. über denfelben Gegenitand 
feine Gedanfen vorgetragen, Sein Verfahren it im 
Grunde das Bernoulliſche, bat aber den Anfchein von 
Willkührlichkeit. Das Mefultat: ift das obige. Euler 
ſelbſt hat die Sache noch einmal vorgenommen, in. den 
novis Actis Petrop. T. VII: 1789. 

Entweder muß man die Summe einer: unendlichen 
Meihe gar nicht beſtimmen wollen, oder eine beftimmte 
Gränze fuchen. Diefe it in. unferm Salle diejenige 
Größe, von welcher die wirklichen fucceffiven Summen 
wechſelsweiſe in Pius und Minus unterfchieden find. 

77. Die beiden Formeln in (74.) find fchon in eis 
ner andern Abficht als Summen unendlicher Reihen bee 
trachtet worden, in Differenzenrechnung (64. 65.). Man 
fee irgend, einen dee Winfel in der arithmerifchen Pro⸗ 
greſſion — 9; den Unterfchied ver Glieder — AP, fo ift 
ſin & — Gin (6 — 40) | 
ern die Junction, deren Differenz 


= in fin$. Denn man fege diefe Function = z, 
o i | en 


fin (+ A4 0) - fin P _ 24 Az 


En 126* 
alfo a 
en —7—— 


| sin 2A p* 
der 
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2 ſin O. col A — Aſin0 
4ſin 349° 
und daher iſt die durch 2 bezeichnete Function die integri⸗ 
rende Function von — fin ®, oder — z iſt es vonin®, 
Dieſe läßt fi auch, wenn die Reihe ver Unterfchiedss 

Functionen unendlich gefeßt, und dadurch Fein leres 
Glied angegeben werden Fann, als eine Summe Ges 
trachten, i | 


Az zu, 


Iſt nämlich eine Reihe, a, B, y, 3... VW, wge 
geben, ſo iſ (6 — ) +) Laie... 
+(@ —M =w—a, oder die Summe der Differenzen 
negativ genommen gleich « — u, alfo gleich '« zu fehägen, 
wenn w als ein unendlich entferntes Glied betrachtet wird. 
Was hier a iſt, ift die vorher Durch z bezeichnete Function 
von 9, und 4 — a iſt — — And. 


Eben ſolche Beſchaffenheit hat es mit der Heiße 
ber Sofinus. - | 


78: Die Reihe ber Mintel fy A; A+ 2a; 
A— 443 AäGa; etc. Die Anfangsglieder der Dif: 
-  ferenzreihen ihrer Sinug fepn begeichner| durch A fin ; 
A“ lin A; A fin A; u. ſ.f. Die zweyten Glieder ders 
felben durh A Ain(A + 20); Arlin(A + 20); 
A’ fin (A + 20); etc. Die dritten Glieder durch 
Afin(A+4a); etc, uf. f für die folgenden Glieder. 
Es ift Fu 
| A fnA—ı4 2co[l{A + 4). fina 
2 finA=— 4fn(A- 20), ſin a⸗ 
4 ſin & — gool(A— 3a). fin as} 
A: in A = +16fin(A + 4a), [in «* 

etc. . | Eto. 


Auf gleiche Art ſt 
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AolA— — 2fin(A+ a).fmne. 

A® cof A _— _ 4col(A +20). fin a® 
‚colA—+ gfn (A+ 3a). ſin . 
MolA— + 16 col(A +40),fina 

etc, etc, | | 

Denn es iſt AinA—=[in(A+ 20) - ſin A 
=scol(A+e).fin«. Auch Afn(A+ 20) . 
= fin(A+4e)—[in(A+2 a) 2c0f(A+3 a).fina, - 

alſo At ſin A=Aln(A+z))—AmAT— | 
4fin(A +20).fina*, , Auf gleiche Are werden die 
beiden erften Glieder jeder folgenden Differenzreihe, und 
daraus das Anfangsglied der nächſt folgenden gefunden. 
Man Fann auch die Glieder der Differenzreifen als Glie- 
der einer Hauptreihe betrachten. Die Glieder derfelben 
Differenzreihe werden aus dem Anfangsgliede ganz leicht 
durch Bertaufchung von A mit den folgenden Winkeln ges 
funden. —— | Ä F 


79. Ben derſelben Progreſſion der Winkel, A, 
Araa, A+4a, etc. iſt . Bi 

2 ſin (A'+o).fin«.. 

coſ A. co(A- 24) 

(2 co[.a*? —— col(A + 24)9) .4 na. 
TolA.col(lAtaa).cof (At4e) ° 


Denn eiftlec A=: 


AlcA=— 


| AlecA= 





Rio | — 

co[ A i => + * — 
col(A +20) — e 

| ‚ cofA—cof(fA+ 2a) 

: usa | cofA.col(A+2a) . 
worin der Zähler — 2 fin (A + a) . Lin a iſt. 
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Das zweyte Glied der erften Differenzreihe iſt 

afın(A+3a).fina | 
col(A+2«).col(Ataa) F 
Dadurch iſt At ſeo A 
fin(A+3a).cofA—fin (A+a). cof(A+ 4) 
oA. .col(A+ + 20). co[(A +4a) 
Den Zähler des Bruchs auf die Winfel der Pros 

greffion und & zu reduciren, bemerfe man,- da 
fin(A +30) co[A = $fin(2A+ 30) + 4fin3a; 
fin(A+a).col(At4e)—#fin(2A+5a)-ilinza; 
daß der Unterſchied diefer beiden Werthe — fin 3a — 
col(2A+4a) .Iina, unddaß fin3a (4 cola! — ı)>x< 
fine, aud, a ı+col(2A+4a)=2col[l(A + 20)* 


Aec(A+2.)= 


>o.lina 





iiſt. 


- 80, Bey eben der Progreffion der Winkel iſt 
2 cof.(A+a).fina 

AIX. ſin (44 24) 

(2 cofa —fin(A+2 n(A+2a)*). 4 [in o® 
mA. fin(A+2a),h 20), fin(A-+ 40) 


- Man har'nur nörhig, ,900 — A ftart A, und.- — 4 ſtatt 
+ a in den Formeln (79.) zu ſetzen. 


= Acc A=— 


Arcofecc A = 





gr. Die Reihe der Wene ſey A, A + a; ar 
| A+ 3a; etc. fo ift 


fin « ” 
| tang A cofA,cof(A+a), en 
ke tingA = atang(A+a) ,fin.a*® 





| cof A,cof (A+ 2a) | 
Aus den Werthen von tang (A + a) —tangA, und - 
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tanz (A + 2a) —tang(A.+ a) wird Atang A, und 
A tang (A + a) erhalten. Aus diefen beiden eriten Glie-⸗ 
dern der erſten Differenzreihe folgt A? tang A, wobey 
noch tang (A + a) ſtatt des Quotienten von Sinus Dis 
pidirt durch Coſinus zu fegen ift. | 


82. Nieraus ift, wenn A mit >= — A und + & 
mit — a „vertaufäht wird, 


 fina 
fin A. ſin (A te 
2cot(A+.a).fina® 
_TinA.fin(A+ 2a) , 
83. Die drey Winkel, A, B, C, ſeyn in Bee 
tifcher Proportion, fo ift - 
finB=#(Cfin A +finC)+ >finB, fin 3(B— A) 
co[B—=}% CcolA + cofC)+2co[B.fin$(B — A)* 


Ka 


Act A=ı 


| — (ſec A4ſec C) - lecA.feccB.fec CX . 


(4 colz 2 —A)—2col B®). fing (B— A)® 
oder. 
lecB= #(lecA ſec C) — ſec A. fec B. ſec O x 

(t 42c0 (B —-A) — col2B).fin3 B—A). 
tang B. [in(B-A)* 

cof A,cofC 

' Dem es ſeyn irgend drey Größen, a, B, y. ihre 
erften LUinterfchiede, Aa—=ß — a; Aß—y — ß, fo 
A der zweyte Unterſchied Aa—y — 2Bß +a;alfo : 

—=$ («+ Y) — 3 Aa. Vergl. arichm. Reihen hö⸗ 

— Ordn. 2.).“ Von dieſem allgemeinen Satze find Die 
aufgeſtellten Formeln unmittelbare Anwendungen. In 
der erſten Formel fuͤr die Secante ſind anſtatt der Co⸗ 
ſinus im Diviſor die Secanten im Dividendus geſetzt; 
in der zweyten iſt eine Subſtitution aus (36.) gebraucht. 


tangB=3%(tang A+tangC)— 
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IV. Formeln für die Sinus und Coſinus der Biel . 
fachen. eines Winkels durch die Sinus und Eos 
finus des. einfachen; auch der Tangenten auf 
gleiche Art. 


84. Man — in(58.) den Winkel a — o b=9; 
finP = y;%olP— x, fo ift 
fin.n® =2cold9.fin (in — 9a 20. 
Die Sinus der vielfachen Winkel machen alfe eine 
rücklaufende Reihe aus, —3 Verhaltniß⸗ Scale iſt 
200103 — 1. Daher iſt 


fin 6 = y 

' in2$= axy 

fin36= 4xy— y 

fin49= 8xy— 4xy | 

‚fin59= ıexy— ı2x'y+ y 

fin6P = 32 xy — z2x!y+ 6xy 

fin 79= 64x°y — goxiyt 24xXye  y 

"fin 89 Z12gx y—ı92x°%y+ goxy— 2 

fin 9® =2506x°y 448% +240x1y—4ox'y_+y 

und allgemein 

fin.n® — 27 yamı y — (n — 2) ans Kaniy 

n—3.n—4® SER 

* 1 . 2 "ih: a J 
n-4. 1-25. 12 6. 
Ar er ver 

Rd En LEE £ U PgTOymetc, 

I v. 2 3 . 4 , 

85, Lim die Formation der Coefficienten in einer 
derficalen Reihe, oder zu derfelben Stelle gehörigen, zu 
entdecken, bezeichne man fi ie durch A,B,C,D... 
0, R, S, T, etc. und die in der folgenden durch a, b, 


gu xur7 y 


Goniometrie 541 


e, d, ; ..0, 2.8. t, etc. fo daß die gleichnaitigen 
Coefficienten in denfelben Stellen ihrer Meihen vom Ans 
fange an ſtehen. 


Es ift _ | 
t=2s+T; s arts; 
r=2g+R; =2p+Q; u. ſ. f. 


alſot =4r +2S+T= gg +4R+ 28+T 
= 16p +8Q+4R+25+T, uff. | 
SR T das mte Glied der einen Heike, und t das mre 
Glied ver folgenden, . fo ift Er | 

tz am ALommBı u 
j .-+8Q0+4R +2S+-T, 

da von T bis A m Glieder der Reihe find. 

» Die. erfte Reihe der Eoefficiencen ift offenbar die 
geometrifche, 1, 2, 4, 8, 2. In der zwepten Reihe ift 
demnach das allgemeine Glied — m.2=-:, und die Meis 
ar 

1.15.2.25 3.2%5 4.2°..,.m,2®"; etc, 
Daher iſt das allgemeine Glied der dritten Reihe, 
(2 3... a-* —— a, 

| | Zr 
und die Reihe iſt J 
ur 3.25 6.2°5 10,2%. ,, nn, etc, 
j ‘2 Ze 
Nun iſt das allgemeine Glied in der vierten Reihe, 


e= (1434 6 + 10 4 — ) „um 


1.2 

m.,m+ı.m+2. 
——— — art (arithm. Reihen höh. | 
Ordn. 12. 13. oder Binomiakogfficienten, 6.), und die 
Reihe ift . | Re 
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| m.m+ı.m-+2 _ 
a eg am’ etc. 
Daraus ift das allgemeine Glied der fünften Reihe 
rate 
1.2.3 





—— (5 +4+10+20:.. 


m.m-+ı.m-+2, nn 

., 243% 

In der erften Hehe iſt m — nz in der zweyten ift 
m n— 23 in der dritten m — n — 4; in der vier: 
tenm—_n—6,uf.f. Setzt man dieſe Werthe für 

m in den gefundenen allgemeinen Ausdrücken, ſo wird die 
allgemeine Formel für ſin n® erhalten. 

86. Wenn n eine ungerade Zahl ift, fo laßt fich 
Sin.n® durch Potenzen von [in® oder y allein: ohne 
den col ® oder x ausdrüden, weil die Potenzen von x 
- aledann gerade Exponenten haben, und alfo ganze Poten: 

jen von ı — y? geben. Dan fege in (58.) den Winfel 
a—=09;b= 29, fo iſt 
fin(2n+1ı)9 =2col2P®.fin(2n-ı)®-[in(2n-3)9, 
oder, weil col 2 0 = ı — 2 fin®!® ilt, | | 
fin(@n+1)P —(2—4fin $?) [in (an —ı)® 
— ſin (an — 3)0. 

Die Sinus ungerader Vielfachen von © machen 
olſo eine rlicflaufende Reihe aus, deren Verhältniß: 
Scale ift + (2 —4ay); —ı. Demnach ift | 
fin ® y | 
{in3$ = 3y— 4° 
ſin = 5y— 2cy°+ 16* 

Sin7$ = 7y— 56y°+ ı12y°— 64y? 
fingP,= gy—ı2oy3+ 432y°—576y7 +256y° 

Gnıı® =uHy— 220y3+ 1232 y°-2816y’+2816y° 
— 1024y** 


ae 


I 
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unb allgemein, für ein ungerades n, | 
| n.nn—ıI — 4 
— 7 | 
n.nn-ı ‚ung. ; B.Aan-I.nn-9,nn-25. s 
1.2.3.4.5 122.324 .5,6.7 
| | Ä an, 
87. Dan bezeichne die Coefficienten in einer Vers . 
ticalreihe, oder diejenigen, welche zu derfelben Potenz von‘ 
y gehören, durch A, B,C,D,...P, Q,R,S,T, 
etc. und die in der nächftfolgenden dur a, b, c,d.., 
P> 9, 7, 5, t, etc. ohne Rückſicht auf die Vorzeichen. : 
Die gleichnamigen Coefficienten haben einerley Stellen in " 
ihren Reihen. Es iſt | | 
t=2s—r+4T; s=2r—qg+45; 

. T=294—p-+4R; et. _ . 
aloe = sr — ag +85+4T=4ga — sp 
13R+8S+4T. Auf diefe Are wird zuletzt erhal⸗ 
ten das me Glied re — 

... 3R+25+T). | 

In dem Xrtifel, arithmetiſche Reihen höherer 

Ordnungen (17.), iſt die Summirung dieſer Reihe gewie— 

fen. Das erſte Glied der erſten Unterſchiede der, Reihe 

A, B,C,D, etc. fey AA; das erfte der zweyten Linz 
terfchiede — A'A; ver dritten AA, u. fi fe fo iſt 


Zr m+ı.m m-+ı.m.m-ı. 
— 





f n z , 
Gn no — y—_- 


———At+ — AA. 
I.23 ix. 2. 3 — 





4 Aꝛa 4 etc.). 


: 12.3 ,4 | 
Die erfte Meihe. der Eoefficienten ift offenbar die der un: B 
geraden Zahlen. Mit Azı; AAz2; AA —e,. 
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— — ı,m, mr, 9 





-.iI — 
‘ N\ I, 2° 3 
m. m+tı. sm-+iı. 
= m. 
102.3 
Die zweyte Reihe der Coefficienten iſt alſo 
m m“1.2m 51. 
40(13 55 143 305 55. — 


Dieſe Reihe iſt eine- arithmetiſche der dritten Ordnung, in 
welcher nach Abſonderung des Factors 4, iſt A— 1; 
AA—4 AA — 53 ASA 2. Folglich iſt Be die 
nächftfolgende Pteihe, - 





; etc.) 


m+tı.m. m—ı 


‚mtım m . 
2 ‚1.2.3 
——— m+ı..m—3, 
— 5 + — nn, ). 
ur 1 — * — 4 I .e». 5 


Entwickelt man die Producte, ſo iſt | 
— m+ı ams+ı3m®+27m+ig. 
— X % EEG . cc 
1.2 3.4.5 | 
; Setzt man in dem Zähler des zweyten Bruchs 
m — — 2, fo wird derfelbe — 05 ebenfalld, wenn 
m — — 3 gefeßt wird. Diefer Zähler enchält alfo die 
Factoten m 42 und m + 3; daher auch, wegen ber 
Öfieder am? und + 18, den Factor am + 3, fo daß 
m,.m+ı . m+ta ‚m+3.2m-+ 3. 
12. 33 —. 5——* 


Die dritte Reihe der Coefflcienten ift alo 
‚m+3.2m+3, 
16 (13.75 275 773 .. ii). 


Dieſes ift eine arithmetiſche Neihe der fünften Ordnung. 
Mac abgefondertem Kaetor, 16, it AA—=6; AA—ı4; 
aA = 16; MA S 93 AA—2, Dir diefer 


t= ı6. 


ne 
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Differenzglieder findet man auf dieſelbe Art wie vorher 
das allgemeine Glied der vierten Verticalreihe. Man 
erkennt aber ſchon in den allgemeinen Gliedern der drey 
eriten Neihen Das Gefeg der Glieder überhaupt. Es it 
“ nad) der. Analogie jener das mfe Glied der vierten Ders 
 ficalreibe ‘, 


I, mmtı..m4+s. am+s. 
Ze 1.2“ .. 0 * 1: 
der fünften Beticafreie nt ne 


 m.m+ı..m-+7.2m+7.., 
5 — — — 3— 
J 12 BE Ze Ze 8 ⸗ 9 
uff. | | 
Da die Reihen alle auf eine gleichformige Art jede 
aus der nãchſt vorhergehenden hergeleitet twerben, fo iſt 
"Das aus einigen Gliedern erfannte Gefeg der Kormarion 
zuverläſſig. Die berechneten Glieder der vierten und fünf⸗ 
ten Reihe beftätigen es. 





141 
2 











88. Für die erfte Reihe ift m = ; und 
2m — 1 | BR J — 
t= — * m. Für die zweyte Reihe iſt 

ntı | n—1ı | 

a — 1 mu — - , dalſo 

2 Ä 2 
n1.n—1ı,n n.nn— I, | 
— —— —. Fuͤr bie 

1, 2,03 ‚1.2.53 —— 

141 n— ; 
dritte iſt u = + —— alſo 

= e 2 = ‚ 


z n—3.n—ı.n+tı.n+ 3.n 
— I ». 2. 3 — 5 
nen | 


In. 0. 5 au u 
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89. Man ſetze in (58.) den Winkel a — o, und 
b=29, fo iſt 
fin2an$=2col29, Erst — 
oder inan® (2 — 4fin$°),fina(n — 1)0 
— fin2(n—2)9. Die Sinus der geraden Vielfachen 
von P machen eine rücflaufende Reihe, deren Verhältnißs 
Scale ift + 2col29; — ı, oder (+ 2 — 4 fin$8); 
— 1, das ift, + (2 — 4yy); — 1. Demnach ift, 
wenn colP x geſetzt wird | 
fin 20=ayx 
fin Hp =(4y— ay')x 
fin 69 =(6y— 32y° + 3299 * 
‚fin s9—( 87 — 80y° + 192y° — 1285)x 
An 160* CEUoy — 160y5 + 672y5 — 1024y? 

-51259x 
eto. eic. 


und-allgemein, für ein gerades n, 











Ä n . nn — 
‘ 1 1 * 2 + 3 
mnn-4.nn-ı6. N.Nn-4.nn—16.nn-36. 

| Ler8-:3.4»5 1.2.3:.4:5.6.7 
Bat Vaem. 0. 


90, Die Herleitung der allgemeinen Formel iſt wie 
in (87.). Das mie Glied der erſten Verticalreihe iſt 
m, m-+ Is 2m+ R 


== 2m; das mie der zweyten iſt 4. 
8 = % 
das mte der dritten ift 


m.m+ı.m+s.n 2m | 
+1.m+2.m+3. ruf 
ILı2:ı3 04 5 


ze 16, 


X 
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In der.erften Reihe ift m — in der zweyten 

| [ 
itm= — — 1; in der dritten m — — 3; 


u. f. fe Setzt man für im diefe Werthe, fo wird die alls 
gemeine Formel für in n® erhalten: 1 


92; Das legte Glied in fin nQ ift das erſte Glied 
einer Verticalreihe. Kür daſſelbe iſt m — 15 und ver | 
Eoefficient ift für ein ungerades n eine Potenz von 4, des 
zen Erponent die Zahl der Glieder in fin nö weniger 
Eins ift; für ein gerades nn eben Die Poren; mit 2 
multiplicirt. Für ein ungerades mn iſt die Anzahl der 
Glieder — — alſo iſt jener Eoefficiene = 
altid:2 = an, Für ein gerades n iff die Anzahl der 
Slider = zn, und der Eoeffieient des legten Gliedes 
max mg x at gi, | 





92: In der Formel (84.) ſetze man Scof mg,” 
fo iſt die Scale der Relation + 2; — 1; und eg iſt 
fin 6 — y Tr | 

‚En26=zy 

in; P = (2 — ı)y 

ſin = (= 22)5 

lin 5 == (24 — 32° + 1)y 

En — zz 

in 79 (28 — 51 4 62° — 1)y 

fingO = (z’ — 625 + 1025 m 42)Y 

u ff. . J J 

Die Zuſammenſetzung dieſer Formeln zeigt ſogleich, 
daß bie Coefficienten die figurirten Zahlen ſind, oder daß 
die zu einer Verticalreihe gehörigen die Binomial⸗Coeffi⸗ 
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cienten in derjenigen Stelle find, deren Ordnungszahl die⸗ 


—8220. 
ſelben wie fir die, SEEN: iſt. Es iftz — fing ” 





| 93. Man fege in (60.) den Winfel a— P, und 
b=9, fo it col(ı + n)$P = 2cofP.cofnP 

— cofn—ı)d. Die Cofinus der Vielfachen von ® 

machen eine rliflaufende Reihe aus, deren Werhältnigs 

Scale ift 2 cold; — 1. Es iſt alfo 

cl PP = x 

cl: — zx— 1 

col39— 42— 3x 

cl4H= 98t— gi + ı 

coſ, 16x — 20X + 5x 

 col6p— zaxt— rt 198 —1 
co 79 = 64x — ı12x + 56x —7X 

colgP — 128x8 — 256x° + 166xt —3z2x°? +ı 

etc. a 
Allgemein J a: 


x 


se | . | 
cof .” u RT KT 073 gun 
1 


4 n. — gn=5 guh_ n. n—4. nr a7 ya—6 
1.2 | 1.2.3 


= n.n— .n—6,n— z ö j 
+ — ——— 209 zus \ 
I2.3 a 4 — 
⸗— etc. | | 
Das Teste Glied ift + nx oder + +2 nachdem n 
ungerade oder gerade ifl. Ä 


Die allgemeine Formel ” cofn® wird aus der 
für An nO in (84.) hergeleitet, vermittelſt der. Formel‘ 
fin(n+1)6 =finnß, col$ + coln®. [no . 
in (24.). Die giebe 
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finmn+n)® Sinne _ 
„sol 0= fin © mo cof ®. 
Aus der allgemeinen Formel für fin n® in (84) wird der 








on 
Duotiene — durch eine nach Potenzen von coſ ® 
fin 9: = 
geordnete Reihe gegeben, und eben fo = * _ n > 


wenn bafelbftn + ı flart m gefegt wird, Dieſer letztere 
Duotient ift = | | | 


| 2” x (n — 1) a2 xa2 ı 


I. 2 
n—- % «N — x 
Ä gan=6 xu6 4 ——— _T „u aus 
—A2 — 3. x i I.» 4 
— eic, " — | 4 


e 


..N-3.0n-4.n-5. 


Der zweyte Theil von co nG ift . 

n-3.n-4- 

—_— 
14 2 


a” — (n —.) 75x74 n5 yn4 


N-4.n-5.n-6. | 
— — 2277 za-6ı 
I.2% 3 { 


Durchs Abziehen dieſes Theile von dem erften wird 
ganz Teicht die allgemeine Formel erhalten. Man dividire 
nur in dem erften Theile jede Potenz von 2 duch 2, und 
feße dem eriten; Factor. der Eoefficienten 2 als Ka: 
ctor zu. | | — An 


94% Dar—col29—=2[in$®, alfo2 ſin n 
1 — cofenG iſt, fo wird fin n$* durd eine 
nach geraden Potenzen von colP georbnere Reihe 
erhalten. | r | 


N -5..0T7 8 09 yn-8 
"Is + 4 Me 
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94. Für ein ungerades n iſt 


:finnpg=a- yn SE us yamı 
A y 





n.n- n.n= n- + j | 
+ - 3: anes yn 4 ⸗ — — 20*7 y-.. 
i-2 I.e2. 03 


; n.n-5,n-6.n-7. 
ch — — — 
E.2.3 0.4 


wo das obere Vorzeichen für ein ungerabes!n von der 
Form am + 1 gilt. F 


a9 yar8._ ete. 


>. Die Formel entſteht aus-der in (93.), wenn- darin 
cof(en + ı)P mit + fin (an + ı) (I m — OD) ver: 
tauſcht, und dann @ flatt Zr — © geſetzt wird, wodurch 
auuch x mit y zu bertaufchen iſt. | 
Denn es yon + )$=amr + w, und » 
ſo wie © Eleiner ais ein Quadrant. Es iſt 
col(amr + w) == cofw =>+imngr—u) 
=ifn(n—amr+ir—o) | 
— x. ſin (an 4 1) Ge — 9), wo das obere Worzeis 
hen für ein gerades nal | 
Iſt der Überſchuß von Can + 7) 0 über ein Wiels 
faches von vier Rechten ein ſtumpfer Winfel, fo fege man 
Gan+N)P=(em+rn)r — u, wow ein fpißer 
Winkel iſt. Es iſt | 
col ((am + )r—uo) = cof(r u) 
= — elus—fin($r+ u) 
="fin(mn—-zm)r+4r+ u) 
=ifn(n—2m—ı)r+ir+e) 
=:fnßan+ı)dr—P) Ze 
I Auf ähnliche Art wird die Verfaufchung erwieſen, 
wenn @n + 1)9 = (2m+ ı)r + w, poder 


= 2mr — iſt, und hier ebenfalls einen fpigen Wins 
kel bedeuter. 


2 
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Die Formel des Satzes iſt die in (86.) rückwärts 
geleſen. 


Zweyte Formel fuͤr den Sinus und den Coſihus des 
Wielfachen eines Winkels, 


95. Den Sinus und Cofinus des Dielfachen eines 
Winkels kann man noch auf eine andere Art aus den 
Sinus und Coſinus des einfachen zuſammen ſetzen, näm⸗ 
lich durch die Zuſetzung des einfachen Winkels, vermittelſt 
der erſten und dritten Formel in (24). 

Es ſey der einfahe Winkel = 9 deffen Sinus 
— y; Cofinus = x, fo iſt —— 
I. ſin20 = 25x; coſ 20 x — y. J— 
IL ſin 30 = fin29, cof$ + cof2p.Än® 
3* —y*. u | 
cof3 0 = col29.colp — fin2P :fin® 
mess 3x. en | 
"IL, fin 49 = fin3P.colp + cola. fin ® 
— 4yx® — 4y*x. 
col 409* coſ 30. coſl ſin 30. ſin 
xt—- G6Gxty ip a | 

I u, f. « _ | j . 

Ä 96. Man bemerft leicht, daß ſich bie Sinus und 
Coſinus der Vielfachen eines Winfels in die Binomials 
Coeffieienten aus der Potenz, deren Exponent das Vielfa⸗ 
che des Winkels iſt, theilen. Es ſey | | 
(Hy Ay Bert ir 
+DwiY + Eriyireln | 

Man ſetze, zufolge de an ben enfwidelten Sinus 
“und Coſinus bemerften Geſetzes, daß allgemein ſey 
Snap = Axxn-u Ey r Eyszınt 

—6y’ar7zen | | 
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coſ nd = x" — Bxr⸗ ye 4 Dyn ye— gxu,6 


| + HE ys m etc, 
fo ift J | ne 
ina+n)P=(r + My — (B + Oys x-⸗ 
+(D+ E)ysx — (5 H+6)y7’x77° + eto, 
col(n+ ı)9 — nt (YH B)ın-a y® 
 rE+- DAIY— (EN .., 
+ etc, | 


NMun iſt die Summe zweyer auf einander folgenden 
Binomial:Eoefficienten, des mten und (m -+ rs)ten, in 
der nfen Potenz, der (m + z)te Coefficient in der 
M + ı)ren Porenz (Binom. Coeff. 5.). Die Eoefficien 
ten in den Formeln für fin (n-+ r)P und.col (n+ ı)® 
find . daher eben fo die Binomialcoefficienten aus der 
(n + z)ten Potenz von (x + y), wie in den Formeln 
för inn® und cofnG aus der nten Potenz des Bir 
nomium. Die Vorzeichen mechfeln in jenen Formeln eben 
fo ab, wie in diefen, und die Folge der Erponenten von Yy. 
und x wird dort wie hier-nach demfelben Gefege beſtimmt. 
- Die Kormeln find alfo für (n + 1)0 richtig, wenn fie für 
nO gelten. Mun gelten fie fürn—=2; n=3;n=—4, 
alfo auch für n = 5; folglidy für n — 6, und fo ferner. 
für alle ganze Zahlen Werthe von n. 


| 97. Es. ift alfo allgemein fir ganze Zahlenwerthe 
don n, | 7 | 
Snn® =nfnd ,colom: 
n.n-1.n-2, Nn-L.n-4. 


EI nr. TE np, 
1.2.3 1.2.05. 


n.n-1....n-6. | : * 
— — fin (7, col9"7 + ete, 
1 % 2 .. j * 7 . 
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en nat. an — 
eolnd = cof Or — - - .cofo"": fin 9® . 
. \ F 1 —— 





n,n-1.n-2.n-3. 





+4 a cof 94. fine 
1.2. 3. i 
Nn.n-T..n-5. 


I» 2. . * 6 


Dieſe Formeln gelten aber auch für gebrochne Wer⸗ 
the von n, wie nun, gezeigt werden wird, 


98 Es ſey ſin ¶ ⸗ y, colP—x, und die Bir 
nomialcoefficienten in der nten Potenz, von dem Coeffi⸗ 








coſ 9”5, fin 96 + etc, 


. dienten nan, fyn- 4, B, C, D, E, ic. fo iſt | 
L3@C+V"-3a—ytARIy Hause. 

FF ERrIFHERrIT/ He 

II. © (x + y* + 3,(x — y** xt —— y® 

TOM Fey HHMTIY ete. 

Diefe Formeln unterfcheiden ſich von denen für, 

fin. n® und cofn® in (97.) nur in den Vorzeichen der 

Glieder mit geraden Stellenzahlen. 

99 . Es iſt — es. 

I do + ſin . V - 1) lH—Iind,y—ı)r 

— finn$, V--n z 

II. (coſ +fin@.V-ı)° +3 (c0l$-ün Q.VY-ı)* 


=cofn® | 


* 


Denn man ſetze in den Formeln (98.) ſtatt y die 

unmögliche y — 1, ſo iſt | 
.. füy, y,y,y, yet 0000: 

zu feßen - y%, —y3V-ı5 +ys, +yY’V-1, -y°, etc. 

fo daß je zwey — — und + + abmwechfeln. Dadurch 


wird der zweyte Theil in (98. I.) der Merch von GinnG 


mie V— 3 muleiplieiee, der zweyte Theil in IL. aber 
seclnG, _- Ä Er, 


J 
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. 100, 88 ift 
III. (co[® + find. V- e=cofn&+ finn?. V-ı. 
IV; (cof$ —fin9.V-ı"=colnP—finn @.yY-ı. 


- Diefe Kormeln folgen aus (99.) unmittelbar duch 
Addition und Gubtraction, 


101. Es iſt 
| v. $(col® + fin 9. vr a Eeofg-Anp. vn a 
= iin — — 9. V— I. 


vL.3 — IGCoOCP-ſRO. V-I—X 
on en 
= col — 07 
n 
 ‚DenncofmP + finm®., Ve: —(eof9 + fm @. vn" 


E— (cof nO + fnn 6) a, Mus den beiden Rormeln 
‚in Diefer Doppelformel wird durch, Subtrartion und Divi⸗ 
fion erhalten, 


2ſin m V—-ı= colao + Enno) | 
— (cofn 9p— fin ngym 
2c0lm® = —8 + finn 0. 
—E — fin nO) * 
Setzt man = —, und vertaufcht darauf das 


Symbol w mit ®, r werben die Formeln V. VI. er⸗ 
Ealten. 
| 102. Es a A, B, C, D, ie. bie Binomial⸗ 


m 
Eoeffieienten für den Exponenten — ſo iſt 


A 
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VII. Gn — 9 = An 9, ‚cat ge: ‚wo 


— Ein 65, colgm: n— s + E fin @6.cofon: er 
 &8n 07. col pm: nr Lei 


VIII. co = cofpe: a Bcofpm: n-t ‚in de 
+ Dcofpr:ia4 — a in p? 
+ etc. 


Diefe Formeln entfliehen vermittelſt Evolufion der Wurs 
‚elgrößen in V. VI. und Addition der beiden in Neihen - 
aufgelsferen Wurzeln, in den erjlern Formeln noch durch 
Diviſion beider Theile burc) Veen | 


10, Es iſt Va 


n. a 





1 Hay+ ar = y⸗ 
242 
nn. ei —— 4. REN 
2.3.4 VT2II 405 —— 
anna. nn-16. n, AMB-T. nn-g.nn-25. 


e 7 
— er er Irre 


Pr etc. 
und, wenn y negativ genommen un 


va+y)- 











y* 
n.nne=L, _:  an,nn 4° R 
1.223 ö 1.2.3.4 j 
n.an—-1,nn—6., FE 


1v2.,3.4x5 
| Diefe Formeln zu finden, fege man V(ı-+ yN) = z, 
und entwickele nach dem binomiſchen rehrſate, ſowohl 


* 


f — 
⸗ 
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(z-F-y), als die Potenzen von (1 et worauf man 
die Glieder, welche diefelbe Poren; von y enthalten, zu= 
fammen nimmt. Das Öefeg der Meihe ift offenbar, und 
wegen der beſtimmten Formation, fowohl von (z+ y)” 
als ver Potenzen von (r + yy)- allgemein. Euler hat 
die Kormel leichter, aber durch die Differentio : Differens 
tialrechnung erwiefen, in den Infütt. Calculi integr+ 
T. J. 9. 179, 
104. Es ift 

va Farm — 
nn.nn—4. ., 
| 33:4 
en — | 
— to. 
1.2.3. 4.546 nen 

und 
JVvurr)r Pr IVuarNI-V’ 
nn gr „un, — 
u: TORE | ERLITT TEL 

R.ON—I.Nnn—g.nn—25. 
etc. 
1:28,39 243 5.9 ,7 "Tr 
105. Get many — fßn9.V— ı, ſo iſt 

VCE 5 coſo, und — — 


‚1n 


—“ 
— 











finn6=nfino—- r — fings 
nnn-1. nn-9. kn ;_ MN-LUN-g.nn-25. or 
1.2.3.4.,5 | 1.2.3.4.5.6.7 
r etc. | 
n nn,nn — [} : 
eoinp=1— — fing + — * fin —* 
I.2% 2.3.4 
an.nn-4.nn-ı 6. nn,..nn-36, 
— ee [; 
— — 5.6 — —— 


— 


Boniomerrie . 557 


Dieſe Formeln ſind allgemein für jeden Werth von 
an, da die Formeln in (99.) allgemein gültig find, Die 
erftere briche nur für ein ungerabes n ab, die zweyte * 
ein gerades n. * 


106. Es ſey der Sinmsderſus Querſt nus) von 
= = z, ſo iſt 


ann DR.nnN—=I,. 
Bere n 


Z — 


1.2.3.4 
gnn.nn-ı.nn-4. — 16 nn.nn-ı Dn-4 nn-9. , 


zZ 
1.2.3.4:5.6 — 4» a 6. * 8 








— EC. 


Dieſe, wie es ſcheint, noch nicht bekannte Formel 


wird erhalten, wenn man den Sinusverſus von O, oder 
1 — coL 9 indie Formel (973 102.) für coln® eine 
- führe Es iftcol =ı —z; in PP =az— zz, 
md cofn@=ı — finver, nd. Die Rechnung/, 
dieſe Formel zu finden iſt etwas weitlaufig; fie beruht ins 
zwiſchen auf bloßen Multiplicationen und Aggregationen. 
Die Formel kann zur Berechnung der Sinus über. 45° 

gut angergandt werben, 


& 


107. Es fin a0 = u4—, fo if 


2coſ - uw + — 
| | ur Ä = 
Denn man feße in der Formel III. 100. 
(co © +-finP.V— "= cofn$+knnd,y—ı, 
die Wurzel, colP+Gn9.V— ı =u, fo ift 


I 
———— — ⸗⸗ 


! 


alſo 20/9 = u+ —. „Da ur = cfn® 


+bano.v —ı, foifl 
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un  colnP+finnp.y—ı 
— innG,V — 1i, alſo dt ur + 2cofnG. 


= cofn$ 





nn 


| 108*. Diefe beiden Gleichungen find einsrley mir 
ben beiden, 
Luw—2.2c/[d.u+ı=zzo, 
II. um — 2cofn®.wW"+ız=o;: 


In dem folgenden Abfchnitte wird gezeigt, daß 
aus einem gegebenen Werthe von con © erhalten wer: 
den nn verfchiedene Werthe von col © Jeder berfelben 

kann in der erftern Gleichung für cof ® gefeßt werden, 
daher aus der gegebenen. Öleichung IE n’ verfchiebene 
Gfeichungen’wie I, folgen. Das Product diefer n lei: 
chungen enthält alle Arten, wie aus einem mittelſt feines 
Eoſinus gegebenen Winkeln ® der Werth von ü beflimmt 
werden Fann. Die Gleichung IL, enrhäle ebenfalls alle 
diefe Arten; alfo iſt dieſe Gleichung idenrifch mie, jenem | 
Producte, oder die Gleichung J. iſt ein Factor von ber 
Stleihung II, — Die Werthe von u find alle unmögli- 
che Größen , ſ. unten Abſchnitt VIEL 
Zu vergleichen ift in dem Artikel, Antendung der 
Geometrie auf die Algebra, der VII. Abſchnitt, und der 
Artikel, Coteſiſcher Lehrfatz. | 


zog?; Wenn manausder Gleichung, ax>=u +— 


I I 
5 don nt 
u3 





ſucceſſiv die Werthe bon ut + . 


L 





vpon us + ri) hf. herleitet, ſo erhalt man nach der 
u ae 
Reihe die Werthe von 200129; 2601 303 2col49; 
U: ſ. f. in (93.): i ; 

Yramlid), da 


| De 
1. 2x u ſo iſt 
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sale. 





«zur +2, 





AL — smu4 
Hieraus ift 


ala her ah Jar 7 > der \ 


— 2c0ol2®, 


IL. 88 — 6x us 4 





-=2c036 
* . = 


Hieraus ferner 


2: I I 
16x 12x ut +ut Hr — - + — , oder 
s u° ur 


IV. ee 16x +2 et — — cela o. 


ut 
— 


Es iſt allgemein — 
— —, ſo vie 


un — urtı 


— —ERS * a 
iſt. 





— 4 un-ı + 





ros. ze iſt u — = =:ind.vV—r, 


Ä 
und — = zfin noY 1, Aus der er⸗ 
ſtern Gleichung werden vermittelft der Formel, ax — 


1 Een 
ur fuccefjid Die MWerthe von ut ——— , von u) 
u | u‘ 


a. 





X . % , 
von ut 7u. ſ. f. hergeleitet, woraus 


— Werthe von 2lin 2 B, afin3$, zfiny4 9, 
m. f. folgen; wie in 9%. .. 


56 Goniometrie 


* 


Nämlich da | | 
l.zyv—ı=u— u”, und 
2x=urunt,fift PR 
UI, xyV—ı=z= u! — u", bas it 
axyV—ızm sfinap.y—ı. 
ober axy= [in 29. ” 
Aus II. ift durch die Multipleaton mit a=u 
+ um, 
MP EINER TENNER- VER besit 
II. 8x EEE RE Re 
oder axx — y=Äin 39. 
u. ſ. f. in P 
Es ift allgemein (u? — u") (u + u’) = ur”: 
+ wm — mt —_ mmmrinatng.y—ı 
+2zfin(n-ı)9. v—ı,ebenfowie2 finn®G, 2 col$— 
a 3 | 


* 


Vormeln für die Tangenten der Vielfachen eines Win⸗ 


kels, und der aus ungleichen Winkeln zuſammen 
geſetzten Winkel. — 


I 


109. Aus den beiden Kormeln (97. — für 
finno und coſ nO folgt, mit Anwendung der Zeichen 


‚ für die Binomial: Eoefficienten in der. nten Potenz j durch 
die Diviſion, 


Atg- Ets 914 E:g9°-Gt597 +etc. 


— Btigo + Drigpt- '94-8tgp°-tetc. 


E3 find Zähler und Menner duch col P" bit, = 


fin 
und für — iſt tang geſetzt. 
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110. Man ſetze tang 9 = t, fo iſt = 





tang Pt 

| at 
a I ee 
| De 

3 t— ie · 

tang 30 ==. — 
N vr 4t — 4 
u ea 


5t— rot +t3 
Eurer 
eto., | 4 J J 
111. Es ſey irgend eine Anzahl Winkel, a, 4, y, 
d, &, eto. gegeben; ihre Tangenten ſeyn a, z, c, d, e, 
etc. Die Summe diefer Tangenten, als Unionen, 
fey A; die Summe ihrer Binionen B; ihrer Ternionen 
C; ihrer Duaternionen D; ihrer Quinionen B, uf. f3 
ſämtlich ohne Wiederholungen. Es iſt | 
tans 6 + P+yrörte+ec)= 
OT AZCHEB—G + eto. 
— — C etc, 





tang5 9 = 


a+b 

Denn tang “+a= Tab’ B3 a nenne 

man p, ſo iſt | 
ran. ————— 

ne, —pe” ı-ab- (1-abjpe 

— —— 


ae FE TE Gebraucht man für Die drey 
Größen a, b,‘c, die angegebenen Bezeichnungen ihres 


A—C 
Eombinationen j fo iſt tang e + +Y)= = 


In 
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..A- | ! Ä 
Es fd ¶ boiſt tans la641 ) 
a+4 _ _Gt=-Bg+tt—ma 


— 


ı—qd r—B—(1—B)gd 

A—-C+d—Bd 
———— 

Hier iſt AF d die Summe der Unionen, a, b, 
c,d; B-+ Ad die Summe der Binionen, namlich B 
derer ohne d, und Ad derer mit d. Gleichfalls ift 
C + Bd die Summe der Ternionen, nämlich C Derer 
ohne d, und Bd derer mit d, Endlich iſt Od die einzige 
Quaternion. Erſtreckt man nun die Bezeichnungen, 
A,B, C, D, auf alle vier Größen, a..d, fo iſt 


| A—C 
tang(e 7 A£+Yr9 = T_BID" 
Es ſey 
A—6C 


— 75 * ſo it tang @+Pry + d4 &) > 
ER t+re e _A—C+(r—B-+Dje 

| ı—re ı—-B+D—(A—C)e’ 
Hier it AꝓP e die Summe der Unionen a. .e; B-+Ae 
Der Binionen; C + Be ver Ternionen; D . Ce der 
Duaternionenz; De die Duinion. WBezeichnef man viefe 
Kombinationen aus allen fünf Größen durch A, B,C,D, 
FL, ſo ift 

tang (a.. 4-.) * ne 

Hieraus erhellt das Geſetz der Fortſchreitung hin⸗ 
Jänglich. 

112. Gind alle die einzelnen Winkel fich gleich, je: 
der — O, fo find die einzelnen Unionen —=t, Binionen 
— te, Ternionen =, u. ſ. f. Die Mengen derfelben 
nad) ihrer Folge find bie Binomial: Eoefficienten für den 
Erponentenn, wenn n@ der vielfache Winkel iſt. 


— 
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Joh. Bernoulfi bat diefe Sätze gefunden, Operum 
T.U.nr, CXXVII. te i 
| 113. Aus (99.) iſt, wenn tang 0 = t gefegs 
wird, | | 
tangnG, Ve „= U FtVertotı-t-ım 
| OO Aa+tV Stay 
Von einer ſolchen, etwas verfchiedenen Formel Fan 
Bernoulli zuerft auf den Gas in (109.) Opp. T. IL. 
aır, LXXXIX, Cr hat ihn aber noch etwas unbequem _ 
ausgedruckt. Für gerade Vielfache ift eine Unrichtigkeit, 
da nach feiner Regel die Tangente negativ wird. | 
Wie ſich die gebrochene Sunetion für tangnG auf 


eine tafionale ganze bringen, und von diefer dasalfgemeine 


nıte Ölied in einer brauchbaren combinatoriſch⸗ analyti⸗ 
ſchen, nach Potenzen von m geordneten Formel, mit Bey: 
hülfe der Bernoulliſchen Zahlen darſtellen laſſe, hat Pro⸗ 
feſſor Hindenburg (Leipz. Mag. der Math. ©. 2703 vergl, 
Arch. der Math, H. VII, ©. 343. 344.) gejeigt, 


X. Wie viele verfchiedene Merthe der Sinus und 
Eofinus Des aliquoten Theils eines Winkels erhalten, 
wenn der Winkel durch feinen Sinus oder | 

Ä Coſinus gegeben wird. 


114. Ein Winkel der durch feinen Sinus oder Co⸗ 
ſinus gegeben wird, hat unendlich viele Werthe, (16. 17.). 
Soll derſelbe in m gleiche Theile getheilt werden, ſo iſt 
jeder feiner Werthe in.n gleiche Theile zu theilen, Date 
aus entftehen inzwifchen nicht unendlich viele Sinus und 
Eofinus der aliquoten Theile, weil wiederum derfelbe 
Sinus und Cofinus eines folchen Theils zu unendlich vie 
len Winfeln gehört. | | | 

115. Es feyn alle verfchiedene Sinus des nten 
Theil der zu dem Sinus a gehsrigen Winfel anzugeben £ 
der Fleinfte diefer Winkel fey — i. ' Die Anzahl der 
Zheile fen ungerade, fo find ale folgende Winkel in zu 
Adele zu eheilem, ur 
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I. wnr— 1,274 w, 3 — wu. (N Mn I) + wWwNnT—w, 
IE(n+r)r+w,..(an—2)r+u,(2n—ı)r—w. 


DI.znr zw........ snr — w, 
IV.(3n+ ı)r u... .. (an—ıI)r—u, 
uff | 


Die Sinus des nten Theild jedes Winkels in der 
dritten und jeder folgenden Elafje fommen unter, den Si: 
nus des nten Theils der beiden erſten Elaffen vor. Su 
der erften Elaffe iind die Sinus des nten Theil derer 
Winkel, die vom nfange und Ende gleich weit abflehen, 
einander gleih und gleichnamig, da. die Summe eines 
folhen Paars in L=nr, undder nte Theil der Summe 
zweyer folchen Winfel —  ift. In der zweyten Claſſe 
iſt die Summe je zweyer Winkel, die vom Anfange und 
Ende gleich weit abſtehen, = 3nr,-und der nfe Theil 
der Summe jweper folcher Winfel = 3m, Die Ginus 
Diefer a. find daher auch einander gleich und gleichna= 
mig. Nämlich zwey Winfel wie mr + a und sr —a, 
haben einerley Sinus, Der nte Theil der Winkel in I: 
ift Fleiner als zwep Rechte, in II. aber größer als zwey und 
Fleiner- als vier Nechte. Daher find die Sinus des nten 
Theils von Ang fin w in I. pofitiv, in IL. negativ. 


Die erfte Elaffe liefert — verſchiedene Si⸗ 


2 
—n21 
nus, die zweyte — Sinus. 
116. Folglich ſind die Werthe von 
1 ö m u = 
fin ——Ang.fina, für ein ungerades n,folgende: 


De a eye 


ET TR ae 
- 2a 


a 
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(n-+ rw @n—2)r tw © 
I uf — 

n . n 
Nimmt man von den ſtumpfen Winkeln ihre Nebenwin⸗ 
fel, von den legten zuerſt, und ſtatt der Winkel über 
zwey Rechte ihre überſchüſſe über zwey Rechte, wogegen 
aber der Sinus negatis genommen wird, fo find jene, 
Werthe, u 


H. fin 





“. 





a u smrtw 
+ ti - * 











3 * — v | In—3)rF w 
Te FEB FEN, 
ri | | 
.. :I(n-ı "tw | nt w 
ED Sure a AN — fin —; 
2 — w .—w 
— fin | ;— [in 3 + — 
2 n | 





— Im—s)m tw, RB A Kb 


Das obere Vorzeichen von « gilt für einen geraden 
Perth von zZ (m — 1); das unfere für einen unge⸗ 
raden. | | Ze 
| en ; 

117. Exempel. Es ſey A Ang. fina, und w 
der kleinſte Werth von A, fo find die verfchiedenen Wer⸗ 
the von et 2 
in dh en in — 

3 3 rn: © 3 
«fin — in ——; 4 ee ;+ fin ei 

> VE — 5 5 
"ru 


men 


ur—w 


r r 








A — — fin 


' 
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A — 
fin — en; + fin n ; — 
7 7 2 

Sa 
, T 
—£fn — fin en —£n — 


118. Der Winkel zu dem Sinus a ſey in eine 
gerade Anzahl gleicher Theile, n, zu theilen, und w ſey 
der Eleinfte unter den zu dem Sinus a geherigen Winfeln, 
"Die beiden erften Elafjen ver zu sen Winkel find 
nun folgende. 


I. , xæ — war tw; gr—w ee De 


-Iunr+w, (n+ı)r—uw,....(an—ıIr—u, 


Die übrigen Claſſen liefern Feine Winfel, deren 
‘nter Theil einen Sinus hätte, welcher nicht fehon dem 
nten Theile eines der Winfel in I, und IE angehörte, 
Die Sinus de® nten Theils derer Winkel, welche in bei: . 
den Claſſen gleich weit vom Anfange abftehen, find fich 
gleich aber entgegengefegt, weil ihre Winfel um m oder 
zwey Mechte unterfchieden find. Die Sinus des nten 
Teils jedes der Winfel in jeder der beiden Claſſen find 
alle von einander verfchieden. Die Theilung des Winfels 
zum fin a in eine gerade Anzahl Theile, n, giebt alfo n 
7. gleicher und entgegengeſetzter Sinus des nten 
eils: 





ww 2 [I FR 
+ fin — + fin — +fi — 2222 
n n 
| | n—ıIr tw nrtiw 
%+,%t fin @ + fin ® FR» 
n n 
| n—2)r+u n—ıI)rw 
sh ( z Run 3 3 in DIT, 
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| . Oder es find für ein geradesn bie Werthe 
von fn — — Ang. fin folgende, 





A, 13 
..... In —— ⸗ 
n 


indem anſtatt der Winfel in der zweyten Hälfte, weil es 
ftumpfe find, .ibre Mebenwinfel genommen find, die an 
per gehörigen Stelle zwifchen die Winfelder erſtern Halfte 
gefegt worden. 

| 120 Grempel. Es fy A— Ang.fina und w 
der Fleinfte Werth von A, ſo ſind die en Wer 
the von 























ER + fin — ⸗ 
2 2 2 
A ’ — 
— w x 2 + fin «tw 
4 4 4 4 
sn aa 
4 
A 
En fin 2; tin; zn t® 
6 —* | 
an — 31 —u 


121. Die hier gefundenen Werthe von 
fin -- Ang ‚ fin a find die Wurzeln der Gleichungen in 
(86. und 89.), wo y der Ginus bes einfachen, und 
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fin m der Sinus des vielfachen it. Es iſt daſelbſt 
nD was hier » ift, alfo © was hier - vw il. Die 


Gleichung in (86.) für ein un gerades Vielfaches von . 
feige auf den nten Grad, dager der Sinus. des nten 
Theils eines durch feinen Einug gegebenen Winfels n 
Werche hat, wie hier gefunden iſt. Werden alle Glieder 
auf eine Seite gebracht, jo daß y* das Vorzeichen + 
bat, und werben die fehlenden Glieder ducch + o erſetzt, 
ſo hat die Gleichung En + 1) Abwechslungen und 
2m — ) gleichnamige Folgen der Vorzeichen, daher 
En + 1) poſitive Wurzeln, und 3 (n — 1) negafive, 
indem bier alle Wurzeln moglich find, (Gleichung 146.3 
Weil das Glied mit der Potenz y": fehle, fo ift 
bie Summe der Wurzeln — 0, oder die Summe der Sis 
nus in (114) iſt — 0. = 
Wenn die allgemeine Gleichung (86.) duch 2°”: 


dividirt wird, fo iſt in der Gleichung, y".... nt % 
das gegebene Glied das Product aus allen, den Wurzeln 
enrgegengefeßten Größen, oder von den enfgegengefegten 
bei Sinus in.(116.), wenn nd — w iſt.“ Das obere 
Vorzeichen gilt fürn — 4m — I, das untere für. 
n—4m-+ 1. Sn jenem alle iſt die Anzahl der pofiz 
tiven Wurzeln — 2m, ber Negativen = am — 1; in 
dem zweyten ift jene Anzahl = 2m -+ 1, die andere 
— 2m. „Daher iſt in dem erftern Falle das Productver 





' finn® fnn9 
Sins =— —7, in dem andern — —+- — 


Bringt man die Gleichung (86.) auf die Form, 
Anno —ny.... +2 yr— oo, und bividirt darauf 
alle Glieder uch finn®, fo iſt der Coefficient von * 
die Summe von den entgegengeſetzten der reciproken Wur— 


zeln, oder — iſt die Summe der reciproken Wur⸗ 
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— Gufolge Gleichung, 212.). Ober, nach dem y? den 

Eorfficienten + L durch die Divifion der ganzen Gleis 
hung mit 27 erhalten bat, iſt der Eoefficient von y 
das Aggregat aller Combinationen der den Wurzeln entge⸗ 
gengeſetzten Größen nah (n — 1), und das gegebene 
Glied, auf derfelben Seite der Gleichung, das Product 
aller diefer Größen. Jener durch diefes dividirt ift das 
Aggregat von den reeiprofen diefer Größen. ı Kolglich iff 





in (3740) ar m) Ss 


* 


Te 


u Da die Coferante bas reciprofe des Sinus iſt (14) 
ſo iſt 


n cofeeng= a cofecß + cofec - + 9) 


Pr N 





7 — — 4 Pen. +oolec (7 24). 


Die Winkel über einen Rechten werden wie in 
(126.) in ſpitze verwandelt, mit gehöriger Peränderung J 
des Vorzeichens, wo es noͤthig iſt. 


| 122, Erempel. Es ſey A— — Ang.fin$, und 
A ſoll in 5 gleiche Theile geheilt werden, fo’ find die Sie 
nus Diefes fünften Theils folgende: | 
+ fin 6%; + in 30% + fin. 78°; — — 42093 
— fin 660, nãmlich J 


870 Soniomettie ei; 
| + 0,1045285 — 0,6691306 
“+ 0,5600000 — 0,9135454 


+. 0,9781476 


— 1,5825760 
+ 1,5826761 | | 
Die Sinus find die Wurzeln der Gleichung 
165 — 20 + 5y—0os5=o, 
Ihre Summe iſt wegen des fehlenden zweyten Gliedes 
=== 0, wie eben gefunden iſt. Ihr Product iſt 
= = if 
'lfin 6° = 9,0192346 — 10 
. 1Gn36° == 9,6989700 — 10 
1fin7g° — 9,9904044 — 10 
_1finga® — 9,8255109 — 10 





1 fin 66° — 9,9607302 — 10 





| 8,4948501 — 10 | 
Somplement 1,5051499 == log32, 
Die Eofecanten diefer Winfel find 








+ 9,5667722 — 1,4944765. . 
.$ 2,0000090 — 1,0946363 \ 

1,0223406 er ee. 
er, — 2,5891128 
-F12,589E128 


Das Aggregat iſt — + 10 —= 5%, als dem Werthe von 
n : 0 

a ea und n® = 30% 

123. Die zn verfchiedenen, Werthe von 

fin — Ang fin a für ein geradesn in (119.) find 


die n Paare der gleichen und entgegengefegfen Wurzeln y 
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in der Gleichung (89.), wenn ſie auf beiden Seiten quadrirt 
iſt, um die Irrationalität wegen des Factors VL —yy) 
‚zu heben, Alsdann find in derfelben bloß Die geraden Pos 
tenzen von y vorhanden, und die höchfte Potenz iſt y*”. 
Sie hat alfo an Wurzeln, welche nm Paare gleicher ent⸗ 
“ gegengefegter geben, wodurch die Summe aller = o ift, 
wie das zweyte Glied der Gleichung. Das Product aller 
2. | 
Wurzeln ift = — alſo das Produet der poſt⸗ 


tiven oder der negativen für ſich allein genommen 
finn : —— 
en wie für ein gerades n in (121.), was bie 

2 | | | 


abfolute Größe betrifft.- 


ı 


124 Wenn ein Winkel, der durch feinen Eofinus 
gegeben ift, in gleiche Theile gerheile werden foll, und der 
Heinfte- zu demfelben gehörige Winfel durch w bezeichnee 
wird, fo find alle Winkel, die mit diefem ein gerades 
Vielfaches von m (zwey Rechten) ausmachen, oder von 
ihm um ein folches unterfchieden find, in gleiche Theile 
zu theilen;” zufolge 17; alfo die Winkel, 
‚Lwar—o;2r po;sgr—u;ar tor. 

| +. (an —2)r + uw; 2nr— uw; 
IL,oenr-+ w; (onr + 22r—u; ...gne _ w; 
IL, anr u. 2... 3, O6nr—u; 


u. ſ. f. 


| Die zweyte Claffe nebft allen folgenden giebt bey 
ter Theilung feine Cofinus, die nicht ſchon aus der erften 
Claſſe entftehen. In diefer Elaffe, welche zn Winfel 
enthalt, find die Eofinus des nten Theils derer Winfel, 
welche vom Anfange und Ende gleich weit abftehen, ein: 
ander gleich und gleichnanig. Mimme man. die Winfel 
wechfelöweife einen um den andern, fo find Die verfchiedes 


\ 
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nen Werthe * cof —— Ang sa a folgende, _ wenn 

ev ber kleinſte zu coſa gehörige Winkel if. 

2* tw — 
a 


.cof —— 5 00f —; 
3 A ae 





cof — cof 
— 
— ee. — rtu 
n 1 
dberen Anzahl n iſt. u Ä u 


i 125. Nimmt man aus ber erſten Claſſe die erſten 
n Winkel, fo find die verfchiedenen Werthe von 


col — Ang. cola, für ein ungerades n folgende, . 








col —-; cof ne col- en — 
n 
ee er, 
Sa al a — 

In dieſer Reihe ſind die Winkel von 
erst en 2 * — an größer 


als £ r oder als ein Nechter, alfo * * Coſinus nega⸗ 

tiv. Nimmt man ihre Nebenwinkel, von dem letzten zu⸗ 

erſt, und ſetzt den Coſinus das Zeichen — vor, ſo ſind die 
verſchiedenen Werthe der Coſinus, 


— "+ uw an-w 
; — cof yrenn —3 


mr 








Kol; — col- 
n 


———— | — 
en 2 
n 





— cof 


1 I7 | 
— co ———— — Memnrte 


— 
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‚odern — 1 durch 4 —— iſt. 


126. Für ein geradesn ift bie Reihe der ver⸗ 
Rn. Sofinus, - 


2 r WW CH; + 
n 


De sol ——, cof 
n: n. 


— 


4rx — 


n 





——— Aw 


ur cof. cof 





col— 





—— 
n. Ir 


In dieſer find bie Binfe von 


n-+2 Tr 
bon re ach an größer als 3 2 ”s alfo ihre Eos 


w 
„ Dder 





finus negativ. "Die Winkel der Coſi inus, welche vom An⸗ 
fange und Ende gleich weit abſtehen, machen die Summe 
‚m oder don zwey Rechten; daher find ihre Coſinus gleich 
und enfgegengefeßt. Die Folge der Eofinus ift 


27 uw 2 * w 
+ cof —; F Be, + cof * 
n 





n 
bis 3. n Paare Coſinus genommen fi nd. 


127. Exempel. Es kn A & Ang, col a, und 
w der lleinte Werth von — A, ſo nd die Werthe von 


j w 
cof IA...“ + PN — | 
2 








| WW ih 
col3A:... +col —;— col ; 
‚3 3 


co As... + col . De, 
= 5 4 





- 
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— 


— Aa s 


* 





“of FA... 4 cof —; ee 


— 
5 





+col — — 


Te. 





N s coſ 





solZ3A., 3 of 31 —— 


WW , 
5; cof _ ie) 
7 








| — 
ol} A... + ol; - cof 


2 746 g9T—w 
—— 








+ ol —— ;+col 


u 
— cof eo. 





u. ſ. f. | | | 
128. Die Coſinus von — Ang, cola find die 


Wurzeln der Gleichung in (93.), wenn coſ a cofnd 
dafelbft iff, oder w = nd, Kür ein ungeraded n von 
der Korm 4m — a haben die Vorzeichen (nachdem der 
cofn® auf diefelde Seite mit den andern Gliedern ge: 
bracht iſt, und die fehlenden Glieder durch + o erſetzt 
‚ worden) eine gleichnamige Kolge mehr als Abwechslungen, 
alfo eine negarive Wurzel mehr als poſitive; Hingegen für 
ein n von der Form 4m + r iſt eine Abwechslung mehr 
als gleichnamige Kolgen, daher eine pofitive Wurzel mehr 
als negative. Eben das ergiebf fich aus den Werthen der 
Eofinus mie Nückficht auf ihre Vorzeichen in (127.) Die 
Gleichungen für ein gerades n.haben In Paare gleicher 
und entgegengefeßter Wurzeln, übereinftimmig mie dem, 
was für die Coſinus * der Theilung durch ein gerades n 
gefunden iſt. 


Die Summe der Coſinus von — — Ang ; cof a ift 


== o, entiveber weil fie fich ii ober im ganzen aufs 
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‚heben. Das letzte erhelle daher, weil das zweyte Glied 
in ben Gleichungen (93.) fehlt. 

Für ein ungerades n ift in (9 2 ) das gegebene Slich 
der allgemeinen Gleichung = — colnP, nachdem es zu 
ben übrigen auf diefelbe Seite gebracht iſt. Dividirt mar 

O 


1 


[n . 
alle Glieder durch a", fo ift das Produck 
| aller den Murzeln der Sleichung entgegengefegfen Größen. 


- Da die Anzahl der negativen Wurzeln gerade iſt, fo ift, 
für ein ungerades n, das Product der Cofinus des nen 


ſ 
Theils von Ang cof nd =+ — 


ya 


| Für n — 4m iſt das Produet der Coſinus von 


1 — c _ÄSn$ng 


ans col ng — m; füuͤr | 


2a 272 
| Itcofn 
“—=y4m+43 ift das a — — 
col & n Q? 
2u72 


Sir ein ungerades n werde bie Gleichung in (93.) 
auf die Form, cofnp F nx...— — — ge⸗ 


bracht, und darauf durch cof n O dividirt, fo ift — — a 


die Summe von den entgegengefegten ber —— Wur⸗ 





ae a. 
ee :co[n® 
Cofinus des nten Theild von Ang .„ cofnG. Das 
obere — gilt fir n — 4m — 1. So iſt 


* * —— 7* re) 


u 


ift die Summe von den reciprofen 
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oder, wenn man für die reciprofen Coſinus die Secanten 


1 on 
zz si a 





ſetzt, ba 
| | 27 
+ ee O +lec (— + ?) 


nie (40) am (ro) 
+ etc. | 
oder 


+ nlen$= fecQ - —— [ec (9) 


— [ec (— +9) + fec — 


4 — 4 ) - ete. 


bis n Secanten genonimen fi find. | | 
Exempel. Für np oder w == Ang. firi $ und 

— if \ 

lec 6° — .1,0055083 fec. 30° = 1,1547005 

fec. 66° — 2,4585933 fec, 42° —= 1,3456327 


S OO — . 
En 78 = 48097343 “= 2,5003332 








7 8,2738359 
— 2,5003332 








+ 5,7735027 


Diefer Unterſchied iſt 5 Le. 30%, bis auf 2 in 
der legten Stelle. | 
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VI. Ehorden der Vielfachen eines Kreisbogeng durch 
die Ehorde des einfachen. a 


129. In dem Halbekreiſe ADB (Fig. 60.), deſſen = 
| Mittelpunet G ift, t —finAB D=fnt H A CD. 
Man ſetze ACD= er AB =2r, AD u, fo it. 
— fin$w, Eben 





— fin#w,. ober - 





gr 
26.00 


fo iſt gr [ininw, 


Die Chorde des Sompfements bes Bogens AD 
sum Halbfreife, oder die Chorde BD fy = v, fo iſt 


vı | on o. c 
— —col$w, oder— - = colzjw, um 
2X ar 





‘ chc nw 
eben fo — —=colf nu, 
| — 


129*. In den Formeln (84, 86, j 89.) feße man 
8X, fo erhält man mirtelft der Vertauſchungen der 
Chorden mit den Sinus, wenn alle Sliener'n mit 2r muls 
tiplicirt werden, | | 


chcw | | 
ch.n» = —— xch, eich 


und h ' 


h, | — 
c “ )ch.(n-2)u-ch.(a-4)u, 





ch. — 


In der Testen Formel iſt m fowohl ſtatt Pa 
als an in (86, 89.) gefegt. 
130. Man ſetze r=ı1,f verwandeln fih die all 
u V 
gemeinen Formeln daſelbſt, da m undx — er 


ift, in folgende: 
Oo 
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| n— 2 n-3.n-4. 
I. ch.nu= a a 
| 1 1.2 
n—4.n—5.n— — 4et ) 
— —ñ— v7 4 etc. ) u. 
1 — 2 « — 
n--ı.n 
I. ch, antDo=tant) (u Du 
n+2.ntınner. ntyın+2..n—a2. _ 
— — — — — a A ———— u’ 
2.3.4.5 23 erel 
Ti . e j 
„ara se), 


2er.) 


n-r.n.n—1ı. 
1.4: 3 
ni 2. .n — 20 M a Br 
EC EEE ETOTT un 
I en I 2442—47 
n et — 


— 


LI, ch.anu.={nu— us 


Die Formel in (93.) — ſich durch die ge⸗ 
nn en: in folgende, 


n.n—3. 


n R 
IV. cho.nu = ve — — v4 yaı 
i 1 Il. 
— —4.n 'nn— n—6.n- 
une > yn- Pe 5. 2 
un LI. . 2 « 3 ; 1 r 2 A 3 . 4 
n.n—6.. IT -— j \ 
Bee BD. In FT na + etc, . 


Ä a 


Sür ein ungerades n 1 durch nn Subſitu— 
tionen aus (94°), 
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; oo. n Nn.Nn— > 
V. 4 chnuzw— — u+ ei. LET. 
= “ I IL... % 
_ HINTS mus +, — n==$.n2=#7, — 
1.22 3 ._ 2.3, 4 
— etc: 


Es iſt diefelbe Formel mie II. rückwärts schein, 


Man fee wiederum den Halbmeſſer — r, und 
ch.2w = z, p if arz = 2vü, oder tz, — = Yu, 
nad) (25.), wenn in Sig. 58, die Ehorden AB, AD 
gleich groß genommen werden. In der Formel I. iſt nun 


v 2 
ſtatt v wieder zu ſetzen — das if, — Nimmt man 


die Shore des einfachen Bogens u zur Einheit, J wird 
n—2. 





VI. ch, nu 2° I ME ae 
I 
4 n—3.n— 24. Ar ang, n4 5. -6. rer 
| Be 249.3 | 
re. a 


“131. Wenn das Wielfache von w der ganze tm. 
kreis oder ein Vielfaches deffelben ift, fo ift ch.n®— o, 
oder, wenn die geraden und tingeraden Vielfachen in der 
Bezeichnung unterfchieden werden, eh: @H-&ı)w zo, 
und ch.znw — 0, Der kleinſte Werth von u in: den 
Gleichungen für u, Hachdem dieſe durch die allen Gliedern 
gemeinſchaftlichen Factoren dividirt find) iſt die Seite ei— 
nes ordentlichen Vielecks von m Seiten, wenn ———— 
das — anzeigt. = 


Die: Gleichungen für. ü find bie zit den für das 
Zwolfeck ‚den Halbmeſſet des = =; geiest, fol⸗ 
genden 
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n= 3lw—3Z=0o . 

n_- 5;ut — 5u45 zo | 

nn 7us — zw +ısuU— 7 zo 

n g/u? — gus+a7ut— z0ouUr + 9=o 

a-zıı jur — 11 us + 44u5-77 ns + SU 110. 
etc, 2 

n 4jut— 2 zo 

n 6/ut— 4u*s 3 =o 

n gjuf— 6ut-riou—4o 

n=ı0/us— gubtaıu—a0ou + so 

2-12 | u —ı0u8 +36 u — 56u44+35 u? — 60, 

| etc, etc. 


132. Die Wurzeln diefer Gleichungen find die Sei⸗ 
ten und die Diagonalen des ordentlichen Vielecks, wozu fie 
gehören, doch mit Ausfchluß des’ Durchmeflers in Viel: 
ecken von einer geraden Anzahl Seiten. Diefe Vieldeu— 
tigkeit der Wurzelu hat eben den Grund, welchen die Viel- 

deutigfeit des Sinus eines Theils von einem Winfel bar, 
ber durch feinen Sinus gegeben wird. Die Chorde AB 
(ig. 58.) gehört nicht bloß zu dem Bogen AB, fondern 
auch au zu dem Bogen BECDA, dem Complement 
des AB zum ganzen Umfange, und auch zu der Summe 
‚eines diefer Bogen und eines Vielfachen des Umfanges. 
Man laffe ven Punct B von A aus fich auf dem Umfange 
herum bewegen, und einen Umfang nach dem andern be= 
ſchreiben. Die Ehorde wählt von Null an bis zum 
Durchmeffer, nimmt darauf ab, wird Null, und erneuert 
dann in Perioden ohne Ende diefelben Veränderungen des 
Wachsthums und Abnehmens. In dem zwepten Alm: 
laufe ift fie negativ, weil der Sinus des halben befchrie: 
benen Bogens negativ ift. In dem dritten Umlaufe und 
in jedem von einer ungeraden Ordnungszahl ift die Chorde 
pofitin, fo wie fie.in jedem Limlaufe von einer geraden 
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Ordnungszahl negativ iſt, alles zufolge ‚der Formel, 
ehord.n w 


ar 


133. Soll nun ein Bogen oder Winkel, der durch 
feine Chorde gegeben wird, inn gleiche Theile getheilt wers 
den, fo müffen alle zu derfelben gleichnamigen Ehorde ges 
hörige Bogen oder Winkel in n Theile getheilt werden, 
Dadurch werden n verfchiedene Bogen oder Winfel ers 
balten, eben fo wie für den Sinus deg nfen en eines 
Winkels, deſſen Sinus gegeben wird. 





-lin neo. 


134. Die gegebene Chorde ſey = o, fo find wenn 
P den Umfang des Kreifes oder die Summe bon vier 
Rechten bedeutet, die zu diefer Chorde gehörigen Bogen, 
Lo, P, 2P, 3P.... (n—2)P,(n—ı)P, 
I. nP, (n+ı)P..... (2n—2)P,(2n—ı)P 
II, 2nPf, (en-+ı)P.... 
etc, | | 


Alle diefe Bogen find in n Theile zu rheifen. Die 

Ehorden des nten Theils der zweyten Claffe find den 
Chorden des nten Theils in der erften Claſſe gleich aber 
entgegengefeßt; die von der britten Claſſe find denen von 
der erften gleich ‚und gleichnamig; die von der vierten 
Slaffe denen von der zweyten und fo ferner abmwechfelnd, 
Daher hat man die verfchiedenen Chorden nur in den beis 
den eriten Claſſen auszjufuchen. Die Chorden, deren Bo⸗ 
gen zufammen P ausmachen, find nicht verfchieden. Das 
ber find flir ein ungerades.n die berfchiedenen Werthe der 
Chorde von dem nten Theile tes Bogens, defen Chorde 
— oift, aus den beiden eriten Elaffen, 


0,+ch.—P; + ch. — Pr tch— Pic. 
n r n i 


„ın—1ı 


en "T2Pp+ ch. — P, 
2n .2n, 
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Kür ein gerabes n find die n verfchiedenen Werthe 
ber Chorden des nten Soest von dem Bogen, deſſen 
Ehorde = = iſt, 








2 3 
0, +ch.—P; 4ch.—P; +chh——P,.,,.; 2 
a n n 
n 2 
yore. tr ch, pP; ch. P. 


2n 


Diefe Ehorden find die Diagonalen eines ordentli⸗ 
chen Vielecks von n Eriten, wenn man namlich unter 
. Diagonale jede der Linien verſteht, die aus einem Winfel- 
punete an alle übrigen Winkelpuncte gezogen werden, alfo 
auch die beiden jenem Puncte anliegenden Seiten. Die 
Chorden in der einen Halfte des Kreifes find die pofitiven 
Werthe, in der andern Hälfte Die negafiven; denn die 
kestern, da fie als pofitine Chotden nicht wiederholt wer— 
bein fönnen, find als Ehorden von der Summe ihrer eins 
fachen Bogen und des ganzen Umfangs negativ. 


135. Die beiden Gleichungen II. III. für die Chor⸗ 
de u des. nten Theils des Bogens zur ch.nw in (130.) 
enthalten den Sactoe u. Daher wird ch.nw —o, 
wennuzoif. Diefer Factor iſt in den Gleichungen 
(1.3 3.) meggelaffen. ie fteigen daher für ein Vieleck von 
2n-+ ı Seiten nur auft den znfen Grad... Für ein ger 
tades n wird. ch.nw — o, wenn der indem Werthe 
. bonch.nw enthaltene Sactor, V(—uu), Rull, das 

iſt, wenn u = 2, dem Durchmeffer gleich iſt. Diefer 

Factor iſt in den Gleichungen für ein geradesn in (131.) 
weagelaffen, weldie daher nur. auf ven (an — 2)ten 
Grad ſteigen. Jener Factor mag pofitiv oder negativ 
ſeyn, nur niche beides zugleich, da er nur einfach borhan: 
ben iſt, und fo auch in der Meihe der Chorden für ein ge 
rades n der Durchmeſſer. 


136. Wird der Halbmeſſer eines Kreiſes = 1 ger 
u fo ift das Prodyct allern — ı D Diagonafen in eis 
neh ordentlichen Vielecke yon n Seiten gleich der Zahln. 


- 
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Denn für cin gerades n kommt zu dem gegebenen Gliede 


in den Gleichungen (131.) noch der Sue der 
= 2 if, 


vn. Formein fuͤr die — der Sinus und € 
finus eines Winkels ausgedruckt durch Die Sinus 
und Eofinus der Wielfachen jenes 
Winkels. 


137. Man multiplieire in der Formel 2 fin 6° 
= 1 — col2® aus (36.) beide Theile mie zfin 9, 
und löſe das Product 2col 29. fin 9 in ‚bie en 
fin 3 9 — fin BP auf, nach (27.) fo iſt 

4in 9 = 3fin® — fin3 * 

In dieſer Formel multiplicire man beide Theile mit 
2 ſin O, und löſe die Producte 6 in und > ſin 30. in 
auf, jenes in 3 — 3 co[29, a in — 2 P—col 19 
fo iſt | 


8fingt = 3 — 400020 + el , 
So erhält man folgende Formeln: 
fino = fin . 

afng = ı—col29. 

4lfin$3 = 3fn$ —Iin3 6 

sfn $ = 32— 400029 + col4® 

ı6fin 9 zıofn®—sfin3 9 -+Ffin5® 

32 ſin 99 = 10—15cCl2P + 6cl4P—cl6$ 
Be 35 ſin — 21613 6-+7m 56 —n79 
128 fin 98 = 35 — 56 cl29+28 cl 4 9-gcl6 P+clgP 

etc, 


Man bemerkt leicht das Geſetz der Coefficienten, 
daß es die Binomial: Eoefficienten aus derjenigen Potenz 
find, deren Erponent derfelbe ifk mit dem des Sinus, 
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in den ungeraden Potenzen bis zu dem erſten der beiden 
mittelſten ſich gleichen, und in den geraden bis zu dem eins 
zelnen mirrelifen halb genommen, mit abwechfelnden Wors 
zeichen, von dem Sinus oder Cofinus des höchſten Viel⸗ 
fachen an. Die Allgemeinheit des Geſetzes wird auf fol⸗ 
gende Art bewieſen. a 

ee | 
22-8 fin Hemd: — Afind — Bfin36 £ Cfin56 
—Dfin79-+ etc. 
fo ift durch Multiplication mit 2 lin O und gehörige Re⸗ 
duction, 8 | 
2" fing —A—(A+B)col20-+ (B+C)col4® 
| — (C+D)col69 + etc, 
Kerner a 
2°" input (A+B)Inö—(Ata B+C)fin39 
+@&+2C+D)fn5®—(C+2D-+E)fin7 P-etc, 

Es feyn nun in der (an— rJten Potenz eines Bi⸗ 
homium die Coefficienten, von den beiden mittelften fich 

gleichen nach beiden Geiten Bin genommen, .° 

= 0.50, vBuasBybs... 
Hieraus werden die Coefficienren in der anfen Potenz, 
don dem einzelnen mittelften en, nach der einen oder ans 
dern Seite fin, | | 

205 BB ty .. 
Aus diefen entftehen. die Eoefficienten der (an + rJfen 
Potenz, von dem einen der beiden gleichen mirtelften an, 
satßsat2B + ßB+2ytöyHt2örE.. 
Hieraus erhellt, daß die Evefficienten in der Potenz, 
fin Gen, eben fo aus denen in der Potenz, in", ge: 
Bilder werden, wie die Binomialcoefficienten in der anten 


Potenz aus denen in der (an—ı)fen, von demjenigen 
an, ber die eine Hälfte fhließt, außer daß A nicht doppelt 
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genommen wird, wie der Coefficient « aus der (an —ı)ten 
Potenz. Die Coefficienten in der (am + ı)ten Potenz 
desfin® entſtehen aber ganz fo aus denen in der (an—r)ten 
Potenz, wie die. Binomial: Eoefficienten in denfelben Po: 
tenzen auseinander entftehen. Das Gefes, welches nun 
für die berechneten Eoeffieienten gefunden ift, bis zuder 7ten 
und gen Poten; desfin 9, gilt daher auch für die gte und 
rote Potenz, dadurch auch für die ıfe und ıefe, u.f,f., 
— Zugleich erhellt, wie die geraden Potenzen durch 
Coſinus, die ungeraden durch Sinus der Vielfachen, jene 
der geraden, dieſe der ungeraden, entwickelt werden, und 
wie die Potenzen der 2 mit denen der Sinus fortſchrejten. 


139. In der Formel, 
a ſin — AfndO — Bſin30-4 Cins$ | 
| — Dfin7P J Efing® — etc, 

2n—1.2n—2.,..n-+1L. | 





ita = ‚da A der 


1-22 27. 0. DB. 

(n— r)te Binomial⸗Coefficient in der (a1 n— zen Por 

tenz ift, den Eoefficienten 2n — ı des zweyten Gliedeg für 

den erften genommenen. Dieſe Potenz bat am Glieder, 

bon welchen das nte und ® + ı)te einerley Soefficienz 
Ne I ‚22 


ten haben. B=——A;Cc= 





ar : ‚n-+2 en 
pa C, Bez. 


— — 1D5, u. ſ. fe (Binomial⸗ 


Coefficienten, 8.). Man dividire beide Theile der Formel 
durch 2"? , und fee. 
fing — P&n®—0Qfin 3 © +Rfin; 9—Sfin79 

| + Tfmg9$ — etc, | 








n-=1I[ i n—2 
— P 





BED — — 23 
——xR7s, u. ſaf. 
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Nun iffan.an—ı.....n- 2, — 
I,3.5.0...20n — 1.2" (Facultät, numeriſche, 7. oder 
Binomial-Coeff. 12.), alfo ift | 

, 1.3.5u2n—1I,2" 2.6. 10... 4n -2. 

1.2.3.. 2 1. ꝛn "ran 
—— I 2.6.10..4n—2, 
und P == —— ' — — — 

— 3 — I.2, 3 ‘var n 

140. In der Formel, 
a": fin Pre N—VBcol2 P+Ecf4d—Dcf6H 
“ 2n.2n—L,. n I 
iſt A ——————— 
1 0 2. ⸗e⸗04— n 

nomials Coefficiene in der anten Potenz iſt. Ferner 


— J— e; 


€ = — Duft 


‚da A * vte Bi⸗ 
a43 


Man dividire beide Tbeile — Formel duch 2u2, 
und ſetze 


————— —Qeol29 4Rcola0 Scol6$ 











+% cof 80 — etc, 
| B 
ſo iſt Pe}. Er —R lee, f f. 
— 22 21 _n—2 . 
alfo = * P; R — n+2 „3 2773 Rz 
——— ſ. f. | ü : 


rt 
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Dur bie in (139.) gebrauchte Subſtitution ift 


1.3.5.2n—I, _ 2.6,10,.4n—-2. 
Mm — — — 22ꝛ —, 
13:3 20, 1.93» 08 
1 _2.6,10,..4n-2, 
fe P = — — * —' 


2er 1.2.30, 0 


141. Auf. gleiche Art werden bie Werthe der Po⸗ 
tenzen des Coſinus eines Winkels durch die Eoſinus der 
Vielfachen ausgedruckt, und zwar die geraden ſowohl als 
die ungeraden bloß durch dieſe Coſinus. 


col® —=cel$. 
2 doſ — 14 c6c0ſ20 
400/ s = 3 cof® + col3 @ 
gcolf— 3+4col26+col4H 
16c0l9=10c0lP + 5col3 9 -+col5Q 
32col$= 15415 c0l29+6col4P+col6 9. 
64c0l0’= 35 + 2100030 -+7col5®-+col79- 
u DZ ee 
| + eofs$, 


etc. 


Das Geſetz der. Coeffieienten iſt ganz daſelbe, wie 
für die Potenzen des Sinus, und wird auf gleiche Art 


erwieſen. Cs kommen bier bloß Coſinus der Vielfachen 


vor, weil das Product zweyer Coſinus in zwey Coſinus 
zerlegt wird, nach (27.). Das Product 2 coſn O. coſꝑ 
iſt SZcoſl (n — 1)9 +cof(n+ı)9, Auch find die 
Vorzeichen der Glieder durchgängig +. 

142. Die Formeln für die Porenzen. der Ginus 
und Eofinus find erforderlich zur Integration folcher Dif- 
ferentinle, die dieſe Potenzen enthalten. Auch. für praftis 
fche Rechnungen ift e8 bequem, Potenzen der Sinus und _ 
Coſinus durch die Sinus und Cofinus der Bielfachen ihrer 
Winfel ausjudrusfen. In der Aſtronomie kommt dies 
häufig vor, 


1 
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143. Ähnliche Formeln werden für Potengen der 
Sinus und Coſinus mit negativen Exponenten gefunden. 


Ks it ) . 


: — —2(fn$+fn3$-+In5$9-+fn7O9-etc) 
fino 


1 


fin 9° 


\ 


= — 4(col 29 + 2 c0f49 + 3.col 69 
+4c0[g® + sccolıo® +etc.) . 

=— 8(in3P + 3fm59 + 6fn 79 
+roingP +15mıı® + etc) 


— 16(cof4® + 400 60 + 10c0l8 Ö 
+20c0fr10®-+35co[12'd + etc.) 


r’ 


— 
fin 65 


eto, 


144. Die erfte Sormel fließt aus der in (72.) ges 
fundenen Summe einer unendlichen Reihe Sinus, wenn 
daſelbſt a — 9; b — 29 gefegt wird. Die Peihe für 


— muß fo beſchaffen ſeyn, daß fie mit fin © multi⸗ 
plieirt die erfte Neihe gebe... Darum muß fie bloß die Eos 
finus der geraden WBielfahen von 0 enthalten, da 
cof2m @.fin@=1fin(2m+ı1)P —#[in (2m—ı)® 
iſt. Sie muß mit — 20 anfangen, da col20.fin® 
2 (fin39 — find) ift, alfo dadurch das Glied in O 

in der eriten Reihe hervorgebracht wird, ohne daß es nös 
thig ift, noch cof oP over ı zu Hülfe zu nehmen. Die 
dritte Reihe muß die Sinus der ungeraden Vielfachen 
von fin 3 @ an enthalten, damit daraus, durch die Muls 
tipficarion mit in O die zweyte Reihe erhalten werde, in: 
dem fin (2n+1)9.fin®=4(col2n P—col(2n+2)P) 
it. Da fin39,fn$ = $(col2P — cof4Pp) iſt, ſo 
braucht die Reihe erſt mit lin 30 anzufangen. So ift 
e3 auch mit den Formen der folgenden Reihen befchaffen. 
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| 145. Man ſetze für ein ungerades n | 
fin — 3 2*(inn$P + Afn an +). 

| +Bina+ 9P+Cinm+60p 
+ Dfin(n-+-8)P + etc.) 

Der Factor 2" ift beygefügt, weil bey der. Multi⸗ 
plicafion der Reihe durch fin ©, und Zerlegung der Pros 
ducte in zwey Cofinus, die Reihe zugleich.den Faetor £ 
erhält. Multiplieirt man nun die hierdurch entftandene 
Reihe für fin H”t: wieder mit fin@, und zerlegt die 
Producte der Sinus und Coſinus in zwey Sinus, fo ent⸗ 
fteht wieder der Factor F, und fo ferner ben jeder Multi- 
plication. Da dieerfte Reihe, die fürn ®, den Factor 
2 hat, fo muß die nte Meihe, die 2 finno”, ven 
Factor 2” haben. | 

Man multiplicire die angenommene Reihe mie, 
fin 9, fo wird durd) die Zerlegung ber Produete, 
ee 0 (M-1)9-+(A- ı)cof(n+1)® 

+(BA)col(n+3)6+(C—B) cola +5)® 
+ D—Ocol(n+Np+tete) | 
Die Eoefficienten diefer Reihe, den Factor 27”? 
abgefondert, find die Differenzen von denen in der Reihe 
für in 9”, Man fege | 
inp"t"— —— (cof(n—ı) 6 +%cof(n + 1n)® 
.+%Bcolm + 3)9 Er Ecol(n, + 5)® 
+D ar DPF etc.) 

fo ift 

fin mt — ae (ina—2)9 + A—) fnn® 

+ &—W fin(n+2) 924 (C— 2) fin(n+4)9 
| + etc, 

Diefe Reihe, * Abſonderung bes Faetors 2°, hat zu 


Eoefficienten die Differenzen von denen in der Reihe für 
fin pt, ©o erhellt, daß die Coefficienten in jeder 
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3— 
vorhergehenden Reihe die Differenzen derer in der naͤchſt 
höhern oder folgenden find. Da der erſte Coeffieient der— 
felbe, namlich x ft, fo ift der mee in einer Reihe die 
Summe von m Coeffirienten der nächft niedrigern, vom 
Anfange an: Dadurch wird jede folgeride Reihe aus der 
vorhergehenden leicht. berechnet, Es iſt in irgend einer 
Reihe, ı,a, b,c,d...p, g, x, das Glied exr die 
Summe aller Glieder der Differenzreihe, E 
1; a — 1; b—a;c-b; d—c,...9—-p; T—Q 
deren Anzahl der Stellenzahl von r gleich iſt. 


140. Die Coefficienten in den Meihen, ohne die 
Potenzvon 2, find die Binomial⸗-Coefficienten in (r—z)”. 
In diefer Porenz ift der Unterſchied des; mten und 
(m -+ ı)ten Coefficienten gleich dem (m + ı)ren.Eoeffis 
cienten in] (1 — zy 1, Der abfofuten Quantität nach. 
Denn es iſt, wenn n als der erſte gezählt wird, 

n.n+ ı....n+m-1r. 
I. 2% 8 m 
n.n-+ 1 ... n-Pm. 
1 2... mP 1. 
n—i.n.on+m—1n. 


der Unterſchied — ls: 2—44— m+ı ‘ 


ber mte Eoefficient = : 


’ 


der (m + ijee = 








welches der (m + ıJte Soefficient in (1 — zy "+: ift. 
(5. Binom. Coeffic. 5. wo nur der zweyte Theil des Bi: 
nomium additiv gefegt ift). Der Ulnferfchied des erſten 
Eoefficienten n und des Anfangsgliedes, 1. iſt der erite 
Coefficient, n— ı, in (t — z2)”"*. Solchergeſtalt 
ift die Reihe der Coefficienten in jeder vorhergehenden Po: 
ten; die Differenzreihe der folgenden; ynd die legte Diffes 
renzreihe ift die in der Potenz (r — 2) , Das iſt, 
ı+z-+2+ 25 + 2% + etc; 
Die Coefficienten in diefer Nee find dieſelben mit 


1 F 
benen in der Reihe für in 6’ den Factor zrabgefondert. 
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Dadurch kommen die Coefficienten in allen folgenden 
Reihen für die reciproken Potenzen von fino, ‚ohne Die 
Potenz von 2, mit jenen Binomialcoeffieienten überein. 
| 147. Auf gleiche Weiſe iſt | 
- — ee, O- cöl7 — * 
cof® 





aa Hot 9 ach 40 + sent —acha 
col C&®. | 
— + etc), 
aneignen 
etc) 


| — a 
20 ET + etc.) 
etc. 


Der Veweis iſt derfelbe wie für die Potenzen der 
Sinus. Die Coefficienten find, ohne die Porenzen der 2, 
die Coefficienten in(ı + 2)”, | 


"0148. Wenn 9 = 90°, fo fin $ — ı, und 
fin(4n—1).90° z—ı35 fin(4n-+1).90 + 15 ° 
col(4n—2). J = 13 coſ4n. 90° = = + 1; und 


der Werth von - fo al + — — 


fin © 


= ı6 (of 49 — 4c0 69 + 410 col 89 ne 


mozofi oo +, — 1J 


να—— 


* 6) 
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VIII. Analogie der Theilung eines Kreisfectors und 
| eines hyperboliſchen Sectors. 


149. Die gleichſeitige Hyperbel hat eine beſondere 
Ähnlichkeit mit dem Kreiſe durch ihre Gleichung. Wenn 
a die halbe Are dieſer Hyperbel iſt, und die Abſeiſſe von 
dem Mittelpunete aus genommen — x, bie Ordinate — y, 
fo ift ihre Oleichung, aa =zxx — yy, da für deu Kreis 
die Gleichung iftaa = xx + yy, wenn ber Halbmef: 
fee — a iſt, und die Abfeiffen von dem Mitrelpuncte aus 
genommen werden. Die Ordinaten der Hyperbel find un: 
möglich, wenn die Abfeiffe kleiner als a ift, und die Ir: 
Hinaten des Kreifes find unmöglich, wenn die Abfeiffe 
größer als a iſt. Dennoch fann man die Gleichung zieis 
fchen einer. der Coordinaten an der Hyperbel und dem zuge: 
. hörigen Sector auch Auf den Kreis übertragen, nur daß 
unmögliche Sormen hineinfommen. Die Formeln für 
die Vervielfachung der Seetoren mittelft der Coordinaten 
an einem einfachen find für beide Linien entweder ganz 
diefelben, oder nur in den Vorzeichen verfchieden, 


150. Wenn ein Winkel durch feinen Kreisbogen 9, 
für den Halbmeffer als Einheit, ausgedruckt wird, fo iſt 
der zugehörige KRreisfeetor — 5 ®. Alle die obigen Kor- 
meln für die Vervielfahung und Theilung eines Winfels 
gelten auch für die Kreisfeeroren, wenn man unter ® 
den voppelten Sector verfteht. | | 


151. Es ſey (Sig. 61.) CX die Are einer gleichfei- 

tigen Hyperbel, wovon AMN ein Zweig iſt; O ift der 
Mittelpunet, A der Scheitel, CP —=x eine Abſeiſſe, 
PM yeine Ordinate, und CA=a, Es iſt der 





Seetor ACM= Zaalognat — ſ Qua⸗ 


dratur. | | 
152. Nunfyga ır, und Seetor ACM zw 
ur Veobachtung der Ahnlichkeit mit dem Kreife), fo iſt 
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— 
Denn es iſt für die Hyperbel, xX—yyı, oder (x 4 y) 





w — nat (x +9): und auch — nat- 


ay)= 1, alſo x + =. Es ſey die Baſis 


der natürlichen Logarithmen — = e,f iſt . Logarithmen) 





F e—x+ y, und er xy’ 


| oder erv ⸗ x ⸗ J 
Folglich iſt | 
Zar u e® ee ax, 


153. Hieraus enge ſich eine leichte Art Die hyper⸗ 
boliſche Form "auf einen Kreisſector überzutragen. Es ift 
der erdu, WI. m ——e udn Oifferential⸗ 
formeln, 14.), alfo iſt | 

.  (er— ee” „dw m20x, 
(en >bew)Bwm2dy, 
und durd Verbindung mit jenen beiden Formeln, 
8x | oy 


dw — ; Bw u ——* 
x 


Setzt mnyV—ı ſtatt und — ſtatt w, fo 
verwandeln fich diefe beiden Differenttatrormeln in die zwi⸗ 
- fchen einem, Kreisbogen und den Koordinaten — 
tialformeln, 29, 30.), oder zwiſchen dem doppelten 

ſector und den Coordinaten. Es iſt alſo, wenn x und . 
die Coordinaten am Kreiſe, und a? den Busch | 
Sector bedeuten, 


e9VY-ı oe ® V⸗ 1*2x, 
—V u. ZU ® Vv- "me ayY—i, 


reise - 
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Zwiſchen der Coordinate x oder y und dem Setor 30 
oder. Bogen 9 (für den Halbmeſſer als Einheit) findet feis 
. ne endliche Gleichung anders als mit unmöglichen Sormen 
Statt. Werden die Erponentialgrößen zu einer Reihe 
entwickelt, „fo geht dad Unmögliche heraus, (©. Diffes 
venzenrechnung, 25, wo für a, c, u, zu ſetzen ” nd 
e, 1, + VTI. I . 

ar gen find die Gleichungen zwifchen w. * x 
oder y an der Hyperbel zweyerley Formen fähig, durch 
Potentialausdrüce, und durch Reiben. | | 

154. Es ſey ACN(Fig.61.) ein Vielfaches des Seetors 
ACM in dem Verhäãltniſſe n:ı; und CQ die baju geho⸗ 
rige Abſciſſe, ON die Ordinate, ſo iſt 

J(en» + ea) cg, 
3 (enw — En“) — N Q. 
Man ſetze S flatt Zw, und CQ coſ hyp. ns 
NQ = — finhyp.nS$, ober kuͤrzer cQ=cofh.ns; 
NQO=finhnS, 

I Dan multiplieive die beiden. Theile der Gleichung, 
J(e4 er") x, mit ben beiden Theilen von 
ee er ax, fo entſteht 3(e" Fr Fr ı He *") 
= =ıx, das iſt, $ (e® + e» — 2x — 1, oder 

coſ h.a28 — 2x — 1. 

II. Die beiden Theile der gefundenen Gleichung 
multiplicire man wieder mit er+ eu max, fo erhält 
man 

 z(ee er pe" em) xt 1% 
oder J(es⸗ Lei”) — 4x9? — 3x, 
das iſt, colh.3$5 4xs — 3x _ 
III. Auf gleiche Are wird erhalten 
1(ew-hew+e” 20 ern) — gxt — 6x°, 
oder 2 (em te 0) — gx* — 3x? + I; 
basäft, coſ h. 4Ss.—=gxt — 8x? +1, 


* 
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IV, Serner ift ig 
cofh 5S=ı6x°— 20x 5x 
- colh. 65=32:x — 43x 18x — 1. 
cof h. 
uf f | 


Diefe Formeln für die Soft nus Der Bielfachen eines * 
perboliſchen Sectors ſtimmen völlig mit den. Formeln für 

die Coſinus der Vielfachen eines Winkels (oder circularen 
Sectors) in (93.) überein. Die Herleitung der Coſinus 
eines Vielfachen aus denen der beiden — ai 
den it beiderfeits diefelbe, 


155. Man multiplicire bie beiden Theile der Glei⸗ 


chung, Z (er — e”=)= y, mit den beiden Theilen von 
ev Femr—ox, ſo iſt - ; 


4 (etw — ee) 2Xy, 
or fnh2aSma2xy, 


II. Die gefundene Gleichung behandle man an 
dieſelbe Art, ſo ift 


(er e - - 4x, 

ober Her em) urn 
das iſt, inh.3Smuxty—y 

III, Durch daffelde Verfahren wird erhalten 
finh.4S= gx’y—uxy, | 
finh.5sSs=ı6x?y—ı2x’yty 
fin h. 68 meg2xty—zaxdy- Gxy. 
fin h. 78 — y—joxty+ 24xXty—Yy. 
| u. ſ. f. 


Auuch dieſe Formeln ſtimmen mit den rm für 
bie Sinus ber Vielfachen eines Winkels (over Kreisfertors) 
in (84.) vollfommen überein. Da in den Formeln bloß 
die erfte Poren; des Sinus des einfachen Seetors vor ⸗ 


— 


. bie Formeln für Sinus am Kreiſe in ed vers 
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kommt, fo hebt fich der unmigliche Faetor bey der Vers 


tauſchung der.cireulären und byperboliſchen Sectoren. 


Zu vergleichen die Rechnung in 208°, f. 
156. lim die Shuus ber ungeraden Vielfachen ei- 


nes hyperboliſchen Sectors durch den Sinus des einfachen 


auszudrucken, multiplicire man die beiden Werthe des Gi- 
nus eines Vielfachen dureh die beiden Theile der Glei: 
dung, etw + e”?o = yy + 2, (= 4axx— 2) 
ben erften durch den erften, Den zweyten durch den zwepten, 
und addire oder ſubtrahire dasjenige, was nöthig it, um den 
Werth des Sinus eines vielfachen Sectors, * en € 2 

zu erhalten. Solchergeftale ift | 


finh, S=y. j 

Gnh,35= 4y°’+ sy. 

fin h, ;5=1ı16y°+ soy+ 55. 

finh, 75=64y’ + ı12y°+ s6y>°-+-7y. 
u. ſ. f. | 


| Diefe Formeln find bloß in ben Vorzeichen vonder 
nen in (86.) verfchieden.. Setzt manhier y — 1 füry, 


und alſo für den Sinus des vielfachen Sectors ebenfalls 
eine unmögliche Größe, fo gebt. der unmögliche Kastor 
zwar durch die Dibifion wieder heraus, aber die urigeraden 
Dotenzen von y* werden negativ. Auf gleiche Art werben 


wandelt, 


157. Durch daſſelbe Verfahren findet man die Pr 
— Sinus gerader Vielfachen eines — 
nämli | 


fin h.2S=ayx, 

finh.45= (8y° + ay)x. | 
finh,6$S= (32y° + 32y°+6y)x. 

fin h. 85 = (128y7 + — goy’ + 8x. 
al u. ſe m. \ 
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Die Formeln find diefelben mie die für Winkel oder 


Kreisſectoren in (89.) außer daß alle Glieder einerley Vor⸗ 
zeichen haben, aus demfelben Grunde wie in (156). 


158. Ein hyperboliſcher Sinus und Coſinus gehört 
nur zu einem einzigen Seetor. Daher haben die Glei⸗ 
chungen für x und y, wenn der vielfache Sector gegeben 
" wird, nur einen einzigen Werth, ober die Gleichungen für 
x und y haben alle nur eine einzige" möglihe Wurzel. 
Die Formeln für den Sinus eines geraden Vielfachen des 
einfachen Seetors geben zwar, quadrirt, Gleichungen 
mit geraden Potenzen von y, Daher die Wurzeln paar⸗— 
weife won entgegengefegten Werthen, allein die negativen 
Wurzeln beziehen fich nur auf ben negativen Werth des 
Sinus des vielfachen Seetors,, der Durch das Quadriren | 
‚mit in die Öleichung gezogen wirb. | 
159. Es ſey Ain h. 38 =, fo iſt f= 4ystay 
| (156.). Man führe wieder: die Kb Are, a, ein, fo 


f 
bat man für f zu fegen — und — für y. Dadurch 


iſt J | L 3 
4y°’ + gaty—arfo, 
Diefe Gleichung hat nur eine mögliche Wurzel 
(Gleichung, 69.). Ihre Gefellfchafterinn am Kreife, 
4y5 — zaryı + af o, hat drey mögliche. Wur⸗ 
zeln. Denn die Gleichung, x — bx +co o,hat 
drey möglihe Wurzeln, wenn 4b3 > 27c® ift (Ölei- 
ſchung 70.). Da am Kreiſe iſt a> £, fowird die Bedin⸗ 
gung wegen der drey möglichen Wurzeln erfüllt. 
160, Es ſey colh, 358 —g, ſo iſtg = 4x? — 3x 
(154. IL). Wird die halbe Are, a, eingeführt, ſo iſt 
4xs — 3asx — ago. Fine — Gleichung, 
x⸗ — bx — co, hat nur eine mögliche Wurzel, 
wenn 4 b⸗ — 27 cr iſt. Das iſt bierder Fall, da a < gift. 
0.161. Cs ſey lin k.n S, ſo iſt J (ouv — em) —f, 
und (ein — 2 4 er») — PB, Daraus ift 
ze + a + em) = e + 1, woraus iſt 
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em Lem) =y(e + 1) Diele "Gleichung auf 
geboppelte Art mit der eriten, für £ verbunden, giebt 
e⸗en⸗SVYcke4 1) 4 5, 
| em Zz VE) -L 
Daraus ift 


er -YVve+n+N 
eVVe+H)-n. 


Da eö—_ ec» —-2y=2{finhS, ſo iſt 


| 2yZ Vive: +1)+ 5 (fe 423) —- 5. 
u 162, Es feycofh.nS=g, fo ift I (en®_Le”no) 
‚, weg, und daraus auf ähnliche Arc wie in (16r.) 


ei SVE+VE N) 


Move-v@—n): . 
Dae®»+e® 2x 2colh,$, ſo iſt 


n n | R 
2x =VE+VENM)+VEB- VEN). 
„Aus den Gfeichungen für y und x laffen ſich rück 
wãrts fund g durch y und x darſtellen. | | 


163. Der buperbolifhe Sinus und Eofinus des . 

Theils eines Sectors läßt fich alfo durdy den Sinus und 
Cofinus des vielfachen Sectors mittelſt einer endlichen, 
zweymahl zweytheiligen, nur irrafionalen, Kormel dar: 
ftellen. Der Sinus und Coſinus eines Kreisfeefors bes 
hält zwar diefelbe Korm, die beiden Wurzelgrößen aber 
find unmögliche Größen, mweil-f in fy — ı verwandelt 
‚wird, und g? Fleiner ald 1 if, Die mehreren Werthe des 
"Sinus und Cofinus des Theils laſſen ſich in einem endli⸗ 
‚ben algebraifchen Ausdrucke mie möglichen Größen nicht 
begreifen. _ Bey der Entwickelung der irrationalen Größen 
e ‚iu Reihen verſchwindet das LUnmögliche in dem Aggregat. 
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| | 


Die nte Wurzel aus einer möglichen Grsße bat nur einen 
einzigen möglichen Werth; aber diente Wurzel aus einer 
unmöglichen Größe; har n-unmögliche Werthe. In dem 
gegenwärtigen Falle läßt ſich eine unmögliche Wurzel aus 
dern einen Theile der Formel für y oder x mit einer un⸗ 
möglichen Wurzel aus dem andern Theile derfelben verbin: 
den, fo daß das Aggregat möglich wird. . Diefes muß auf 
n Arten ehunlic) feyn, damit yoder x daburchn verfchiebene 
Werthe erhalte, und bey einer Section in eine gerade 
Anzahl Theile für die Sinus auf zn Arten, die aber nur 
in den Vorzeichen einen Linterfchied geben, 


164 Wenn n = 3 ift, fo find bie Formeln flie 
2y und 2x die Ausdrücke dev Wurzeln einer eubifchen 
Gleichung, wie fie die Sardanifche Regel für eine enbifche 
Gleichung mit einer einzigen möglichen Wurzel giebt, 
Die Formel für 2y gilt für die Gleichung zZ? + bz —e 

— o— die für 2x gilt für die Sleichungz?’ —bz —c=o,. 
Hat c das Vorzeichen —, fo ‚find die Wurzeln. jenen 
Werthen entgegengeſetzt. — hat nur in jenen For⸗ 


x. 
meln für y, x, f,g zu fegen —, rare mu 


bie Formeln denen in dem Yeti, Gleichung (62. 73.) 
analog zu umden. Alsdann ift 2y ober 2x Das dor⸗ 
tige x. Br 


165. Lambert hat in einer Abhandlung, Oblerva- 
tions trigonometriques, Mem. del’Acad. deBerlin, 
1768, eine Tafel von 90 hyperboliſchen Sectoren mit 
ihren Sinus und Coſinus nebft deren Logarithmen berech⸗ 
net, welche Tafel auch in feinen Zufägen zu den ... Tabels 
len, Berlin 1770,. Zab. XXX. enthalten iſt. Wenn 
Diefe weiter ausgedehnt würde, Fünnte fie nicht allein zur 
Auflöfung mancher Gleichungen, fondern auch zur Abkür⸗ 
zung trigonometriſcher Rechnungen dienen. 


166. Exempel. Es ſey die Gleichung, 
x— 13,3592% — 24,6377 = 0, aufjulöfen. or | 


4 
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iſt nach Cardans Regel, im Artikel Gleichung, 75, auf 


gelöſet. Es iſt an Der Hyperbel die Gleichung, 4xd— 3a'x 
— ag — oaus (160.). Folglich iſt 


da — 13,3592 la = 0,62536 
. $a'g = 24,6377 lg= 0,74294 
am 42204 lcofh.35 = 0, 11758 
eofh,35= —- | 39 0,3314+ 
| . (aus d 
x a cofh.$ IE) 
= 4,368 | Ss =o1r05+ 


eoſfh.s = 1,035 — 


' Am a. O. iſt gefunden x — 4,36004. Die 
Rechnung iſt hier ohne ſorgfaltige Interpolation gemacht. 


167. Die Formeln fuͤr die Zuſammenſetzungen der 
Winkel mittelſt der Functionen der ihnen zugeordneten 
Linien gelten auch für die hyperboliſchen Sectoren. 
Mur muß fina mit fnay — ı, und tanga mif 
tange. V—ı vertanfcht werden. So ift cofhyp(A-+B) 

— cofh. A.cofh,B + fnh.A.finh,B, melder 
Werth von. dem coſ (A + B)am Kreiſe in dem Vorzeichen 


des zweyten Gliedes verfchieden ift, weil v—Lrxy—ı 


—1if. S. rambert a. a. D. in den Tafeln. 
Tab. Xxvim. 


DK Anahhtſche Werthe der Sinus von 3 zu 3 
J Graden. 


is Die analptifchen Werthe der Sinus find 
vollſtãndige, wenn gleich bis auf zwey derſelben, den 
90° und fin 30°, irrationale, und daher bey analyti: 
fhen Rechnungen brauchbar; auch können fie, wo die 


Irrationalität nicht zu verwickelt wird, zur Berechnung 
der numerifchen Werthe als Fundamentalwerthe Bienen. 


= 
mie 
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Abtheiluns· 


Hier folgen biefe Werthe in einer x gemifen. .... 


fin ı 2° 


Sin 78° — 


— 

=ı 

— V. 

*4. 

au \ 
3V@Q@—-V3)=3V6 — IV: 
IvaTy9= vo tive. 

| I, 

=. 4Vlio—ay 9. 


= *V 6+2V5)= 1544. 


*V 6-2Vs)=4Vvs—h 


VCot+2V5) = 
II. 
AVCHVOHIVG-VI. 


= 4VG +V IV G—V 5). 


VG +VS)+4VGB—V5). 


== iy(5 +V5)-3Vß@—V5). 


. W - | we 
== 3V@o—6V5)+3V(6+2V 5). 
= 3VU8+6Vs)—EV (r—ay 5). 
= 43V ße —6V5)—3V(6-+2V5). 
= 43V (ı8 +6V5)+ EV (To—avs). 
= 3Vlio+2V5)+43V(18—6Yy;5). 
= 43V Bo HEVI—HV(6—aV 5). 
= ;3Vlao+2V5)—-3V 8 —5Yy 51%. 
EV Bo+6V5)HEV(6—2YV 5) 
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| vy. — 
finsı° FVCOßMVSOTSVCSV5) 
u — 3Vl3+ VH)+HEVCS-—'V5) 
fin39 = 3V(5+ VtiVls— v5) 
 FEV (IHFIEV NV la V 5) 
finzı® = 3V(3+ VI)tEVC5= v5) 
| — 3V (93V) +3V(ı5—3V5). 
fin69 = 3V (9 +3V5)+3V(I5—3V5) 
st EV Cst+ V9—EVl5— V5) 
finz? = 3VasF3 VS )+EV(9—3V 5) 
3 V C5+ VI+HIV (3 VI). 
fn5? = EV Cl5+ V)+EV(3— v5) 
-7 FVCEIS Hh3VH)—4V(9—3V 5). 
in 32 =4V(5+ VS>FIVCe3— V5) 
LS EVas+3VI+EV (93V 5). 
fing7° = 3V (5 + 33V) +EV(9—3V5) 


+4V (5s+ Va+4Vl3— v5). 


Die Wurzelgrößen, in weichen die Größe unter 
den Wurzelzeichen den Factor 3 + Y 5 hat, laſſen fich 
in zwey Wurzeln zerlegen, va Va + Vs5)=V 3 +VE 
= z3Y ıo +:y if, Er 


169. Die Herleitung diefer Formeln beruht aufden 
Werthen von fin.45°, fin 30°, fin 36°, ımd den Kor: 
meln von der Zufammenfesung der Sinus. Daß 
fin 45° = V %, und fin 30° — X iſt, iſt offenbar. 
Der fin 15° und fin 75° (= coli5°) werben: entweder 
durch die Kormeln in (36.) aus.cof 30° oder fin 60° ger 
funden, oder -durchldie in (24.), da 15° = 45° — 30°, 
und 75° Z 45° + 30%. Aus dem Binomiuma+YV 3 
laßt fid) die Quadratwurzel in ber angegebenen Korm aus⸗ 


ziehen, ſ. Wurzel, 


v 
7 
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170. Der Sinus von 36° ift die halbe Seite des or; 
dentliehen Fünfecks, und Fann aus einer geometrifchen Con⸗ 
firuction hergeleitet werden. (©. Vielech). Oder man 


ſetze in (65.) den Winkel 0 * 120" ‚piftins® = 

alſo — 5y — 20y84 16y, a 10 y die Werthe * 
Sinus von 332 Gr. find. Es müſſen hier alle Winkel, 
deren Sinus o ift, in 5 Theile gerheilt- werden Die 
Werthe von fin © oder y find demnach, o, fin 36°, 
Iin 72°, fin 108° (= fin 72°), fin 144° (= fin 73°); 


fin 180°; Gin 216° (= — fin 36°); fin: 252° 
- fin 72°). So find die Wurzeln jener Gleichung, 
0: + fm 36% + fin 72°. Dun ift, nachdem fie mic. 


y dividirt iſt, 16 yt — 20y® + 5 0, alſo (Gleis 
chung, 33 )yv — + FVS, mdy—zaycıorzyV's) 
Das obere Vorzeichen giebt den fin 72°, das untere den 
fin 36°, Diefe Werthe ſind auch negativ zu nehmen, da 
die Wurzel aus y* beide Vorzeichen erhalten muß. Zu 
gegenwärtiger Abficht werden fie nicht gebraucht. | 


Der fin 54° iſt der col 36°, und fin 18° —cof 12. 
Sie werden durch die Kormel col A — V (r — fin A?) 
gefunden. Aus dem Binomium 6 + 2 V’ iſt die Qua⸗ 
dratwurzel V5 +rı,bas de Product zweyer Zahlen 
z und 5 ift,. deren Summe — 6. Oder aus col 36° 
= fin 54° werden fin 18° und cof 18° —fin 72° en 
die Formeln in (36.) bergeleiter. Ä 

171. Die Formeln in dem Abfchnitte III. werden 
mirtelft der Verbindung der Winfel 36° und 180 mir 45° 
gefunden; bie Sormeln in IV. mittelſt der Verbindung der 
Winkel in II. mit 30°, und ıg° mit 60°; die Kormeln 
in V. mitteljt ver Zufammenfegung der Winfel in III. mit. 
30° oder 60°, Es ift nämlih gr — 30 —51; 3049 
= 995.30 —9 Z21; 63—30 2335 304273575 
30—37 35 6027875 60497769. 


172. Die analytiſchen Werthe der Sinus der Wins 


Bel von der Form —— - mn a in zen werden zum 


604 Gaoniometrie 


Theil ſehr zuſammengeſetzt. Die einfachern mögen bier 
noch Platz finden. | 
fin er IV (2 —V 2). 


. "Sßn674 = 4V(e+V2) 
An 7; = V8@—-ıV2—2V 6) 
| = 4V (2 +V2)—-23V(6—3V2) 
fing2°3 = 4V(&+2V2-+2V6) 
u = 4V(E+3V2)r3VR—V?2). 
Sn 373 = IV (8 +2V2—2V6). 
=iV6+3V)—iVa—V. 
fin52} = iy(g—2V2at2yV6 - | 
m=4IVv@+V2)+ 34V 6—3YV 2). 


Die Sinus von 22°% und 67° werden aus dem 
col 45° durch die Formeln (36.) gefunben. Die zuerft 
gefegten Werthe der Übrigen vier Sinus werden mittelft 
derſelben Formeln aus dem col 15° und cof 75° erhalten, 
die bengefügten Werthe aber aus der Verbindung des 
Winkels + 2203 mit 30° und 600. 


173. Balis hat in feinem tractatus dr fectio- 
nibus angularibus Opp. Th II. die analytifchen Werz 
the der Chorden von ı$ zu ı$ Grad berechnet. Das 
Verzeichniß derfelben ftcht daſelbſt pag. 586 — 589. 
Die Ehorden find alle als Quadratwurzeln dargeitellt. 
Es ift namlib 4fn A! = 2 — 20fA — 
2— 2 fin (yo° A, ‚ das a (chord A)’—=2—chord 
rn A, 


x. Sormeln für die Sinus und Coſinus der Win 
A000 
kel von der Form — 


174. Es ſey der Sinus eines Bogens — a, der 
Sinus der Hälfte — b; des Viertheils — c; des Acht: 


— 
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Keilß—d, u. f. w. Ferner feyn.die Cofinus diefer Bo— 
gen — a; 6; y3 5; etc, MNunift2b’ = ı— ylı—a®?) 
aus (36), ober 2 V 4 aa; und 4? = - 
2— V@— 4b); ea — ya 4); u. 
[fe Dabei Zen 
ab= va—Va—4R), 
2c = VAR —Vao+V4—4N)) | 
2d = Va—Vae+rVatrvka—a))) 

e = Va—-VarvVar ae. 
etc. - , 
"175. Ferner ift 48° —a42a; 4y° —=2+2; 

40 24275 u. ſ. f. alfo | 
26 =V(et2a). 
sy=VGa+FVGHt2e). 

ss = Va+V le +Vao +2) 


—— ——— 24). 


u. ſ. f. 


176. Die doppelten u; 2a, — 20, etc. 
ſind die Chorden des doppelten von den Winkeln, wozu 
die Sinus a, b, c, etc. gehören. Vermiittelſt dieſer ſehr 
beſchwerlichen Formeln hat Ludolph von Ceulen den Um— 
fang des Kreiſes berechnet. Es ſey a — in 450, alſo 
2a — chord 90°, fo iſt die Seite des eingeſchriebenen 
64 Ecks, e zZ Va —Ve+tVe+V2)))). 


Ludolph berechnete nach einer folchen Formel die Seite 


des eingeſchriebenen Vielecks von 1073741824 — 


wozu 28 Halbirungen erforderlich find, 


177. Es ſey a — J, nämlich die halbe Seite des 
—— ſo iſt die Seite des eingeſchriebenen 96 Ecks 
— + YV3)))). Das ide 
er Archimedes berechnete Seite, Ludolph hat durch fort⸗ 
geſetzte Halbirung des Bogens von 60 Gr. die Seite 
des eingefcehrisbenen Vielecks von 6442450944 Geiten 


* 
I 
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duch 30 Halbirungen mittelſt einer ſolchen Formel ber 
rechnet. Endlich berechnete er durch die fortgeſetzte Hal— 

birung des Bogens von 6 Gr. die Seite des eingeſchrie⸗ 
benen Vielecks von 32212254720 Seiten durch 29 Thei- 
lungen. Hier iſt a - ſin 3°; und 401 - aꝰ) (4 col 3°)? 
= 2-+ 2c006° =2+ Y(2+ 2col12°). Es iſt 
2c0fı2° — 2fn 8" = #YV (go + 6V 5) 
+4V(6—2V5)=4V Bo +6V5)+4V 535 
alfo 2 +2 001° =4 +4V 5 +3V Bo +6V 5) 
ſo daß Va — 454) = Va V GrzV5 
+4iy go + 6V 5))). Diefen Ausdruck bat Lu: 
dolph in feinen Formeln für die. Chorden bey diefer Rech⸗ 
nung. | | | u er 


178. Vieta hät aus den Formeln für die Cofinus 
der Winkel von derGorm —— einen Ausdruck des Are 
2" 


halts des Kreifes hergeleitet. Opp. p. 400. Es fen der 
Centriwinkel eines regulären eingefchriebenen Vielecks 
— A; die Anzahl der Geiten —=n, der Halbmeffer 1, 
fo ift der Anhalt —n.rfin$A.rcofFA=$nr'finA, 
Der Inhalt des eingefchriebenen Vielecks von an Seiten 
ift demnach —nr? int A. Es verhält fich alfo der In⸗ 
halt des Vielecks von n Geiten zu dem von.2n Geiten 
wie col# A: 1; dad von zm Seiten zu dem vongn 
Seiten wie co ZA: 15 das von „nn Geiten zu dem von 
80n Seiten wie eol4Arız u. ſ. f. Daher verhält ſich 
das. Vieleck von .n Seiten zu dem von. 2Pn Seiten wie 


bas Produet coſ # A.cof zA ‚cof4 Ar . coſ un 


Da der Kreis die Gränze der Vielecke ift, fo vers 
halt fich das Vieleck von n Geiten zu der Kreisfläche wie 
das Product col 4 A.col+A,col4 A ,ete, ininfin, 1. 


Es ſey na, fo iſt A 90° und col}A=y}. 
In den Formeln für die Cofinus der ſucceſſiv haldirten 
Winkel iſt nun | J 
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avi; = va+r3vDs | 
y=VG@G+t3VE+3VD 
I=VE+3VEHFIVEHEVDdi 
=VarIVEHIVarEVErIVh). 


eic, 4 


“und das eingefchriebene Vierec (=.2) berhalt fi fich zu der 
Kreisfläche wie a.B.y.ö..,etc,: I. 


Bey Vieta fehlt durchgehends der Kactor F vor — J 
Wurzelzeichen. Für den Durchmeſſer — 2 findet er die 
Chorde des Complements von 35° = V@+V2); 
von a ZVlr + va + V 2)); von 11% = 
ve+ ve En var + V2))), m.f.f. Für den Durch. 
meſſer = 1 find diefe Chorden durch 2 zu dividiren , das 
ift, unter jedem MWurzeljeihen durch 4. So if 
IVO+VMZVE+HVM=VEHEV) 
und ſo mit den übrigen allen. - Diefe Chorden find. alse 
dann Cofinus in einem Kreife, der den Durchmeffer ihres 
Kreiſes zum Halbmeffer hat, Montucla hat (Hilft, des 
Mathem. T. I, p. 611.) die Formel fo abgefchrieben wie 
fie bey Vieta ſteht. 


X, Zugabe einiger geomettifchen Eonfteueiionen. 


‚-, 179: Zur Derfinnlichung geometrifch sanalyrifcher 
Formeln ift es dienlicy fie, wo es bequem angeht, bloß 
‚durch die Geometrie zu finden. Zu diefem Zwecke, und 
aud) zur Übung in dev Geometrie find hier die Conſtructio⸗ 
nen von einigen- der.obigen Kormeln beygefügt. 


| 180.88 ift (Sig 62.) AB der Durchmeffer eines 
Kreiſes, CD, EF find zwey parallele Chorden, und DE 
die Chorde von dem Bogen DAE, als der Summe von 
DAC und CE, Der Durchmeſſer AB fey auf diefe 
beiden parallelen Chorden fenkrecht, Daher er fie in G und 
H halbire. Man nehme den AK=CE over 

DF, welche ſich gleich find, une ehe BK und AR. 
Die Chorde DE un GHinL, fo find die Dreyeete - 


”, 





& 
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.DGL, EHL dem BKA ähnlich, wegen der rechten 
Winkel bey G, H, K, und der gleichen fpigen by D, E, 
B, die auf gleich aroßen Boͤgen fliehen. Es iſt alfo 
‚BR: AB= GD; DL=ERH: EL, 


und daher 
BK<DL—ABXGD,, 
BRE<XEL=ABXEH. 

Daraus ift durch Addition, und Multiplication 
mit 2, 
2BKXED = AB(CD-+EF). 

Diefe Kormel ift diefelbe mie der erften in (129*). Das 

ſelbſt ift @, was bier. der Bogen AK oder EC iſt. 
Mimmt man. die Hälften der Chorden CD und 
EF, fo if 
BK<ED— AB(C6-LEH) 
Dieſes if die Kormel in (58.). Denn CG, ZED,EH, 
find die Sinus dee Bogen, AC, 3DAE, AE, fürbden 
Syalbmeffer AO oder + AB. Der Unterfchied des erſten 
und zweyten dieſer Bogen, fo wie des zweyten und Driften, 
it = ZCE oder ZAR, das Maaß des Winkels B, 
defjen Eofinus BE für den Halbmeffer AB if. Es ift 
der zu A E gehörige Winkel am Mittelpunete was in 
58.) der Winfela+-nb it, und B, was daſelbſt b 


beißt; auch ift cof B= = 





181. Man ziehe den Durchmeſſ er DOP, und die 
Chorden PE, PC, von welchen jene auf DE, dieſe auf 
DC ſenkrecht ſtehht. Die Chorde PC ſchneide EF in M. 
Da EF parallel mit CD ift, fo ir PM ſenkrecht auf 
EF, da auch Winkel EPC auf dem Bogen EC ſtebt⸗ 
ſo if Winfel EPC—=ABEK, und es ift | | 


| ABrYAK—=EP:EM. 
Noch ziehe man DN fenfreht auf EF, fo iſt AI NH, 


— 


” 
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alfo EM= —FN; NR un ftfEM-+-FN=EF—CD, 
folglich iſt nn 
AB: AK= = du, EF—G6D, 
ober — *8 
3 "AR, EP—AB (EF— CD): 
Diefe Formei giebt den Unterſchied der Chorden mit⸗ 
zaſt der Chorde des Somplements don dem arithmerifch 


mittlern Winfel, fo wie jene erſtere die Summe durch die 
Shorde diefes Winkels felbft. 


Mimit man die Hälften von den beiden Chorden, | 
EF, ch. — vonEP, fo entſteht die Formel in (59.) 


Es it I — fin B= ©inus des halben Unterfehie 


des der En EH gehörigen Winkel. 5 
182. Wenn CD; DE, EF ‘ale Chorden ber 


| Somplemente ihrer‘ Bögen zum Halökreife betrachtet wer: 


den, fo werden aus den Gier gefundenen Formeln die in 
(60, 6*.) erhalten. 


183. Die © Secante CF des Bogens AD (Fig. 63.) 


ift gleich der Summe von der Tangente AF deffelben Bo— 


gens und der Tangente AG des halben Complements DE - | 
oder BE zum Quadranten AB. 


Es fen AB ber Quadrant eines Kreifes; beffen Mit: | 


telpunct Cift, und DE—EB. Man made den Win⸗ 


kel X06G BCE, und jiehe CG an die beruͤhrende 


"AG, der Berlängerung | von AF: in G, Nun it GCD 
-DCE=R, dm AGC+H GCAÄ—=R. Da 


DCE=6CA,pifgcD = AGC oder FGC, 


‚alfo find in dem Dreyer, CFG die Seiten CF, GE 


gleich groß. | | 
184, Die Summe der Secante und Tangente eines 


Dogens ift gleich der Tangente von der Summe des Bor 


gens und des halben Somplements. 


Es fiy AB (Sig. 64. 4.) der Quadrant eines Kreifes, 
deſſen Mittelpunct Ciiſt. In dieſem nehme man irgend 


einen Bogen AD, und halbire deſſen Complement DB in 
E. "Die Tangente des Bogens AD it AF, des Bo— | 


es 
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= AD ift AF, des Bogens AE iſt AG. Da BWin- 
lAGC=GCB=DCE, ſo iſt CF ==FG, alſo 
AGZAF -+-FC, | 


XI. Notiyen zur Gefchichte. der Goniorhetrie. 


Die Goniometrie ift ein fo wichtiges Syſtem von 
Gäsen aus der analntifchen Geometrie, daß es der Mühe 
werch ijt, auch die altern Formen derfelben und der Mies . 
thoden aufjufuchen. Die ganz geometrifhe Entwickelung 
in den frühern Schriften ift zwar oft etwas umjtändlich 
und mühſam, man lernt aber doch dabey den wirflichen 
Gang der Erfindung kennen, und erfieht. den unmittel 
baren Zuſammenhang der Sätze mit den Elementen der 
Geometrie. "Dach der in dieſem Artikel gebrauchten Die: 
thode ift aus dem einzigen zum Grunde. gelegten geometric 
ſchen Sage alles folgende bloß duch Rechnung herges 


leitet. | — 
In dem Artikel, Cyklotechnie, iſt ſchon dasjenige, 
was zur Geſchichte der Berechnung der goniometriſchen 
Linien gehoͤrt, angeführt worden. Hier wird nur ein gleiche 
ſam chronologiſches Verzeichniß der wichtigſten goniome⸗ 
triſchen Sätze gegeben werden Fonnen. Die Methoden 
felöft zu ſtudiren, bleibt den Liebhabern der mathemati⸗ 
ſchen Archäologie überlaffen. 

Daß Archimedes fhon die Summe der Chor: 
den in dem ganzen Kreife oder einem Abſchnitte deffelben, 
wenn die. Hogen: gleichförmig zunehmen, beftimmet har, 
ift in. (65, 70.) Bemerft, | 

Ptolemaus hat in dem 1. B. feines Almagefts zwey 
Sãtze Über die Zufammenfegung der Bogen mittelft ihrer 
Chorden auf eine Art erwiefen, die leichter ift als_die in 
neuern Jehrbüchern, 3. B. dem Gegnerifchen und Käftnes 
zifchen, angewandte. Es iſt im mwefentlichen diefelbe mie 
der in diefem Artikel (26.) gebrauchten. Für die Chorde 
der Summe zweyer Bogen hat Prolemäus Feine befondre 
Formel, fondern läßt fie aus der Chorde des Complements 
der Summe berechnen, Auch für die Chorde des Com⸗ 
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plements eines Unterſchiedes zweher Bogen hat er keine 
beſondere Formel geſucht. Zur Halbirung der Bogen ge⸗ 
braucht er den Satz, daß die Chorde eines Bogens A die 
mittlere proportionale iſt zwiſchen dem Durchmeſſer und 
dem halben Unterſchiede des Durchmeſſers von der Chorde 
des Complements des Bogens 2A zum Hälbkreife H. 
Ptolemaͤus mag die Säge von andern genommen haben, 
da sein älterer Aſtronom, Menelaus, ſechs Bücher von 
den Chorden im Kreife gefchrieben hat. 

Regiomontanus giebt ih ſeinem Merke tiber 
die Dieyeife (de triangulis omnimödıs libri quinque) 
vielerley Yuflsfungen (auch einige algebraiſche in beſtimm⸗ 
ten Zahlen) die ebenen und ſphäriſchen Dreyecke betreffend, 
Doch kommt von goniometriſchen Saͤtzen nur folgendes 
darin vor: aus dem Sinus eines Bogens und dem Ver⸗ 
haältniſſe der Sinus der Bogen, wovon jener Bogen die 

Summe oder der Unterſchied iſt, die Bogen, das iſt ihre 
Verhaltniſſe zu jenem zu finden. Er zeigt, wie die Rech⸗ 
‚nung zufolge der geometriſchen Conſtruction angeſtellt 
Rhaäticus zeigt in ber Fabrica tanonis doctri- 
nae triangulorum durch eine geometriſche Conſtruction, 
wie die Sinlis einer arithmetiſchen Reihe von Winkeln 
nach einander gefunden werden, wenn fie bon beit erften 
beiden Winkeln bekannt find, auf zweyerley Art. Das 
erſtere Verfahren giebr die Formeln · J 
a fnnP=.2c0[l9 ſin (di 1)0 fin (n==3)6; 
colnp = colln—2)P-=2 fin 9 :fin (an — 1)9,- 
Er, nimmt den erften Winkel gleich dem Unterſchiede ih 
ver Reihe der Winkel, Mach derfelben Art Eönnen aber 


) :Diefer Sa wird aus der in (35) angefuͤhrten Eigen⸗ 
ſchaft des Kreifes leicht bemiefen. Man nehnie in (Fig. 39) 

.. „abte Bogen AB, CD gleich groß, fo it AB* A: 
x BC= BD, ud2eABE LAD BÖ—AD:, 
aiſo AB? = AD x 3 (AD — BC); mo BC die 
Chorde des Complements von AB zum halben Umfan⸗ 


gr iſt. 


FX 
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‚auch die Sinus und Coſinus gefunden werden, wenn der 
‚erfte Winkel irgend einer iſt. | 
Das zweyte Verfahren giebt die Kormeln: 
fin (An =fn (A+(n— 2) 9) 
+ alin 9 .cof(A+m— 1)9); 
col(A+ ng) = — cof(A + (n—2) 9) | 
—2finG.fin(A+ (n—1)9). 
Die zweyte diefer Formeln ift:von der für coſ n® nicht 
weiter verfchieden, ald daß der erſte Winfel der Neihe 
nicht mie dem Lnterfchiebe gleich groß genommen wird, 
Auf deinfelden Wege findet ſich auch die Formel, 
<ol(A-+nP)=2colPp.col(A + (n— 1)9) 
— col(A + (n—2)P). 
Die in (180, 181) gegebenen Beweiſe find im weſent⸗ 
lichen mit denen von Rhäticus geführten einerleyz aber 
Fürzer gefaßt und deutlicher, 
Pitiscus führt in dem 5. Buche feiner Trigono⸗ 
metrie (1600.) einige Sätze an, die zur Abkürzung bey 


— der Berechnung und bep dem Gebrauch des trigonometri⸗ 


ſchen Canons dienen. 
L fin (66° —A)—En (6° + A) =fnk 
IL tangA—tangB —atang (A — B),. 
wenn A-+B==90° find... 
III, fecA —=tangA +Htang(45°— 4A), 
IV. feccA-+tangA = tang(JA + 45°). 

Bey dem erſten ind dritten Sage citirt er Fink und 
Landsberg, bey dem zweyten Adrianus Romanus. Die 
geometeiſchen Beweiſe ſind in (183. 184.) micgetheilt. 
Diie Saͤtze (27.) wurden vor ber Einführung der 
Logarithmen gebraucht, um in trigonometrifchen Rech⸗ 
nungen Producte in Summen, oder Unterſchiede zw ber: 
wandeln, Man nannte diefes, ‚proftaphärerifch rechnen, 
welches ſowohl das Addiren als Subtrahiren begriff, 
Dieſes war zu jener Zeit ein wichtiges Erleichterungsmittel. 

Vieta fand die Formeln für, die Chorden der 
Vielfachen eines Bogens und die. Chorden der Comple⸗ 
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menfe zum Halbkreiſe durch die Chorde des einfachen oder 
diejenige des Complements. (Theoremata ad angula- 


res [ectiones in der Ausgabe feiner Schriften durch han .. 


Schooten, pag. 295. ff-). Er nennt die Chorde per- 
pendiculum, die Chorde des Complements bafıs, Weis 
de ſtehen auf einander fenfrecht. Die Baſis eines viels 
fachen Bogens anzugeben fegt er den Halbimeffer — ı, 
die Bafis des einfachen = N (das bedeutet: Numerus), 
und eine Reihe won ſtetigen proportionalen, 1:N:Q:C: 
-QQ: QC:CC:RRC:QCC:CCC; etc wo ON 
C=N?if, Daun fest eriaus diefen Gliedern die Bar 
fi des vielfachen Bogens zufammen, Z. B. Bals an- 
‚guli noncupli ift (vergl. 130, V.) 
ıCCE—H9NAQOC + 2707 C—Z0C + on 

Berner (ehr er die Chorde des einfachen Bogens 
=, de lie — N, und formirt die geometrifche- 
Reihe, 1>N:Q:C:QQ:0C:CC: etc; Aus den Glie⸗ 
bern dieſer Reide ſetzt er die Chorden (perpendicula) der 
wielfachen Bogen zuſammen, z. B. die Chorde des sehn? 
fachen Bogend, — 

ICCC — sQ0Cc+ 2100 — 206 + N, 
übereinftimmig. mit VI. in (130.). 

Noch fest Vieta den Durchmeffer 2, die Chorde 
des einfachen Bogens —= N, und fest aus den Gliedern 
ber geometrifchen Reihe, x:N:Q:C; etc. theils die Ba⸗ 
ſis, theils die Perpendifel oder: Shorden der. vielfachen. 
, Bogen zufommen, jene bey geraden Vielfachen, diefe bey 
ungeraden. Diefe Formeln beruen auf den beiden in 
(58, 61.), namlich 
“ finn9=2fin$.col(n —-ı)P + Bars) pg 

còoſn P=cof(a— 2)$ —afn Ö, fnan—ı)Q, 
woraus erhalten wird, 
-ch.nw==ch,w.che,(n— r)#e+ch.(in— a)w; 
ehe.nw=chc.(n—s)»—ch.w.ch.(n = ı)w 
| Setzt man in der Formel für die Chorde ſucceſſiv 
die ung raden Zahlen, und in der Formel für die Chorde 
des Complements die geraden Zahlen, ſo ergeben ſich die 
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Formeln bey Vieta, Montucla führt in ſeiner Geſchichte 
ber Mathematik, Th. J. ©. 608. 2te Ausg. dieſe For⸗ 
meln an, ald wenn fie alle für die Ehorde des vielfachen 
Winkels gehörten, und macht wegen der, zum Theil uns 
- richtig gedruckten Vorzeichen, eine nicht zutreffende Be⸗ 

merfung, Ä . iR 

Diie Formel für imn® führt auf die Werthe in 
(86 und 89.), wenn für n alle ganze Zahlen gefegt were 
den, Die Kormel für cof nP giebt, wenn n gerade ges 
nommen wird, Werthe, die in der allgemeinen Formel für 
colnP in (105.) enthalten find, 

Vieta fand auch die Formeln (97.) für die Zuſam⸗ 
menfeßung des Sinus und Coſinus eines vielfachen Wins 
kels aus den Potenzen des Ginus und Eofinus des ein« 
fahen, Wie fehr er diefe ſchätzte, zeigt die Überfchrift 
des dritten Theorems in vem Refponfo ad Adriani Ro- 
mani problema, Opp. p. 315. Sie lautet fo: Cujus 
inventi laetitia adfectus, o Diva Melufiris, tibi 
oves centum pra una Pythagoraea immolavi, 
giebt den Sägen zwenerley Formen, die eine wie die in 
(97.), nur in Worten mit den ihm eigenen Kunſtaus⸗ 
drücken, die andere durch Merhältnifje der Sinus und Eos 
finus des vielfachen Winkels. | | 

Vieta . zwar eingefehen, daß die poſitiven Wur⸗ 
zeln der Gleichung für die Chorde des einfachen Bogens, 
wenn die Ehorbe des vielfachen gegeben wird, Chorden 
von Winkeln find, die durch Theilung des mirfelbar durch 
Die Chorde gegebenen Winfels entſtehen, allein die negatie 
ven Wurzeln, die auf gleiche Art fich finden, hat er aus 
ger Acht gelaffen. Go giebt er (Opp. p. 320.) den Gleis 
ungen für die Chorde des dritten, fünften und fiebenten 
Theils eines durch die Chorde gegebenen Winfels nur zwey 
drey, vier Wurzeln. ©. Algebra, Th. J. ©. 46. 

Jacob Bernoulli war von .feinem Bruder, 
bey Veranlaſſung einer Lnterfuchung über quadrirbare 
Näume in der Enfloide, aufgefordert worden, eine Kors 
. mel für den Ginus eines Bogens zu finden, dev zu einem 
andern, durch feinen Sinus gegebenen, Bogen das Ver—⸗ 
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v hältniß n:ı hat, wobey n irgend eine Gattung von Zahl 
bedeutet. Diefer fand (Mem. de Y’Ac. des Sc, 1702.‘ 
Opp. T. I. nr. 97,) auf eine fünitlihe Arc, allein nur 
für ganze Vielfache, wenn x die Chorde des einfachen Bor 
gens, a die Chorde des nfachen, b die Chorde des Com: 
plements des vielfachen ijt, e den Rune — 





daß u j ; 
| nn.nn-I, nn. nı-1.n0+4. 
aa—unıx- — —* 
| ar 8.4.5.6 
nn.nn- _ 29. 
— — Seen rei. a x° * etc, 
3.4.5.6.7.8 
-I, 4 -Y,nn-4. 
bb==4-nnx® on — eier ins ieh 
3:4 3.4.5.6 


2 nn.nn-ı.nn - 4.nn- 9. 
3. .546. 7» $ 
und hieraus, u Methode der unbeftimmten, 
.nn-JT, -1.nn-% 
dessen nn — n.nn-I. 9 
4. 6 4.6. 8 . 10 


n. nn-ı1.nn- ‚nn-—-?2 J 
—— ———— "9 — + etc, 


4 6.8. 10. 12.14 
| nn nn.nn- nn. .nn- ‚nn- 6. | 
4 Ä we 6.8 4.6. 8. 
nn, n-4.nn-ı6.nn- — | 


— 3 — eis, 


x5 





— — — — — — 


er 6.8.10.12.14.16 | 
Bernoulli verwandelt dieſe beiden Formeln in folgende 


\n.,n-—- 2 n n—-4.n-5. a; 
nt I ymi_ I nt 





1.2 2.2.3 
n.n-5.n0-6.n-7. = ' 
+ | ; — UT, .,. 
I: . 2 0 3 & 4 \ ‘ 

znxar 


u — 


re a . . = — 


⸗ x . 
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Die obere Zeile zwiſchen den Klammern gilt für, ein unge⸗ 
rades n, die untere für ein gerades. 


Die beiden Formeln find einerley mit denen in 
(105.) gefundenen, wenn die Sinus und Coſinus in u 
den berwandelt werden. 


: ob. Bernoulli trägt die Kormei (130, I.) 
für dic Relation jroifchen ben Chorden des einfachen und 
vielfachen Winkels, und die beiden in (97.), woxin der 
Sinus und Sofinus des vielfachen Durch Potenzen des 
Sinus und Coſinus des einfachen ausgedruckt werden, als 
von. ihm erfundene vor, in den Act. Er. 1701. Opp. 
T. I.-nr. 69, Die beiden Tegtern- Sormeln hatte aber ja 
fhon Vieta gefunden, nur daß Diefer den Erponenten des 
vielfachen bloß für eine ganze Zahl nahm ‚ dagegen Ber⸗ 
noulli fagt, daß ſie auch für gebrochne, ja irrationale Viel⸗ 
fache des Winfeld gelten, Da die erffere nur für ganze 
Vielfache anwendbar ſey. Sonſt hatte ja. auch Vieta 


mehrerley Formeln für die Sinus und Eofinus vielfacher 


Winkel gefunden. In einem Auffage, Act. Er, 1722. 
Opp. T, II. ur. 127. behauptet Bernoulli, daß vor ihm 
niemand. eine, allgemeine Kormel für die unbeſtimmte Theis 
Jung oder Wervielfahung der Winfel nach jedem Expo⸗ 
nenten des Verhältniſſes gegeben hätte. Den Verweis 
Habe er aus beſondern Urſachen zurückgehalten. Der es 
weis dftin feinen Werfen nicht zu finden. In einem nach: 
gelafjenen Auflage, Opp. T. IV. ‚pag. 144. fagt er,. 
Daß er die beiden gedachten Formeln ohne Differentials 
rechnung, aus der Befchaffenheit der Bogen (ex ipfis 


viſceribus et intima.naturd arcuum) hergeleitet babe. F 


In den Act, Erud. 1712. Opp. T. J. nm. 89. 
gab Joh. Bernoulli die allgemeine Formel für tang no 
durch tang ®, hergeleitet aus der Verwandlung ber Kreiss 
bogen in unmegliche Logarithmen. Die Bemerkung die= 
fer für manche Fälle jur Abkürzung der Beweiſe vienens 
den Verwandtſchaft beiverley Größen ift man Joh. Ber: 

noulli ſchuldig. Mem. de J’Ac; des Sc, 1702. 
T,Lnr, 10, Aus der t Sormel für bei n® Te * 


7 
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Die Aulveme inheit der Sormeln fuͤr fin ER und-.cofn®. 

herleiten. 
Bis noch in das 1 gfe Jahrhundert hinein hatte 
man die goniometriſchen Lehrſätze nur in Beziehung auf ge⸗ 
ometriſche Conſtructionen entweder in Worten vorgetragen, 
oder ſymboliſche Bezeichnungen nur zur Abkürzung des 
Ausdrucks gebraucht. Friedrich Maper, Akademiker 
in Petersburg, zeigte zuerſt, wie die Buchftabenredhnung. 
auf jene Satze angewandt werden Fennte, um fie dadurch 
als analytiſche Formeln zur Aufloſung trigonometrifcher 
Aufgaben zu gebrauchen. (Comm.- vet. Ac. Petrop, 


T. II. a. a. 1727.). Er fand die Eovefficienten in. den 


Formeln für die Chorde des vielfachen Winkels. durch die 
Ehorde des einfachen mittelft der Summirung arichmetis: 
fcher Neihen höherer Ordnungen, aus den berechneten , 
Gliedern in den. erftern Stellen, und ſchloß daraus auf die 


Allgemeinheit, fogar für. gebrochne Erponenten, Comm. 


Petr, T. III. 


Euler hat in. ber Folge die Form diefer analys | 

tifch »goniometrifchen Rechnung fehr verbeffere und ges 
- fehmeidig gemacht. Zur. vollfommenen Anſchaulichkeit 
‚dienen die von ihm eingefuͤhrten Bezeichnungen, fin 9, 
cof P, tang O, [ec ® u, vergl. wodurch man mit dem, 
Eymbol zugleich das Bezeichnete unferfcheidend erfennt, 
Daß man die Verhälcnifie der Winfel dabey zugleich ans 
geben kann, wie in fin n$, coſ mO, u, vergl, erleichtert 
die Überficht der Mechnung gar fehr. Albert Girard 
im Anfang des XVII, Jahrhunderts hat ſchon zu Formeln 
der fphärifchen Trigonometrie dergleichen Bezeichnungen 
gebraudyt, als tan H, [ec A, tana, wo H die Hypos 
tenuſe eines ſphäriſchen Dreheds, A einen Winfel, a deſ—⸗ 
fen Ergänzung zum Nechten bedeuten (Käftners Ghefch, d. 
Math. III. S. 109.). Allein Girards Schrift iſt ents 
weder zu wenig bekannt geworden, oder man hat ſeine 
Vezeichnungen bloß als Abkuͤrzungen angeſehen, derglei⸗ 
chen jeder Geometer nach feiner Art macht, was fie auch 
in der That nur find. Euler aber betrachtete die gonios 
metrifchen Größen als Functionen der Winkel, die wie 


* wu en ur 
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andere analgtifche Funetionen durch Rechnung mit einan⸗ 
ber verbunden werben Fonnen, die eine Bezeichnung erfor⸗ 


bern, wodurch ihre Relation zu den Winkeln beutlihins 


Auge fallt, fo daß man auch die neuen Relationen zwie 
ſchen den Winfeln und ihren zugehsrigen Größen, die aus 

ben angenommenen hervorgehen, Daraus auf eine gleich“ 
mäßige Art herleiten könne. Als Functionen der Winkel 
mäüffen die goniomerrifchen Größen durch die Winfel: de 


ſtimmte Werthe erhalten Das gefchieht dadurch, daß 
der Halbmeſſer zur Einheit genommen wird, oder daß 


mon nur auf die Verhaitniſſe zum Halbmeſſer ſieht, u 
auf die abfolute Duantirät der linearifchen Größen‘ J 
dieſes iſt man Eulern ſchuldig. Nach der alten Yafiche 

der goniomerrifchen Functionen waren es bloße Linien, . 
die man unter fi und mie dem Halbmeſſer zu Gleichun⸗ 
gen verknüpfte, auch mit andern Linien in Verbindung 
brachte, und hier den Halbmeſſer zur Einheit nehmen, 
war nur Erſparung im Schreiben welche die Gleichartig⸗ 
keit (Homogeneität) der Glieder zerſtörte. Nach der neu⸗ 

en, durch Euler eingeführten, ſind ſie Zahlgrößen, wel⸗ | 


che die Sleichartigfeit der Glieder nicht aufheben ‚' die mit 


Beybehaltung ihrer urfpränglichen $ Form fehr mannichfaltie 
ge Berwandlungen zulaffen, und durch ſich ſelbſt darbieten. 
‚Euler ſelbſt, fo anſpruchlos er ben allen feinen Entdeckun⸗ 


gen und Verbeſſerungen in der Mathematik iſt, ſcheint * 


Doc auf die von ihm in die Analyſis ein gefuͤhrte Rechnung 
mit den Zunetienen der Winkel einen beſondern Werth zu 
legen. In der Abhandlung, ſubſidium calculi ſinuum, 


Comm Petr. novi, T. V. ſagt er, fo wie Joh. Ber⸗ 


noulli die Logarithmen durch die Erponentiafrechnung zu 


analprifchen Großen gemacht habe, fo habe auch er die - 
Sinus und Tangenten der Winfel zuerft als Rechnungs⸗ — 


größen behandelt, dergeſtalt daß man mit ihnen wie mit 
andern Großen ohne Schwierigfeit verfahren Fünne. Wenn 
gleich diefe Sache nicht- von großer. Wichtigkeit feheinen 
möchte, da fie größtentheils auf den Bezeichnungen ber 
ruhe, deren er fich für diefe Größen bediene, und die Mes 
geln fie ſowohl durch Differentiation als Integration zu 
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entwickeln, längſt gefunden fen; fo habe doch eben dieſe 
Bezeichnungsart hernach der ganzen Analyfis fehr betraͤcht⸗ 
liche Hülfsmittel verfchafft, und ein faft neues Feld eroffe 
net, welches mit großem Vortheil von den Geometern bes 
arbeitet: worden fey. Da die Analyfis insbefondere durch 
ihre Bezeichhungsart fo viel Großes > Teifte, fo begreife man, 
wie eine gefchickte Einführung der Sinus in den Algorith« 
mus fo nüßlich geworden fey. Er führt Hierauf.noch an, 
Daß durch dieſes Huͤlfsmittel fchwere Linterfuchungen ſehr 
erleichtert werden, befonders bey Aufgaben aus der Mes 


chanik, und vorzüglich in der theoretifchen Aftronomie, wo | 


man ohne die Hülfe ver. Nechnung mit den Winkels Funs 
etionen gar nicht ferfig werden Fenne, 

Eulers Behandlung diefes Algorithmus lernt man 
am beſien aus feiner Introductio in Analyſin infin, 
und feinen Infütt. Calculi differentialis fennen. Der 
erfte Theil des erftern Werkes enchalc größtentheils Cyklo⸗ 
metrie und Goniometriemir fruchtbaren neuen Anwendungen 
aufdie Analyfis, als Zerlegung einer Function im Sactoren, | 
Summitungen von Reihen, Entwickelung gebrochner Fun⸗ 
etionen. In dem zweyten Theile der Differentialrechnung 
find ebenfalls mancherley Verknüpfungen der höhern Ana⸗ 
‚Infis, und insbefondere der Lehre von den Reihen mir den 
eircularen Funetionen anzutreffen. Die Differengentedhe 
nung wird auf die Entwickelung diefer Functionen anges 
wandt. ' Die Tangente und Corangente eines Winfels 
werben duch Reiben mittelft der Bernoullifchen Zahlen auss 
gedruckt. 

. nn den Schriften der Petersburger Afademie der 
Wiffenfchaften find noch manche Hierher gehörige Abhand⸗ 
lungen von Euler anzutreffen. Zur Berechnung des 
Kreisumfanges in den altern Comment. T. IX. und: in 
den Novis Actis, T. XI. Zur Berechnung der Sinus 
. jenten, in den Altern Eomment. T. XI. den neuern 

iber Reihen von Sinus und Eofinus vielfacher 
inf, in den neuern Comment. T. XVIIE in ben 
Novis Actis, T. VII. XI. über die Werthe von Gis 
nus und Cofinus vielfachen Winfel, inden N.A,T. V.IX, 
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Über Reihen von Winfeln, ‚deren Tangenten nach einem 
gewiſſen Geſetze forrfchreiten, in ver N. Comm. T, IX. 
Noch zur Auflöfung der Gleichung, mın = fnm:; 
ſinne, inden N. CT. XVI | 

Die Unterfuchung in der vorlegren Abhandlung von 
einer Kortfehreirung der Zangenten hat Pfaff weiter 
verfolgt und fehr allgemein behandelt in feinen Disqui- 
Itionibus analyticis, Vol. L p. ı — 133. = 

In der Abhandlung, dilucidationes. fuper for- 
mulis, quibus finus et, cofinus angulorum multi» 
plorum exprimi folent, N, A. T. IX, zeigt Euler, 
daß der vollftändige Werth von 2 colmP, wenn2 col® 
= x gefeßr iſt | 
-2cofnd= 





u RI —— —— 

1 1. 2 ) 3 3 

W 4 etc, 

m — — En ‚ant4n45 ‚ 
I | L.2 1.2.3 

' -+ etc, 


wo die erftere Reihe die für ganze n in (93.) gefundene iſt, 
“außer daß, 2x ſtatt x gefeßt worden. Die Doppelreihe 
gilt für jede Befchaffenpeit der Zahl n. Sie darf auch 
für ganze n in beiden Theilen ohne Ende fortgefegt were 
da, indem die Glieder von x" oder x”* ‚etc. theils Null 
find, theils gegen die Glieder des zweyten Theils der Dop⸗ 
pelreihe ſich heben. en, 
Gleichfalls ifl, wenn y — 2finY, und wie vorher, 
x==2c0[9, die vollftändige allgemeine Reihe für 
2fin.n® dieſe, " © 
afn.n$= r 
n-3.n-4 0. $ 
= sen, etc. | 


n=2 - 
I 


I. ® 


? 
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Euler hat die Beweiſe dieſer Formeln aus. einer 


fehr entfernten Duelle gefchöpft, aus der Integration einer 
Differenrialgleihung vom zweyten Grade. Fuß hat ei⸗ 


nen unmittelbaren Weg dazu gezeigf, in-einer Abhandlung· 


deſſelben Jahrgangs der Actorum novorum. 

In den Novis Actis Acad, Petrop. T, VII ift 
eine, Abhandlung von Euler über die Summen folgendes 
ö Reihen enthalten: 


er A+Bcol® + Ccols6+Dcol39+ etc, und 


Bfn$-+Cfin26-+-Dfn3P+ Efin40+ etc, 
bie fummirbar find, wenn die Reihe | 
— Cx? +Dx’+ etc. 
es iſt. Es feyn A, B, C, D, etc, die Binomial- Edef— 


fieienten zu der — (1 RE er von ran, fo ift die ' 


Summe der erftern Reihe = 2" c [4 Pr. col np, und 
die Summe der zweyten — 2” col 2.90 ‚üin$n9, Die 
Zormeln find für jede Veſchaffenheit von n-güftig. 


Eſchenbach gab im J. 1785. zu Leipzig eine 


‚Fleine -Selegenheitsichrift heraus, worin er die Reihe für 
' tangn® durdh.tang$ bis zum ‚ı3ten Gliede entwickelte, 
Einen Auszug aus diefer mit großem Sleiße abgefaßten 


Schrift hat Hindenburg in dem Jeipziger Mag. für- - 


Mathematik, atem St. 1786: geliefert, und dafelbit noch 


eine andere (bereits oben Seite 563, erwähnte) Mes. 


thode als die beiden von Eſchenbach gebrauchten find, 
gezeigt... Mämlih vie Tangente von nP wird 


durch nP nach der Formel (Eyflometrie, 27.) auss 


gebruckt, und in diefer der Bogen B wieder dur) feine 


Tangente (a. a. D. 10.). ‚Hier wird es ſogar möglich, 


ein allgemeines Glied der Keihe anzugeben. Kine Fleine 


DBerbefferung in der Form des Gliedes ift in dem Archib 


der Marhematif, Heft VII. ©. 343. nachgeholt. 


Noch eine vierte Methode wäre: folgende, In der 


allgemeinen Gleihung für fin n® durch fin® (105.) 


entwickele man die Potenzen von hin O in Reihen durch 
tangꝰ EB. 


ung dp; vermittelſt ber sormel, in = —— 


"V a FERN 


— 
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(14). Ferner entwickele man den Werth von tang n® 
duch finn®, vermittelt der Formel, 


finn 

ungn$= ——- Ya — 5° . Aus den beiden Neihen, 
ber für inn P durch tg P, undder füntangn Hdurd fin n® 
wird nach dem incombinatorifcher Analyfis (39.) gewiefenen 
Verfahren eine Reihe fürtgn® durch tangP hergeleitet. 
Pfaff zeige gelegentlich in einer Abhandlung über 
höhere Differentiale (Hindenburgifche Sammlüng zc. II, 
©. 173.), wie aus der Formel für finn® (84.),. und. 
der für coſ n (93.) vier-andere Formeln ganz leicht her: 
geleitet werden Fonnen, durch Vertaufhung von P mit 
— 4. Dadurch erhält man aus der für coln$ die 
— in (105.), von welchen die zweyte mit der in 
‚(86.) diefelbe. iſt. Aus der für fin n® entſteht folchers 

. geftale die in (89.), — Be folgende, 


_ nn-r.nn- 9. j 
‚olng= ol? -— — fin + — —, fin — fn? 
| — etc) 
Der Verfaſſer befhränft fi & auf ganze Zahlwerthe von n. 
Da die Formeln (105.) allgemein für jede Beſchaffenheit 
von n gelten, fo find auch jene erſtern (84. und 93.) all: 
gemein. Das fchließt aber nicht die von Euler und Ruß 
gefundene Ergänzung aus. Die Korm der Reihen 
in (105.) ift von der Korm der Reihen (84. 93.) 
verſchieden. Jene geben den Duotientn finnP: 
Sin $, und cofn9:fin® für ein verſchwindendes © voll: 
ftändig durch das erfte Glied an; dieſe aber jenen Duos 
tienten, und den, colnP: cof o, durch eine unendliche - 
Meihe, die divergirend feyn, und. dadurch einer ebenfalls 
divergirenden Ergänzung bedürfen mag. 


Goniometriſches Inſtrument, Soniome: 
ter, iſt überhaupt ein Werkzeug Winkel zu meſſen, ins⸗ 
befondere die Meigung zwener Ebenen gegen einander zu 
erfahren, als zu mineralogifchen Lnterfuchungen die Win: 
Bel der Flächen an Kryſtallen. 
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Goldne Regel (regula aurea) heißt ben ben 
Mechenmeiftern die Vorſchrift, wie aus drey Gliedern eis 
ner geometrifchen: Proportion das vierte gefunden wird, ſ. 
Mroportion. | 


Grad ift für Kreisbogen und Winfel der 360fle 
Theil des Kreisumfanges an jenen, von vier Rechten an 
diefen. _ Die Gintheilung des Kreisumfanges in 360 Theis - 
Te ift urale, 'vermurhlich daher entitanden ,- daß man die 
Sonnenbahn in 360 Theile eintheilte, fo wie man das Jahr 
‚in den älteften Zeiten zu 360 Tagen rechnere, Prolemäs ' 
us nennt den 36often Theil des, Kreifes einen Theil 
(koıpa); der ältere Plinius gebraucht auch allenthalben 
das Wort partes, wo wir gradus fegen würden. Die . 
neulateiniifche Bedeutung des Wortes gradus ‚eigentlich 
Schritt und. Stuffe) ift aus der arabiichen Sprache ent⸗ 
ftanden, In diefer heißt Dergeh eine Stuffe von einer _ 
Treppe oder Jeiter, und dann auch ein aſtronomiſcher 
Grad. Als in dem mitclern Zeitalter die fpanifhen Maus 
ren ihre Kenntniſſe dem öftlichern Europg mittheilten, 
ward das lateinifche Wort gradus wegen ber Ähnlichkeit 
mit dem arabiſchen gebraucht, um aſtronomiſche Grade zu 
bezeichnen. Das franzöfifche degre und das englifche 
degree, find das arabiſche Wort noch deutlicher. Die 
Spanier haben das Worr grado in ihrer Sprache eine 
geführt, vermuthlich als ein arabifch » lateinifches Kunfte 
wort, noch früher als andere Völker. S. Käftners ges 
ometrifche Abhandlungen. L Samml. ©. 458 Die 
bier angeführte Erymologie iſt vemfelben von Tychfen zu 
Göttingen micgetheilt. en 

Grad bey Potenzen ift ihr Exponent. | 

Grad bey algebraiichen Gleichungen ift der Erpoe 
nent der böchften Potenz, ihrer unbekannten Größe. 


La Grange's Lehrfaß ift eine Kormel, aus 
irgend einer Suncrion einer veränderlichen Größe x jede 
Function von x durch jene Junction, vermittelſt einer 
Reihe, auszudruden, das iſt, aus der Function, | 
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xX—- 20Xx, 
irgend eine Fonetien VYx dureh Functionen von y darzu⸗ 
ſtellen· Die Symbole, Ox, VRX, bedeuten irgend welche 
Functionen von x, Dder Zufammenfegungen aus x und 
gegebenen Größen. Die Größe z iſt von x und Y ganz 
F unabhängig , eine-befiebig zu beffimmende Größe, die hier 
nur durch ein Zeichen für veranderliche Größen angebeus 
tet wird, um fie von den gegebenen Größen in der Fun—⸗ 
efion ox zu unterſcheiden. Sie iſt' auch die Progreſſio— 
nalgröße, nach welcher die Reihe für vx geordnet wird, 
weswegen fie auch durch ein Symbol für veränderliche 
Großen bezeichnet werden mag. 

Die Formel iſt die allgemeinſte Umkehrungs— 
formel, oder vielmehr Umwandlungsformel. 
Zugleich iſt ſie die allgemeinſte Differenzenformel, 
"du der erſte Theil von Vx die Function Yy iſt, und alle 
-folgende Theile die Function Oy, und davon abgeleitete 
"Runstionen enthalten.” 

I. Zuerjt wird man eine Rormel für Vx durch 
Vy, und. eine aus Functionen von x und y zuſammenge⸗ 
ſetzte Reihe, zu ſuchen haben, um aus * die Functio— 
nen von x wegjufchaffen, alſo die Auflöſung auf einen 
-Eliminafionsprogeß zu un | 

Es ſey | 
ı vx=A+Bx + CK Des + Bis ete, 
‘ yy=A+By+Ccy For oe 
"Beide Neihen bedeuten einerfey Functidnen der veränder: 
lichen Größe, und find nur in der Duantirät der veräns 
detlichen Gröfe verfchieden, wie z. B. Die Reihen für 
fin © und fin w, oder für los z und log u 

Jede einformige Function von x fann durch eine 
nach ganzen Porenzen von x fortgehende Reihe ausges 
druckt werden, weil die Werthe der Functionen als Glie— 
der einer arithmetiſchen Reihe von irgend einem Grade, 
auch einem unendlich hohen, betrachtet werden können, 
wozu die Stellenzahlen die Werthe von x ſind. Die 
Reihe kann wenig convergent ſeyn, oder divergiren. Von 
der praktiſchen Anwendung iſt aber hier nicht die Frage. 


—⸗ 
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Dazu muß fie eine Form erhalten, daß die Coefficienten 
ſehr abnehmen, und die Werthe von x Fleiner als die dar 

zu gehötige Einheit fon. ©. Diffe PRO 
106 — 18, 

2. Man nepme bas en >y, unberänders | 
lich, fo ift 
‚08 

—2 ==B +acy+ 3Dy‘ Heer + ete. 


©y 


de vy 
nr =2C+ 6Dy + ne — ete, 


⸗ 








858 
| Se =6D+24Ey+ eto,..  : 
5 5 
—1 | 
Setzt man in ben Bar biefer — 
tienten * =—o, fo iſt | Er in 


=24B + ei 








9 52 
Bz= —— Wr. —;5 e (® __dryy_ 
= ayııın. 1.20* | 
S5yy ey, 
— —3E — 23 
1.2. 32y582 1.2.3.40y%° 
u, ſ. f. J 


F Den diefer Annahme ift A= Yy.: Setzt man 
nun x — y420x, ſo iſt, bey derſelben Annahmen 
x —20x. Folglich iſt 








— — Alten 25 
+03). en ro. — an 
+ etc, | 


In der Encyclopedie methodigne (art, Series) 


wird Defer Sag d Alembert er R 
r 
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3. Nun find aus diefer Formel‘ die Funefionen 
©x, (Px)’, (Ox)?, etc. heraus zu fhaffen. Diefe ha⸗ 
ben eine ähnliche Form, wie die Funetionen Yx, da die 
Beſchaffenheit diefer Funetion ganz unbeſtimmt gelaffen 
iſt, fo daß flatt der Function yy und deren Differentia> 

len nun Py,(Py)°, COy)°, etc. nach der Reihe zu 
feßen find. Zur Abfürzung fege man Py — u, fo ift 














IL ou . „Pu 
der er 
or). ur Er, 

— a ur. 
(Px’zur+zPx. E + z(öx)%. — | 
| u | j 

. t=(px. Gate 
Ä ne Du o*. ud 
Gy’Zu+zox, r +z'($x)*. — 
V 85. us | 
Fr me . in” r etc. 
u. f 4 | 


4. Die Factoren zu den Potenzen von z in ber 
Reihe für yx, nad Serausfhaffung von x, feyn Pe, 
BP,PY, Pd, uf.f. wo a, ß, 7, ö, etc. nicht Erpo: 
nenten von Porenzen bedeuten, fondern die Stellenzahlen 
von derfchiedenen Functionen der Größe y, übereinftimmig 
mit den Erponenten der Potenzen von z, fo daß 
YxZyy+P“z -+ PPz® + PrYz3 + Pdzt + etc, 

Auf diefelde Art bezeichne man auch die Faetoren 
ber Porenzen von z in den entwickelten Functionen Px, 
(0**, (Px)’, etc, | 

nämlich 


La Grange's Lehrſatz | 627 


= — +Qe2+ QPzt+Q127+Q3 z4-Letc, 

| — "rRez+RPy’+RYz’-+-R°zi4teto, 

(HZ (Oy) +Sez-H SPzr+SYz3+ Sd zi-tetc, 

GI=(OyY+TeZz+ ———— >24-}eics 
Me ſ. w. | 

5. Man ſetze nun in der obigen Reihe (2), ‚ die 


den Werth von Yx giebt, für Ox und die u Dies 
fer Function ihre Werthe aus (4.), fo iſt 


yxz vy | 
+[0y +0Q*°z + 0QPzt + QYz23 +0? z% 
* 


— etc.72 re 


+ON'+Rez+ EN De 








———— ER 


I 
— vr 
= = 


+I@y*t+-T-z+ — 2* 


+ [Cpy)° + etc] 25 
-}+- etc, 


/ 6. Die begleitenden Factoren von z in ben‘ Par⸗ 
tialreihen vergleiche man mir den gleichſtelligen der Reihe 

Vxı an 

und feße zur Abkürzung: 

oyy . @yy _ (=2 











HP OT I) 
ey (ea) le . 
8y — dy NT 
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0° 
on Er. (=); IR 

Dadurch ift, indem Py — u gefegt Ki 
Pe—p.u \ 
PPZ=p.Q*-+3q.u' 
PY=p.QP+-3qg.R°r-+!rıu 
pP? —p.QY+4#qg.RP-++3r.Se+ sus 
P°=p,Q°+3q4.RY+Zr.Sß-H.Ls,Te 


| Fabat.u 
u.ſ. f. 
7. Da für die Function x iſt P⸗Gy. . 
ſo iſt die analoge Function in der Reihe für Ox, naäm⸗ 
a zZ pr — udu . Dur —_ 
lich Q. PY. a my m 20y (Differ 
rentialformeln „1.). Dadurch iſt 
— pdo.u⸗ q u⸗ = pd. ut + uöp 
4 — 2 | 20y 
zu (a. a. O. 3. ) 





8. a. man in biefer Function — Yy die Fun⸗ 
ou 
etion Oy, alfo — ſtatt p, fo entſteht daraus die — 


.* J d.u° 9°, 


Denn es ift 3. — „4 a re — 
Vertauſcht man ferner Yx mit (Öx)*, alſo vy 
out. zu’du _ 28, u3 
mit (Oy)’, ſo it Re=u. —- 
y% fo iſt ee 


Gälten Aus dieſen Werthen von X und Re wird ers. 
a 


p°®.u 2q0.u? ru? 
PY Zn > 
a ‚6oy 6 
0°.pu? 
das Py = — — 
* 68y* 


(Differentio⸗Differentialformeln, 22.) ne, 
9. Durch die Vertauſchung von wy mit O y, ober 








don pmit a = 7) ift die mit PY analoge 
S Junction 
— 0°. udu — us 
er 605240858 
Ferner durch die Vertauſchung von vy mit (© y)e 
d,u® zuodu , 
alſo von p mit a ; oder — iſt 
RR 295.usdu 82. u⸗ 
Te 


Auch ift durch die Vertaufchung von yx mit (Px)>, und 
0.03. 
von Yy mit (Oy)?, wodurch p mit * bertauſcht 

















wird, | 
Ba ud.u3 Er 3uꝰdu EL. 
J  -0y 40y 
Dadurch ifl Ei 2“ 
| ee re, 
249y? 240y° 
ä grd.u4 su 
Tr 24 
eder P?— —— 


(a. a. O. 23.) 
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Das Geſetz der Formation für die Funetionen, wels 
che die Potenzen von z in der Meihe für x begleiten, 
erbellt hieraus fchon binlanglich,. ie werden aus Fun⸗ 
ctionen zuſammengeſetzt, die alle auf gleiche Art wie jene 
‚gebildet fi nd. 


10, Der allgemeine Beweis beruht darauf, daß zu 
zeigen ift, wenn das Geſetz für alle Sunctionen, Pe, 
PR...Pv.gilt, es auch für Pr +! gelte. Jenes anges 
nommen, gilt e8 auch für die Funetionen Q’, Ar’, 
5Y=?, T’ 73, etc, bie zu Potenzen von z, niedrigern 
ale zr +2, gehören, wobey anftatt der Differential: Duo: 
fientenp q,r, etc. Die fihb auf Wy beziehen, die 
Differential: Quoticnten in beziehung auf Py, (Py)*, 
(Py), etc oder u, u?, u}, etc.gefegt werden. 


Aus (4) iſt 
Prtt—pQr hagRrTı + grsome 


u’ tı97p 

zer, ot — — , 
= 24° ET 1:2..(w+ı)0yv " 
wo. die Buchftaben an der Spitze von P, Q, R, etc, 
bloße Ordnungs- oder Gtellenzahlen find, in dem leßten 
Gliedel aber w und 9yr Potenzen mit dem Erponenten 
» find, und O’p das vte Differential von p iſt, fo wie 
4f0y das erfte, rd y?. das zweyte, u. f. to. find. 


Zufolge der Vorausſetzung iſt 


% 








— ovY7ı,udu 1 — ,uvyt: 
ve 2.v0y 71 1.2...v0yr ” 
ME m. 0. ._ 
1.2..(v-1)O y’ =" —v+r 1.2..Qw-r)oy? —ı’ 
— 0973,uv2d,u3 3. 0972 u» +: 
TAA — zn 1.2.. —— 
ER WER „4 uv739. — 4 9 73, u * 


Lau l)oy? 3 +" 1.2. —S — 
u. ſ. w. 
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Die zweyte Sorm diefer Functionen beruht darauf, 


N , } 
da ua u'—numaum —d, — iſt. 
ß MEN 


. wo wo —— 28. umta 
Dafer iſt u — 
n 


ar ar umtn, und eben, fo Or. — u 
m 


\ a 
— — — OR +3 ‚untn 
TU m+n ” . | 

Aus diefen“ Werten von 9’, RI’, 97% 
etc. folgt: | 


a ge ur? + v gar,ur 


Ba — 











Or 
‚vV-I. ER v—.-2. —V 
DE yet. | 1.2.3 "0. 9yr3 
WU-TaI-2 2.93» t9?”4,uv +ı | 
Er a > Bee 
21 ”] r 
Zu IN. .0y° TERR ET U 


Es ift in dem Artikel, Difeonsios Differenrie 
rechnung (33.) geseigt, daß = 


xyz =x,Py T Dax. gıy 


4 a en nn rt | 
. 8 


+ .. nz, —— — 

In unſerer Formel ſteht nun u⸗fuͤry; pfürx;- 
ferner 40) oder 2 p- für Ox; ferner rOy* oder 9gdy 
für 9x; ferne soy’ (< röy— "g0y—p) 
für ©x, u f+ | 
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Alſo iſt 


Pe or. pur tt 5 

| .@+nay’ 

melches dieſelbe — mit * fe: die Funetionen Pa Bis 
‘ PP angenommenen iff. 


ıı. Es ift alfo, wenn y = x — 20x gefeht, 
Ö 
und en durch p zur Abkürzung und Deutlieit be⸗ 





zeichnet wrd | 
| Ä 2.p(oyJ° — 
— — — 
— z.p®Py 2 1.20y 
— 8*. P(2 8.. PCy 
| 12.307. 1.2.3.40y° 
ns HPON Ä 
4 z5, et r 
1 I. say — 


12. Man ſieht, daß dieſer gehefag der erweiterte 
Taylorſche iſt. Mach diefem wird eine Function von 
y-+ z, oder y(y-+z), durch die Reihe, 

ten 
—— —8p.24 
gusgedruckt, wo p = —34* 3 sr — 
u. ſf. iſt. (Di BE 17% Die Größe z ift 
-eine willführliche von y unabhängige Veränderung diefer 
-- Bunetiönalgröße. In dem von la range gegebenen 
Lehrſatze kommt ſtatt z eine Function einer veränderlichen 
Größe x, mit einer willfüprlicen Größe multiplicirt, fo 
daß y+zPx—x ift, und die Function V(yrZPXx) 
wird bier ebenfalis durch Runcfionen von y entwickelt, 
Die Differentialquotienten p, q, r, s, etc. erhalten nun 
gewiſſe Modificationen dur) die Function. Py. | 

13. a Orange ift durch eine Unterſuchung von 
Lambert veranlaßt worden, Reihen fuͤr die Wurzeln 
ne Gleichungen und ihrer Potenzen zu ſuchen, 
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welches ihn auf feine allgemeine Umfehrungs oder Um⸗ 
wandlungsformel führte. Lambert erzählt in einer Abs 

| ee ‚ Obfervations analytiques, Men. de !’Ac, 
de Berlin, 1779, daß erin ven Actis Helvet, 1757: 
einfache Neihen für die Wurzeln der Gleichungen vom 
zweyten und dritten Grade gegeben habe,. insbefondere eine 
Reihe für die Wurzelder Gleichung" - px q. Am. 

1764 erweiterte er feine Unterfuchungen,, und — ſie 
Eulern und la Grange mit. Der letztere nahm ſie in ‚großer 
Allgemeinheit vor, in der Abhandlung, nouvelle methode 
pour refoudre les equations littdrales par le moyen 
des feries. Mem, de lAc..de Berlin, 1768; über: 
ſetzt in Michelfens Sammlung, &, 190 — 270. Er 
finder aber Durch eine mühfame Rechnung, nach einem Fünfte 
lichen Verfahren eine Neihe für die mte Potenz einer 
der Wurzeln ver Gleichung, o-a—bx-+cx’—dx? 
+ eto. Dieſer Gleichung giebt er bie Kaas 

-a—bx+-bxi= 
Eine ber Wurzeln ſey p, fo ift 
o,2° x +: 
ID — m m 
e = — * "20x 
0,8 yumte | : 
2.3 * -+ etc.) 


wo nad der Differentiation für x au fegen if — —. 


Hieraus ſchließt Ia Be doch FR einen Ber 
weis davon zu geben, erftlich, daß man für die Kunction. 
x, welche zuerſt die endliche oder unendliche Reihe 

xt — dxs 4 ex? fx + etc, 
b 
runction von x feßen koͤnne; darauf EN dag man an: 


war, jede andere 


Pr ſtatt einer Potenz der Wurzel p zu der Sa) 


a— x +-OxIZ 
jede. Function berfelben, VP, Eönne. Er druckt 
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feinen Lehrſatz folgendergeftalt aus. Es ſey p eine der 
Wurzeln diefer Gleichung, Yp irgend eine Function der: 


O.X 
felben, und zur Abkürzung —— z v'x, fo ift 


\ | d.(Ox)*y: 
vp=yxtoeg ON YE 


.de. (Xx) x. B(Oxyix 
— —— — — to. 
* 2.3 8x⸗ 2.3.40x° sr 


wo nach der Differentiation a ſtatt x zu ſetzen iſt. 


13. Der ghrtus ift bier eine algebraifche Auflö⸗ 
fungöformel. Bald hernach hat la range den Satz zu 
einer analytifchen Formel für zwey veränderliche Größen 
gemacht, da er ſtatt der beftimmten Größe & eine beränders 
liche feste, fo daß die Gleichung ift 

t=x+Px, 
aus welcher jede Function, von x, Yx, durch Sunefionen 
von t darzuftellen iſt. Diefes leiſtete er in einer lehrreis 
chen Abhandlung über das Keplerfche Problem. Mem, 
del’ Ac. de Berlin, 1769. 

Lambert bringt in der angeführten Abhandlung vom 
J. 1770. die la Srangifche Formel auch heraus, aber 
auf einem ganz andern Wege, und befchäftige fich daſelbſt 
noch weiter mit diefer Unterfuchung. 

14. 20 Place hat durch die Methode der partiels 
Ien Differentiale, nach einem befondern Verfahren, den 
Lehrſatz bewieſen. Zu dieſem Beweiſe war es nöthig noch - 
eine veränderliche Größe einzuführen, welche der zu der 





FJunction Px gefeßte Factor iſt, der aber in der Kormel 


felbft wieder zu einer gegebenen unveränderlichen Größe 
yoird. Der Beweis wird in dem Artikel, partielle Diffe: 
xzentiale, mit Erläurerungen vorgefragen werden. Die 
Entwickelung der Formel giebt la .. in ber Theorie 
‘du mouvement et de la figure elliptique des plane- 
tes, a Paris 1784. pag. 14. ſq. Man fehe audy die 
Mem, de l’Acad, des Sc, a, 17775 ferner Coufin 
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Introd, a letude de Paſtronomie phylique, a Paris 
1787, pag. 15 fq. und Lacroix traite du calcul diff. 
ei integral, T. J. §. I. ſq. 

a Grange ſelbſt hat in der Theorie — foncti- 
ons analytiques nr, 97. fl, nach einem etwas andern 
Verfahren, aber doch ‚auch durch partielle Differentiale, 
feinen Lehrfag erwiefen. Diefen Beweis hat J. W. 
Pfaff ferner entwickelt, und mit. Zufägen erweitert, in 
der von Hindenburg herausgegebenen ‚Setmmlung combis 
a analptifcher Abhandlungen, Th. IL. Abh. VII. 

Lexell bat in ven Novis Comm, Petr. T. XVI. 
Den Beweis der Formel fo geführt, daß er fie als richrig 
annimmt, und zeige, Daß, wenn Die Glieder der Reihe 
‚für Y’x alle durch x ausgedruckt werden, fich alles aufs 
hebt, bis auf das erite Glied Yyx. Dieswäre alfo, was. 
die Alten einen theoretifch »analytifchen Beweis nannten, _ 
wobey man'aber nicht fieht, wie man zu dem Gase felbft 
gefommen ſeyn möchte, der alfo mehr zur Erfäuferung 
dient, als zur Degründung, ©. Beweis, und Analyjis 
als Mierhode, no 

J. F. Pfaff hat zuerſt in dem Hindenburgiſchen 
Archiv den Marpematif, 1. Heft, Abh. VE und hernach 


in den Disquißhit.analyticis, im tractatu de reverione 


ferierum, S. IV — VIIE einen Beweis gegeben, mit 
welchem der in dieſem Artifel von mir geführte im mejentz 
lichen übereinfommt. In der Korm habe ich einiges ge— 
Andere. Den Taylorſchen Lehrſatz habe ich nicht unmits 
telbar, wie es dort geſchehen ift, gebraucht ‚ und habe 
durch die Reihen in (4.) die analogen Sunetionen für Ox 
und die Potenzen von Px, daraus ferner bie gefuchten 
Functionen, vie begleifenden zu ben Potenzen von z, 
ganz einleuchtend beftimmt. 

«An eben dieſer Abhandlung (©. 238.) ift von noch 
zwey Veweiſen des Lehrſatzes Anzeige geſchehen. Einer 
iſt von dem P. Canovrai in den Abhandlungen der 
Akademie ven Siena, T. VIL; ein zweyter von Eons 
dDorcet in den Sammlungen. der Turiner Geſellſchaft, 
T. V. Der legtere ift dem Pfaffifchen ähnlich; die Suna . 


’ 
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ction Ox bat darin aber nicht den Factor 2. In dem 
Artikel, Series, der franzöfifchen Encyflopadie, welcher . 
Eondorcer zum Verfaſſer hat, ift dieſer Beweis, aber nur 
ganz kurz in wenigen, Zeilen, vorgetragen. 
Es wird nörhig feyn, den Lehrſatz Durch einige Bei⸗ 
fpiele zu erläutern. Ä 
| 15. Aus der Gleihung, = Y + efinv, den 
Winkel V durch w darzuftellen. Es ift hier w der Winkel, 
welcher. in der Aftronomie die mittlere Anomalie- 
beißt, und Y die Anomalie des Excentri (tirculi), wo 
die Winkel von der. Gonnenferne an genommen werden, 
Die Ercentticität der Bahn ift = e, | 
| Man fege ſtatt, 
|  Yr X, ‚2, Px, VX, Yy, Py, 
in (11.) hier " 
wu, Y,—e,finy, V, wo, fina, 


© | 
pfffp=—-=1, und 
Ow | 


e 2afnur ei" dt, fin 





reger 
e⸗ 83, fin w* e 954, finws 
4 etc. | 
un ift (Goniometrie, 137.) 

»fin w—=2 — col2w. | 

4 fin w® = 3 fin» — finz w, 


sin! = —4cofau cofaw. | 
+2 | 


— 


— — linzu, | 


| „__6.5.4 6.5 
22 in = 2 00[20-+ Gcol4u-colöm. 


eic, 
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Daher iſt (Differentio⸗Differentialrechnung ). 
2. ſin oꝰ | | 4 er 
— -z+4%,2fnaw, 
- dw 


°°,fin w3 ce — 
—56ſn -3. ſin ʒ w). 





85.0 4 on — * 
— 364. 2° fin 2w—4’lm4w), 





9. int (line 5.3 ling | 
Ix.2 

+ 5*finz wo), 
Dadurch wird . 


Yza—elna+ —- 3.fina 


2.2 





e3 
4.2.3. 


8.2.3.4 

\ » es 75.4 ’ . 

— —( — finwem 5,3% 
16.2.3.45 I.2 en 5 3 finzw 


+ 5°fin; w) 
— e® 


6.5 | 
mm nn ne | — Sf — 5 | 
32.2.3.4,5.6 (=> In2w-6.4°I[n 4w 


(3 in» — 3° fin 3 w) 





2 + 
+ (4. 22 ſin 2 v — 4’fin 4w) 5 


| _ 65lin 6 w 
+ etc, : * — ) 

16. II. Exempel. Der Radius Vector, r, in der 
Ellipfe if, r=i-+ecolw, wenn die halbe große Are 
= 1 gefeßt wird, f. unten 22. Hier ift cof V Ddiejesige 
Sunetion von ap, welde aus der Gleichung w = Vz 
+ eliny duch w auszudrucken iſt. Ä 
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Man feße nun in (11.) ſtatt 
y, x, 2, Ox, VX, VY. By 





Bier Ä | 
w, V, =e, finw, cofy, cofw, ſin , 
| | d cof PER: 
fo ift daſelbſt p = —.— = = — fin w,alfo 
2 — 
ne we — — —ine__e - 
| wo 1.2.3 
- fin w* «* 8, —(inus. i 
Re DE 


Setzt man.bier flatt der negativen Potenzen von 
fin w die pofitiven, fo werden die Differertiale ihrer Wer: 
the entgegengefeßt, weswegen die Borzeichen der Glieder 

in die entgegengefegten zu verwandeln find. Verfährt man 
hier wie in (15.), fo, ift | 


Zi +eofo— —(=1 + colzu) | 


ee 
re (3 c0lw— 3 col zw) 


+ 


+ — — 4 EUCH 


| Ham con — 5.38 cofgm 








16. 2. 3.4 
5còbſʒ 
es 76.5 
— — col Zu 6, 44 C0[ 4w 
=. 2.3.4.5 


on 6* coſ 6w) 
4 etc, ı ’ 
17. IIL Erempel. Die wahre Anomalie ſey — 
die halbe kleine Axe = mVC(I — eꝰ), fo iſt tang P 


= um Ed unten 23.). Hier ift tang 4 


die Function, welche durch w auszudrucken iſt. 
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Man ſetze ſtatt 


yx% 2, 0x, vx, Yy Oy 
in (ır.) hier 


w, Y, — e, finv, tangz ‚ tang& 0, fo, 
fo iſt daſelbſt (Different. Sormieln,, 38.) | 
8. tangzw, Bi ı j 
are Te coſ J 


Ferner pinw=tangfu, 
pſinoꝰ = 2 ſin J — coſu. 
p ſn w—=finw—#lIin 26. | 
pfinw® =3—4colw— Ecol2w+3colzw. | 
pfin« = ſin - Iſin 20 - ſin 30 Iſin 40. 
pſinus D—- colw — 2co[l2w + eoſ 3 w 
coſ 40 - cool; 
etc, 
Mun iſt | 
2 ® 
tang y=tangzw— epfinw + ur 2 En 1. 
e pin et 8°’,.pfınw*. 
1.2.3 ° om * 1.2.3.4 J— 
— etc—c. 


Nimmt man die hier angeſetzten Differentiale von 
den gleich vorher angegebenen — ſo iſt 





u 


ung#y=(t—e)tangza 1: — „in 





2finw—o®fi 
nn ae), 


es 
J7— 4 — 
— 


—— —— — 2,2% 
27 — — (6fn #- 2,2* fin 2u— 2.3 Inzw 


i + 4 fin 4) 
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esßs — | 
- 5 3. 
+ 16. — 8 (2fin» + 8.2 fin2w 


—3.35 ſin 30 — 2.4° fin4w + 5:fin 5“) 
— etc. | | 
ri m VG 
Diefe, Reihe mit re oder — oder 
v — multiplicirt giebt tang + 9 
ıte pi 8 88P. 


18. IV. Exempel. Man ſucht die wahre Anomalie 
6 ſelbſt unmittelbar durch die mittlere w. Es ift 9 Feine 


durch einen volljtandigen Ausdruck von angebbare Fun⸗ 
| . mov 


etion biefes Winkels. Es iſt aber a —— — — 


(unten 24 alfo € Be SR — — 7 wvelches Inte⸗ 


gral nicht anders als durch eine unendliche Seife zu etz 
halten iſt. Demnach iſt ſtatt der Funetion vx, in (11.) 


—X | 
bier zu jenen mf —— Eine ſolche Funetion 
wie 9 von P iſt, iſt die Funetion Yy. in (11.) von y, ſo 


ee dw - 
daß ftatt Yy daſelbſt bier Be mf Da: 

, j X — m ns 

durch iſt nun p - En — Es iſt alſo 


dw’ mefinw 


mm it ecole — B 


me? fin w* — 
NA 8. — —V— — — —BX 
1+2:3 ıtecolw 











}+1.2 ı-tecolw 
„mer fin w* 
— (* BE EN ):0 0 — oc, 
1,2350 ı-recolw 5 
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Die Glieder diefer Reihe geben jedes wieber eine Rei⸗ J 
he. Man entwickele ſowohl den Düotienten | 


in eine Reihe, als die Wutzelgröße — (1—e®), wies 
wohl auch letztere unentwickelt bleiben mag, da fie une. 
mittelbar durch den ie Bert von € gegeben wird. 


In dem Quotienten — — der nach den Potenzen 


ıtec 
| von e und colw fortgeht, müſſen die Potenzen von col: @ 
in Coſinus der Vielfachen von w verwandelt werden, theils 
wegen der Integration bey dem erſten Gliede, cheils- wer 
gen der —— bey den folgenden. 

Su zu — 
 zzwı—ecoflw+ze(ri-+coleu) | 
— 1e5(3c0lu-teol3w)+$et(3+4col20+ col 4%) 

— 7 e5(10colw + 5cof3 + cöls u) 
+relo + 15 00(2u-+ 6col4w-+ coL 6a) 
+ etc, (Soniomertie 14t.) 
Zu den Gliedern diefer Reihe fege man dei Diffe⸗ 
tentialfactor dw, und nehme die Integrale, nach der Formel, | 
colP,8P=9fnP, oder ind, — olinn? BD: 


woraus folgt coſ n . d = So wird da 


erſte Glied von © erhalten. 
‘ a multiplieire hierauf die Reihe fur den Quotien 


ten —¶ it ehe und verwandle ete 
— mi w, und verwandl ———— 


wie colnw.fiti w, in Das Aggregat, 
ſin (14 1)0 - Iſin ⸗1)6, 


(Goniometrie, 27.). Dieſe Rechnung * das awehte 
Glied der Reihe für O. © 
os 
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Diefes Glied mulfiplicire man mif Zefinv, uns 
verwandle die Producte je zweyer Sinus, wie in w,fin« 
in das Aggregat Zcol(n— 1)0 — $col (n+ ı)«.; 
Das Aagregat aller Theile bezeichne man durch (A). 

Dieſes multiplicire man mit 4 e fin w, und verwandle 
die Producte, wie colnw.finw, in die Differenz zweyer 
Sinus. Das Aggregat ſey (B). 

Diefes multiplieireman mit 4 L efinw, und vertvandfe 
das Product je zweyer Sinus in die Differenz zweyer Co⸗ 
ſinus. Das Aggregat ſey (C). 

Auf dieſe Weiſe fahre man fort, bis man zu derjeni⸗ 
gen Potenz von e gelangt, bey welcher man ſtehen bleiben 
will, ſo wie man in jedem der Aggregate die Rechnung 
nicht weiter als bis zu dieſer Poren; von e treibt. 

| Die Reihe (A) wird einmahl differentiire; der Dife 
ferentialfactor, der die Sinus — Vielfachen des W. w 


enthält, iſt das dritte Glied von — 50. 


Die Reihe (B) wird Wweymahi differentüirt, nach der 
Formel, 92.Gina=—finw.Ow?, oder 802. .finnw= 
—n?finnw, dar —— ———— giebt das 


vierte Glied der Reihe für — = 9, 


Die Reihe (C) wird —— differentiirt, nach der 
Formel, 0°.colnu— + n? ſin m . du. Diffe⸗ 


rentialfactor giebt das fünfte Glied der Reihe für —Q. 


Auf diefe Weife fährt man nach den Kormeln i in dem 
ei, Differentios Differentialgleichung (9.) fort. Es ift 
°%*.finnwo—=-+n®.finnw.9w*, 
E 9%°.cofna—=—n3.finnw.0wS, 
0°. innv= —n°.finnw.dw®, 
0’.coln» = +n?7 ,fiinnw,dw”. . 
ete, = Bu 
| Nimmt man alle Reihen zufammen, mit forgfalti- 
ger Beobachtung der Vorzeichen, und ordnet die Glieder 
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entweder nach den Potenzen von e, oder nach den Vielfa⸗ 
chen von w durd) ihre Sinus, fo erhält man den Werth 


von —® bis zu der angenommenen Granze. Multipli⸗ 


eirt man dieſen durch m, ober mit dem Werthe von m, 
nämlid — Fe? — tet — ze — ete. fo ijtder Werth 
der wahren Anomalie ® durch. die» mittlere &, und Sinus 
der Vielfachen von w ausgedrückt. 


19, Wird die Multiplicarion mit dem Werthe von 
m vorgenammen, fo F | 


P=w—2ehnut+ Fein am 
+ Leine — — 
| zn — u) 
„ 


— — es Si wem645 fin3w-+- Dre Ein 5“) 


+ etc, 


Dieſer von mir berechnete Werth eeiff mit dem von- 
Eagnoli in feiner Trigonometrie, nr. 771 überein. Die 
"Annäherung in der von ihm dafelbft mirgerheilten Formel 
für ® ift bis zur neunten Potenz von e getrieben. 


La Srange bat der Kormel für ® eine andere Geſtalt 
gegeben. Es kommen in derſelben Potenzen von m oder 
- Y (1—ee) als Diviſoren der Glieder vor. Diefes berus 
het auf dem von ihm gewählten Verfahren zur Entwicke⸗ 
lung der Reihe für ®, Mem. de l’Ac, de Berlin a, 
1769. p. 230. - " 
| Die hier ald Exempel beygebrachten Formeln ſind 

das Hauptſtück in der Theorie der Planeten, ſo fern ihre 
gegenſeitigen Stoͤrungen nicht in Betracht kommen. 


20. Zur deutlichern Einſicht in alle dieſe Formeln 
wird es für einen Theil der Leſer nöthig ſeyn, Die geometri⸗ 
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ſchen Gäste ‚ welche hier angewandt fi find, and, eine Con⸗ 
ſtruction zu erweiſen. 


Es iſt ABD (Fig. 65.) bie Hälfte e einer Euipſe, 
deren Mittelpunct C, große Are AD, halbe kleine CB, 
einer Vrennpunet Filt. Mit dem Halbmerfer AC wird 
der Halbfreis AED befchrieben, nn in der altern 
Aftronomie der ereentrifche heißt. Mach einem Puncte 
L auf der Ellipfe ziehe man-FL, fo ift FL der Radius 
Vector, und ver W. DEI die wahre Anomalie. 
Durch L fey ML parallel mir BC, und treffe.den Kreis 
inN, fo ift der W. DCN die Anomalie Des ercens 
£rifchen (Kreifes). Die mitrlere Anomalie iſt ein 

der Zeit von D bis L proportionaler Winkel 


2% Man fege ACc=a; cB— ab: or, 2 
DFL=0; DCN=\V, Die Area der ganzen Eilipfe 
it —rab (f. Madratur), und nach dem einen. von Kepler 
entdeckten Gefege iſt zriw—rabiarea DFL. Ser: 
ner find an der Ellipfe die Flächenräume DML:DMN 
= ML:MN, und die Dreyafe MFL:MFN— 
‘_ML:MN, Daher die Flächenräume DFL:DFN= 
ML:MN, Es iff ML: MN= —CB:6E=b:a 
(Ellipſe, 1), ao DFL:DFN —b:a, Verbinder man- 

diefe Proportion-mit.der, zrıwo—rab:;DFL, fo ift 
rb:au=4rab:DFN, und DFN=-4Iaaw, wo w 
ein Kreisbogen für. den Halbmeſſer = ı iſt. Es iſt 
DFN = Sect. DCON+AFCN—#aaV + Zachny, 


Daher ift w—=y+ z fin y, oder, wenn — ze, einer 
abſoluͤten Sal, gefeßt wird, w=Y + e fin y. 


22. & it b=MN:ML- Ellpſe, PAR und 
MN-afiny, alfo., ML=bäny. Kerner 
CM=acoly; FM=c-+acoli, alfo 
FL ZrtZ(c+accly)°+b:liiny 
Da aa bb-+- ce (Ellipfe, 9.), und iny’—=ı —colY* 
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if, fo iſt ra a⸗ Aorocotv⸗ cr coſ , alſe 
a —— oder, = —- zıFrecoly. 
ar  bfinu , 
FL: ar scoly — 
FM. cYaoolvy | 


* 8. Es it ing 


und of = = — — Ferner 
(0) G - co m 
— ee 
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(Goniometrie, 38.) 





b “ba 
a rel 3 Are „tngaY.. 


at+c — 


oder — ung! 2 * tang EN. 





oder tang P = GR * ang; zZ Ye 


De Re 
24 ‚Hieraus iſt — — Pr — Fa | 
: £2 


nr ? b av, 
wa = atc "+ cofy' 
an. ) gebrauchten Werthes von 14 cof 6 entſteht hier 





Mittelſt des in 





bay (b:a)ay 
nn Fear Me 09= — 


Dieſe Zuſammenſtellung der Sätze mit den einfach— 
ſten —*8 iſt aus der oben angeführten Abhandlung 
von-la Grange, Mem. de l’Acad, de Berlin, a. 1769. 
p. 205. genommen. Bey den aftronomıfchen, Schriftflel⸗ 
lern finder man fie nicht fo gut bey einander, 


an 


Men Stänje 


| Gränze einer Größe iſt diejenige Größe, welcher 
fich diefe, als eine veränderliche betrachtet, immer mehrnäs 
bern Fan, fo daß der Linterfchied Eleiner werden mag, als 
jede noch fo Flein angenommene Größe. 

So ift ver Kreis die Gränze der eingefchtiebenen 
oder der umgejchriebenen ordentlichen Vielecke; der Cylin⸗ 
Ber die Granze von Prismen, deren Srundflachen die in 
und um die Grundfläche des Enlinders befchriebenen ordents 
lichen Vielecke find, bey derfelben Höhe mit dem Enlinder; 
ein Kegel auf ähnliche Art die Sränze von Pyramiden, 
Die Summe einer unendlichen: (nicht abbrechenden) 
Reihe ift die Gränze, welcher ſich die arithmerifche Sum: 
me der Ölieder oder das Aggregat, ben verfchiedenen Vor⸗ 
zeichen der Glieder) immer mehr nähert, je mehr Glieder 
genommen werden, in dem alle, daß die lieder immer 
Pleiner werden. 

Die Gränze einer Größe Fann Null oder ein unend⸗ 
lich großes ſeyn. So iſt in einer geometriſchen abnehmen⸗ 
den Reihe Mull die Graͤnze der Glieder, gleichſam das 
letzte Glied in einer Reihe, worin es kein letztes giebt. In 
der zunehmenden geometrifchen Reihe, worin-der Erponent 
größer als die Einheit iſt, iſt das unendlich große die 
Granze. 

Die Gränze har man von der ſich annähernden Grö⸗ 
fe zu unterfcheiden. Die eingefchriebenen Vielecfe in einem 
Kreife bleiben immer von dem Kreife felbft verfchieden ; die 
Glieder einer geometrifchen Reihe werden nie Null noch 
unendlich groß. 

Die Öränje eines Berhältniffes zweyer 
veränderlichen Größen iſt dasjenige, welchem ſich ihr ver⸗ 
aänderliches Verhaͤltniß immer mehr nähert, je größer fie 
genommen werden, oder in einem andern Kalle, je Fleiner 
fie find. | 

Es fey aymbrzo, fo ift 


22* 
+ und das Gränzverhältniß von yıx L 


j es 


N 


| Brane Br 75 
17 - 

yytaxy+bxi Fey tax em. 

fo iſt u die Divifion en ge ii 


a 0 
— — —— ⸗ 
* Granze des Ouorenen — Ti wenig große x und 
y, wenn ed ſolche giebt, ſey = ps fe iſt | | 
 Pp-+tap + b=0 


ao p=m—zat vViiaa—b), | | | 
und die Gränze von yıxıft — p: 1. Iſt hier aa <b, 


-fo giebt e8 Feine unendliche große Merrhe von x und y, -_ 


wie es der Kall für die Coordinaten_an einer Ellipfe iſt. 
Sftzaa>b, fo find zwey Gränzverhältniffe vorhanden, 
wie nämlich an einer Hyperbel; und iſt Faa — b, fo iſt 
nur ein einfaches Srängverhältniß x:y * wie an der 
Parabel. ' 


Ben höhern Steigungen fi nd auch — Gränzs 
verhäleniffe für unendlihe x und y:möglich, wie in dem 
| Artikel, krumme Linien, gezeigt wird, 


Fehlt in der Gleichung zwiſchen x und y das unver⸗ 
Anderliche Glied, fo laßt ſich aud) ein Gränzverhältniß für 
abnehmende x und y angeben. 3. B. in der Gleichung, 


yytaxy +-bxx-+cy+ dx=o, 


ift das Gränzverhältniß der ohne Ende abnehmenden y und 
x, das Verhältniß d: — c. Denn man dividire alle Glie⸗ 
der der m. duch) x, fo z | | 


— + ay+bx +" + d= 
| Die * erſten Glieder werden — eine Graͤnze des AWb⸗ | 


nehmens Fleiner, je Eleiner. x und y genommen werden, 
und nur die beiden legten behalten eine endliche Größe, fo 


FT Graͤnze 


daß die Gränze der Gleichung it — +d=e, woraus 
y:ıx = d:—c folgt, « 

Für x = o hat y außer dem Werthe o — den 
Werth — c, weil das Aggregat der beyden Glieder 
yy-+ cy==o iſt, entweder, wenn y=o, wie x — 0, 
geſetzt wird, oder wenn yr—c genommen wird. Es 
ſind hier zwey Fortſchreitungen ber zu den x ‚gehörigen Y. 
Eben fo it füry= ö entweder x= 9 er z° 

Aus der Gleichung, yſxsZaxy, werde dag 
Gränjverhäfmiß- von x und y für abnehmende x und ge⸗ 
ſucht. Es iſt | 

ay 
tx 
x⸗ + x” 


alfo iſt Null die Gränge von 2, und eben fo bon Man 
dividire die Gleichung durch xs, fo iſt 


I ay 
— — * 
und die Sraͤme von — — ra Se Eben dieſe iſt auch die 
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tungen der y, die zu x geordnet ſind, und umgekehrt; in 
jeder derſelben iſt das Gränzverhältniß der verſchwinden⸗ 
den x und y ein anderes. 


Gränze einer Reihe, deren Glieder theils po⸗ 

ſitiv, theils negativ find, iſt diejenige, von der Anzahl der 
Glieder unabhängige Größe, von welcher das endliche Ag⸗ 
gregat der Glieder wechfelsmweife in Plus oder Minus ver⸗ 
ſchieden iſt. Kine folche giebt e3 für die Summe der Si⸗ 
nus und Coſinus der Winkel, die in arithmetiſcher Pros 
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areſſ on ſind (Goniometrie, 72, 73.. Bey den Werthen 
der Wurzeln algebraiſcher Gleichungen, wenn ſie durch eine 
Reihe dargeſtellt werden kann eine ſolche Gränze auch 
Statt finden. 

h Das Sränzverfältnif der Veränderungen zweyer 
oder mehrerer veraͤnderlichen ·Größen iſt nichts anders als 


ihr Differentialverhaͤltniß. Es iſt dasjenige, was dem. 


Berpältniffe der endlichen Veränderungen zum Grunde 
liegt, und in dieſen er die Quantirät der Beränderund 
gen mobifieirt wird, ©. Differentiale, 
Grormatica’ ift eine: lateiniſche Benennung ben 
Feldmeßkunſt, bon Groma oder Gruma, ein Werkzeug 
zum Feldmeſſen. S Fabri thefaurus erud. Icholaft; 
edit, Gesneri [ub voce Gruma, 
Tr 

Groͤße (Quantitas, — iſt, was aus 
gleichartigen Theilen zuſammengeſetzt iſt. Alles, was ent⸗ 
weder in der Wirklichkeit oder in der Vorſtellung dieſe Be⸗ 
ſchaffenheit hat, macht den Gegenſtand der Mathematik 
aus, dieſes der reinen, jenes der angewandten. Dieſe 
Wiſſenſchaft heißt daher ganz ſchicklich die Ördßen: 
lehre. 

Die gewöhnliche Erklaͤrung der Große iſt, fie fen 
basjenige, was einer Vermehrung oder Verminderung fä: 
> Higift. Man Fann dadurch aber verleirer werden, Bes 
fchaffenbeiten, die nur uneigentlich als: Größen angefehen 
:. werden fonnen, für wahre Größen zu halten, als Kraft, 


Waärme, ficht. Diefe kann man nur einer mitrelbaren 


Meflung und Vergleichung unterwerfen, namlich vermits _ 
telft wahrer Großen, mit welchen fie verbunden werden, 
Man mache freylich einen Linterfchied zwifchen ertenfis 

der. und intenſiver Größe (Quantitas extenfiva et 
intenfiva), aflein es ift, um die Begriffe gleich Anfangs 
vollfommen deutlich zw erhalten, beffer, die intenfiven 
Größen gar nicht als Größen anzufehen, uns zu wiſſen, 
daß fie nur durch andere, als Repräſentanten, einer mas 

thematifchen — find, Ä | 


60. Groͤße 


| Man unferfcheider zufammenhangende, und 
niht jufammenhbangende Größen (Quantitas 
continua et dilcreta), Unter jenen verftehr man die geo⸗ 


metrifchen Größen, Linien, Slächen und Körper; unter 


diefen alles, was aus unverbundenen Theilen beſteht, als 
alle zählbaren Dinge, Zahlen im Allgemeinen, und jede 
+ Größe, die ald Zahl für eine. Einheit betrachter wird, 
wenn gleich die Einheit und die Menge der Emheiten une 


beftimme gelaffen wird. Bey den Linien, Flaͤchen und 


Körpern kommt es nicht bloß auf die Menge der Theile 
“an, fondern auch auf ihre Zufammenitellung: Zwey dir 
nien oder Figuren Fonnen in Abſicht auf die Größe der 
Ausdehnung einander gleich, und dabey von fehr verfchies 
dener Beſchaffenheit ſeyn. | 

Die geometrifchen Örsßen- werden oft als diferete 
Größen behandelt, wenn man bloß eine Vergleichung der 
Ausdehnung macht. 3... bey der Ausmeſſung eines 


Feldes ſieht man nur auf die darin enthaltene Anzahl von, 


Quadratruthen oder was fonft zum Maaß genommen 
wird. 


Zweny Arten von Größen, Winkel und Zeit, haben 
noch ihre Beſonderheit, wovon an ihrem Orte. 


Das deutſche Wort Größe bedeutet ſowohl das 
Zuſammengeſetzte, als die Menge ſeiner Theile in Verglei⸗ 


chung mit der Menge eines andern gleichnamigen Zu⸗ 
ſammengeſetzten. Z. B. die vier Glieder einer Propor⸗ 
tion ſind Größen in dem erſten Verſtande, wenn bloß von 
ihrer Verknüpfungsart die Rede iſt. In beſtimmten Fäl⸗ 
len kommt es aber darauf an, wie groß ſie ſind, oder wie 
viel gleiche Theile von einer gewiſſen Groͤße ſie enthalten. 
Im Lateiniſchen kann man Größe in dem eriten Berftande 
durch Quantuni; in dem zweyten durch Quantitas be 
“zeichnen, wiewohl das legte häufig für Quantum ge: 
fegt wird, 


deutend. Doch bleibt der Unterſchied, daß der Begriff, 
Größe, geometrifchen, und Vielheit arithmetiſchen Ar, 
fprungs ifl. 


Dielheit des Gleichartigen iſt mit Größe gleichbe⸗ 


* 
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Der Begriff, Größe, ift ein urfprünglicher Begriff, 
den unfer Verſtand aus fich felbit hervorbtingt, nicht der 


‚ finnlichen Erfahrung ſchuldig iſt. Dieſe giebt uns nurdie 


Bilder, wodurch wir uns Größen-auf eine beftimmte Art 
vorftellen. Die Sinne des Gefichts und des Gefühls ‚der 
Betaſtung geben und eine. mit manchen Nebenvorſtellungen 
gemifchte Vorftellung ver Größe. Wollte man fagen, daß 
wir dutch die Abfonderung der Mebenvorftellungen zu dem 


reinen Begriff von Größe gelangen. fo fest diefes das Vers 


mögen des Berſtandes voraus, ſich einen ſolchen Begriff 
zu bilden. Wenn wir gleich der Zeit nach zu dem reinen 
Begriffe von Größe durch die finnliche gemifchte Vorſtel⸗ 
lung berfelben kommen, fo ift doch in philofophifcher Rück⸗ 
ficht die Duelle aller unferer marhematifchen Bergleihuns 
gen und Anwendungen auf finnliche Orößen der reine und 
urfprüngliche Begriff von Große. (S. Br Ä 
NN Ausdehnung), 


Größter — kleinſter Werthe einer beräns 


derlichen Größe von einer beftimmten Form, es fen geos 


metriſcher oder analyrifcher „ ift derjenige, welcher entwe⸗ 


der größer oder kleiner iſt, als ein in der Reihe der 
Werthe dieſer Größe vorangehender -und nachfolgender, 
ſo nahe auch beide an dem größten oder kleinſten Werthe 
genommen werden. Dieſer relativ größte oder kleinſte 


+ Werth Fantn mehrfach feyn, wenn die Größen, die in eine 


/ 


ftetige Folge geordnet find, nachdem fie bis zu einer ges 
wiſſen Sränze zugenommen haben, wieder bis zu einer ges 
wiſſen Graͤnze abnehmen, dann wieder eben fo zunehmen 
und abnehmen, welches mehrmals wiederholt werden mag. 
Ein größter oder Heinfter Werth ift nicht abſolut, fondern 
relativ, in Beziehung auf die zu beiden Seiten benache 
barten zu verſtehen. Der Werth der veränderlichen Größe 


kann weit über den relativen größten Werth anwachſen, 


oder uͤber den kleinſten hinaus abnehmen. 

Eine mit dieſer Unterſuchung verwandte iſt, wenn 
die Form derjenigen Größe geſucht wird, welcher un: 
ter mehrern oder unendlich vielen, bie eine gewiſſe Beſtim⸗ 
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mung mit ihr gemeinfchaftlich haben, eine gewiſſe Eigen⸗ 
fchaft in der größten oder kleinſten Quantitaͤt zukommt. 
. DB. es werde: die Frumme Linie gefucht, welche unter 
allen von gleichem Umfange mit ihr, auch folchen, die 
aus geraden Sinien zufammengefest find, ben größten 
Raum einſchließt. Oder es werde der Körper gefucht, der 
unter allen von. gleicher Oberflache ven größten räumlichen 
Irnhalt hat. Es werde zwifchen zwey Puncten, die nicht 
in derſelben lothrechten Linie liegen , die. Frumme Linie ges 
fucht, auf welcher ein Körper, oder eigentlich ein ſchwe— 
rer Punct, in der fürzeften Zeit von dem oberiten bis zu 
dem unterften Puncte herabfallt. Aufgaben diefer Are 
werden unter der zwar fperiellen Benennung, ifoperime« 
trifehes Problem, begriffen, gegenwärtig am gez 
wöhnlichften unter der Benennung, Variations-Rech⸗ 
nung. . Unter dem lestern Damen wird_diefe feine und 
voichtige Linterfuchung ihre Stelle erhalten. J 
J Die Unterſuchung, von welcher in dem gegenwaͤr⸗ 
tigen Artikel gehandelt wird, gehört zum Theil zu den ele= 
mentarifchen. Manche merfwürdige Bieher gehörige Aufs 
gaben aus der Geometrie laffen fich durch. die gemeinen 
Lehren derſelben auflöfen. Was man aus diefen nähern 
Quellen fchöpfen kann, braucht man nicht durch höhere 
Rechnung zu fuchen, welche man übrigens zur Wergleis 
hung der Merhoden nüglich anwenden Fann. 
| Die Lehre vom Größten ımd Kleinften ift wegen 
ihrer mannichfaltigen Anwendungen fowohl in der reinen 
- als angewandten Mathematik fehr wichtig. Aus der ers 
ſtern fommen im diefem Artikel Beyſpiele vor. Auch für 
die Philofophie ift diefe Lehre wichtig geworden, da fie 
mit der Frage von den Endurſachen zufammenhängt, fo 
fern man dabey annimmt, daß es bey den Naturwirkungen 
Zweck fen, alles mit dem geringften Nufwande von Kraft 
oder Mitteln Überhaupt zu bewirken. Leibnitz leitete das 
her das Geſetz der Zuruͤckſtrahlung und Strahlenbrehung - 
her; indem er annahm, das Licht gehe von einem Puncte 
zu einem andern auf dem leichteften Wege, fo wie vor ihm 
Fermat gejagt Hatte, daß das Licht Die Fürzefte Zeit ges 


* 
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brauche. Das Geſetz von der kleinſten Wirkung, welches 
Maupertuis aufſtellte, erregte einen heftigen gelehrten 
Streit (Kaͤſtners Mechanik. ©. 577. ff.). Man muß 
ſich hüten, nothwendige mathematiſche Folgen als Zwecke 
zu betrachten, oder die Frage, wie? mit der Antwort 
auf die Frage, wozu? ne zu al _ 


J. Geometriſche oRerfahrungsarten. 


’ 1. Unter allen Dreyecken über einer gemeinfchafta 

lichen Grundlinie, deren Scheitelpuncte in eine der Lage 

nach gegebene gerade Linie fallen, bat dasjenige den Elein» 

ſten Umfang, defjen Schenfel mit jener Linie gleich große 
Winkel maden. 

Es ift AB (Fig. 66.) die gegebene Grundlinie dee 
Dreyecke, DE die der Lage nach gegebene gerade Linies 
APB irgend.ein Dreyeck über AB, mit dem Scheitel 
Pauf DE; ACB dasjenige, defjen Schenkel AC, BG 
mif DE rn gleichen Winfell ACD, BCE macen. 
Man ziehe:BF fenfrecht auf DE, und verlängere den 
Schenfel AC 6is an die gleichfall$ verlängerte BFG in 
G, ſo iſt FG= BF, Nun ziehe man PG, pitPG 
— BP, ind AP-BP-—AP+PG,. Nunift AP 
| LPGOAG, das it, AP-PGSAC+HEC, Dar - 
her ijt die Summe der dren Seiten in dem Dreyef APB 
größer als die der. drey Seiten in dem Dreyeck ACB. 

2. Wenn DE parallel mit AB if, fit a ACB 
gleichfchenklicht und gleichen Tinhalts mit AAPB. Unter 
allen Dreyeeken gleichen Inhalts, über derſelben Grund⸗ 
linie, hat das gleichfchenflichte den Eleinften Umfang. 


3. Unter allen Dreyecken gleichen Inhalts hat das 
gleichſeitige den kleinſten Umfang. 


Denn es habe, wenn es möglich iſt, ein ungleich⸗ 
ſeitiges Dreyeck den kleinſten Umfang unter allen Drey⸗ 
ecken von einem gegebenen Inhalt. Die eine Seite def: 
felben fey a, fo müſſen die beiden andern gleich groß ſeyn, 
weil font der Umfang noch verkleinert werden kann ‚ohn: 
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‚den Anhalt zu verändern. Nimmt man eine diefer Sei— 
“ten, b, B, zur Grundlinie, fo müffen aus demſelben 
Grunde die beiden andern Seiten gleich) groß feyn, oder 
es it a — b. Diefes widerfpricht der Vorausſetzung. 
Alſo iſt ſie unmöglich. en IE, 
4. Unter allen Dreyecken mit gleichem Umfange, 
“und über derfelben Grundlinie, bat das gleichfchenflichte 
den größten inhalt, - Kuren 
Es ſey (Fig. 67.) APB irgend ein Dreyeck, und 
PO eine parallele duch P- mit AB. Man zeichne. das 
gleichfchenklishte Dreyeck ACB, deſſen Scheitel CinPQ 
falle, fo ift der Limfang von ACB Fleiner. als der von 
“APB. Das gleichfchenklichte Dreyeck ADB, deſſen 
Umfang dem von APB gleich ift, muß alfo größer feyn 

‚als das A ACB oder ad AAPB, 
5. Unter allen Drevecken von gleichem Umfange iſt 

das gleichſeitige das größte. | a 
Auf ahnliche Art wie in (3.) wird erwieſen daß ein 
ungleichfeitiges Drepecf von dem gegebenen Umfange nicht 
den größten Inhalt haben Fonne. Br 
6.- Diejenige geradlinichte Figur, welche den Eleins _ 
fon Umfang unter allen gleichnamigen Figuren von:gleiz 
chem Inhalte hat, ift eine gleichſeiige. — — 
Gleichnamige Figuren ſind die, in welchen die An⸗ 
zahl der Seiten gleich groß iſt. Man ſetze, daß eine ge⸗ 
radlinichte Figur, die nicht gleichſeitig iſt, bey dem gege⸗ 
benen Inhaite den kleinſten Umfang habe. In dieſer 
ziehe man neben zwey ungleichen Seiten eine Diagonale, 
und zeichne über dieſer als Grundlinie ein gleichſchenklichtes 
Dreyeck von demſelben Inhalte wie das ungleichſchenk⸗ 
lichte. Setzt man jenes Dreyeck ſtatt dieſes ſo erhält 
die neue Figur, bey unverändertem Inhalte und derſelben 
Anzahl ihrer Seiten, eine Fleinere Gumme ihrer Seiten 
(2.), wider die Vorausſetzung, daß in der angenommenen 
Figur die Summe der Seiten ein Kleinſtes ſeyn ſollte⸗ 
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7. Diejenige gerablinichte Figur, ‚: welche den groͤß⸗ 
ten — unter allen gleichnamigen Figuren von — 
Umfange hat, iſt eine gleichſeitige. 

Der Beweis iſt wie in (6.). 


8 . Es laſſen ſich unzählig viele gleichſeitige Figuren, 
deren —8* oder Umfang gegeben iſt, zeichnen. Denn 
wenn man irgend eine gleichfeitige Figur” gezeichnet hat, 
fo verbale fich ihr inhalt zu dem gegebenen, wie das 
Quadrat einer ihrer Seiten zu dem Quadrat der gleichnas 
migen Seite in der ähnlichen Figur von dem gegebenen 
Inhalte. Ihr Umfang verhält fich zu dem gegebenen, . 
wie eine ihrer Seiten zu der gleichnamigen in der ähnli⸗ 
hen Figur. In dem Artikel, Kreis, wird gezeigt, daß 
die gleaichſeitige Figur mit dem tieinften Umfange oder dem 
größten Inhalte eine reguläre ift. 
Man har hier ein Benfpiel von einem Minimum 
minimorum und. Maximum maximorum, 


9. Ein Kreis, deſſen Mittelpunet C ift (Fig. 68.), 
iſt nebit zwey Puncten A, B, aufferhalb defjelben, gegeben. 
Die Summe der geraden dinien AD, BD, welche von A 
und B nach einem Puncte des Umfanges des Kreifes ges 
zogen werden, iſt am Fleinften in dem Puncte D, wo die 
Winkel ADC, BDC, ftumpf und gleih groß find. 
Umgekehrt, die Winkel ADC, BDE find glei, wen 
bie Summe AD+BD ein Kleinſies iſt 
Denn man ziehe durch D die berührende EF, und 
an irgend einen Punct des Umfanges P vie tinien AP, 
. BP. Die legtere ſchneide EFinQ, Nun iſt AD+ 
BD fleiner ais AQ +BQ, alfo noch vielmehr Eleiner 
als AP -- BP, — ‘Der umgekehrte Sag wird — 


leicht erwieſen. 


10. Die Summe der geraden Linien, welche von 
den Puncten A und B an einen Punet auf dem Umfange 
. des um den Mirtelpunet C befchriebenen Kreifes gezogen 
erden, ift am größten, wenn, wie in (Fig. 69.), Die 
fpigen Winfel ADC, BDC der Unien AD,BD mit_ 
dem — CD gleich groß find, 
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0, Man ziehe nach irgend einem Punete P des Lime 
fanges die geraden AP, BP, welche ven Umfang in’ Q, R | 
fchneiven. Die Linien AD, BD fdhneiden denfelben in 
F, G, und der Durchmeffer duch D treffe ihn in E, 
Serner ſey durch die Puncte D, P die gerade MN gezo⸗ 
gen. Zuerſt iſt hzu zeigen, daß der Unterſchied der Winfel 
ADM und BDN größer iſt als der. Unterſchied von 


APM nnd BPN., 


Der Winfel ADM hat zum Maaße die halbe 
Sunmme der Bogen DF + DP, weil det Nebenwinkel 
Sum Maaße bat 4 (EF+ EP) Das Maaß von 
BDN iſt GP; und von dem Unterſchiede ADM — 
BDN die halbe Summe von DF+ DP—GP, Da 
'EF=EGif, pßif DF=DP-+PG, alfo iſt von 
ADM-—RBDN das Maaß der Bogen DP: | 
Kerner ift von dem Winfel APM das. Maaß die 
Hälfte von DF+ FQ, oder die Hälfte von DP-+-PR 
RG-+FRQ, ſo wie vom Winfel BPN die Hälfte von 
DP-+PR; alfo von dem Linterfchiede, APM—BPN 
die Hälfte von FQ-+ GR. Es ift aber FQO<DP,, 
und GR<{DP. Denn indem Dreyeif APF ift Win: 
fl APF<äuffere DFP, alfo Bogen FO < Bogen, 
DP. ben fo ift in dem Dreyef BPG der Winfel 
BPG auſſere DGP, und Bogen GR < Bogen 
DP. | on 
Folglich ft ADM—BDN>APM—BPN, 
“Daraus folge, daß AD-+BD>AP + BP ft, wel 
ches ſich aus dem Beweiſe des ©. 1. leicht herleiten laßt. 
Se weiter in Fig.66, der Punet P von dem Puncte C 
(dem Puncte der, Fleinften Summe der Linien AC,BG, 
und der aleichen Winfel ACD, BCE) abrückt, deſto 
größer wird die Summe der !inien AP, BP, und die. 
‚ Ungleichheit ver Winfel APD,BPE,  °W—_ - | 
72. Innerhalb eines Dreyer! ABC, worin Fein 
Winkel größer als $R oder 120° ift (Fig. 70.), feyn nach 
einem Punete D von den Winfelpuneten die geraden, AD, 
BD, CD gejogen: wenn ihre Summe ‚ein Kleinftes it, 

fo find die Winfel ADB, BDC, CDA gleicy groß. 
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Es fen CD eine der dren Linien, welche Die kleinſte 
"Summe geben. - Mit dem Halbmeffer. CD befchreibe 
man den Kreisbonen. MN, fo liege auf diefen der Punet 
D fo, daß die Summe AD -+-BD ein Kleinſtes iſt. 
Folglich ſind die Winkel, ADC, BDC, aleıch groß. 
— BD eine der drey Linien, welche die kleinſte Summe F 
ausmachen, ſo if BDC=BDA, alſo find alle drey 
Winkel um D gleich groß. F 
12. Unter allen Dreyecken, die in einen Kreis ein: 
gefchrieben werden können, ift das gleichfeitige dag größte. 
Denn man zeichne Über irgend einer Chorde des 
Kreiſes ein gleichſchenklichtes Dreyeck, ſo iſt diefes größer 
als jedes andere über derſelben Chorde ih dem Kreiſe bes 
fehriebene, weil es die größte Höhe hat: Soll dieſes 
Dreyeck zugleich das größte unter allen in dem Kreife bez 
fchriebenen Dreyecken ſeyn, fo muß die vorher als Gründe 
linie angenommene ©eite jedem der beiden gleichen Schen⸗ 
kel gleich feyn, meil font über einem dieſer Schenfel noch 
ein größeres gleichfchenflichtes State hätte, | 
Eine andere Beweisart iſt zu finden in einer Abs 
handlung von John Stedman: Of triangles defcribed 
in circles and about them, Phil, Tranſ. 1775; 
. 296. — an ES 
en In dem Dialog, Meno, bon Plato, Kap, 22: 
fommt ein Beyſpiel aus der Geometrie vor, welches mit 
dem jetzt eben bewiefenen Sage zufammenhängt: Go: 
Frates führt an, daß die Geometer oft zufolge einer Vor— 
ausſetzung ihre Unterfuchungen anſtellten. Wenn 3.2. 
gefragt würde, eb in einen gewiſſen Kreis ein gewiſſer 
dreyſeitiger Raum (xXwpiov Torywvov) eingetragen 
werden Fonne, fo würde der Geometer etwa antworten, 
ich weiß es noch nicht, ob der gegebene Raum dazu geeigs 
net fey, aber ich. glaube dazu eine vorbereitende Voraus: 
feßung machen zu fünnen. Was nun folgt, ift ganz uns 
verſtändlich, und hat den Philologen viele Mühe ohne 
Erfolg gemacht. Wenn die Einzeihnung, des Raums 
in Fovm-eings Dreyecks gemeynt iſt, fü bedarf es ge 
| | y | ze 


Ri 
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Feiner hypothetiſchen Unterſuchung, fondern die beſtimmte 
Antwort iſt: Ein Dreyecf von’ dem gegebenen Inhalte 
läßt ſich in den gegebenen Kreis einzeichnen, wenn es 
nicht größer ift als das gleichfeirige in dem Kreife bes 
fchriebene Dreyeck. Man fiehr, daß Plato unfern Sag 
noch nicht gefannt hat, es müßte denn in dem gegenwär⸗ 
tigen Texte etwas aitagelaffen feyn. 

13. Unter allen Vielecken mit gleich vielen Seiten, 
die in einem Kreife befchrieben find, ift dasjenige, welches 
den groͤßten Flächenraum hat, ein gleichſeitiges. 

Denn man ſchneide im dem größten dieſer Vielecke 
zwey neben einander liegende Seiten durch eine Diagonale 
ab, ſo müſſen jene beiden Seiten gleich groß ſeyn, weil 
ſonſt ſtatt des abgeſchnittenen Dreyecks ein größeres in 
dem Kreisabſchnitte geſetzt werden könnte. Darum müſ⸗ 
ſen alle Seiten ſich gleich ſeyn. 

14. In dem Dreyeck ABC (Fig. 71.) ift aus 
einem Winfelpunete C nach der Mitte D der gegenüber 
liegenden Seite AB die CD gezogen. Diefe werde in 
E fo getheilt, daß RC 2EDift. Aus E befchreibe 
man nit einem willführlichen Halbmeffer EF einen Kreis, 
und nehme auf defjen Umfange einen Punet F, nad) wel; 
dem von A,B,C die geraden, AF, BF, CF, gezogen 
werden, Es tAF+BP+-CF=ABx AD 
+-CDx<CE+3EF, 

Denn erfilih iſt AFF+BF a2 A D? 4 2 Dre 
Dreyechk, 24.), und daher “ 

AFP +BE+HCP—=2AD+2DFR CH, 

Nun ziehe man FG fenfrecht anf CD, fo ift, in 
bein Falle der Figur, (Dreyeck, 20, 19.), 

Ä CRr=CE-+EF-+2CEX<EG, 

DFE+2EDxEG = DE-+EF, 

Da CE = 2ED genommen ift, fo ift CEEG 
—4EDXEG, un es entſteht aus den beiden Glei⸗ 
chungen durch Addition und Subtraction dieſe, | 


C®+2DE=CE'+aDE+3EE.. 
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Nun iſt, zuſelge der Vorausſetzung, daß CHR = 
öDE iſt, CR Z4DE!, und 6DR—=3DEX 
aDE—=CDACHE, alſo if | 

, c(P+.2DP=Z CDx<CE + au, 
Dadurch iſt 
AM +BEP+CF=aAD! LEDSCE +3EF®, 4 

Setzt man noch AB flat 2 AD, ft 2 AD’ — 
AB><AD, und es wird nun die in dein Satze aufgeſtellte 
Gleichung erhalten. 

Für jede Lage des Punctes G wird biefelbe Glei⸗ 
hung gefunden. Bleibt G auf der Seite don E vie in 
der, Figur, fo bleibt alles in dein Beweiſe ungeandert. 
dient G- auf der. andern Geite von E, ſo veränderh 
»CEXEG un 2EDX<EG nur ihre Beziehungen, 
heben fi fich aber ebenfalls. einander auf: 

Die Gleichung, CF? + DF®=-CDS<CEL 
3EF?, die in dem Beweiſe gefunden ward, laßt ſich au 
aus einer Der arithmetiſchen Gleichungen (Dreyeck, 26.) 
herleiten, wobey man-zu dem Beweiſe des gegenwartigen 
Satzes die ſenkrechte FG zu ziehen nicht nöthig hat. | 


15. Zieht man von A, B, C, nach dem Puncre U. 
die geraden AE BE, CE, fo ift die Summe ihrer Quae 
drate, AE? + BE? 4 CE®, ein Kleinft:s, und S 
AB<AD+CDXCE: 

Denn für jeven andern Punct P it die Summe 
der Quadrate noch um 3 EF? größer als die Summe det 
Rechtecke ABAD CDXCE. 

Der Punet E ut der gemeinfchaftliche Schwerpunet 
der drey Puncte A, B, C als ſchwer betrachtet, 

Bey mehr als drey Puncten findet eine ähnliche 
Relation für die Quadrate der von ihnen nach ihrem 
N. gesögenen — ſtatt. ©. Kreis. 


ähnlichen Grafen, und mi era Summe dei 
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Geitenflächen, hat das fenfrechte die größte Höhe oder 

‚den größten Inhalt. | | Ä 
17. Unter alten gleichnamigen fenfrechten Prismen 

son gleicher Höhe, über einer der Größe nach; gegebenen 

. Orundfläche, hat dasjenige Die kleinſte Oberfläche, deſſen 


Grundflache eine reguläre Figur iſt. | 

18. Unter allen gleichnamigen fenfrechten Prismen 
von gleicher Höhe, deren ganze Oberfläche diefelbe iſt, iſt 

basjenige Das größte, welches zur Grundfläche eine regu= 

lare Sigur hat, | \ 

19. Unter allen fenfrechten Parallelepipeden von gege⸗ 

benem Inhalte hat der Würfel die Fleinfte Oberfläche, und 

umgekehrt, unter allen folchen Körpern mit gleicher Obers 

fläche hat der Würfel den größten inhalt‘ 


20. Der fenfrechte Eylinder, deffen Durchmeffer 
feiner Höhe, gleih ift, hat eine Eleinere Dberfläche 
(frumme mit den Grundflächen) als jeder andere, ihm 
gleicher fenfrechte; aud it jener größer als jeder andere 
fenfrechte, der gleiche Oberfläche mit ihm har. 


— 21. I. Unter allen gleichnamigen Pyramiden von. 

gleicher Höhe, über Grundflächen von gleichem Inhalte 
und Umfange, bat diejenige, in welcher alle. Seitenflachen 
‚gegen die Grundfläche gleich geneigt find, die Eleinjte Obers 
flache zwifchen den Geitenlinien., . 

II.. Unter allen gleichnamigen Pyramiden, die über 
Orundflachen von gleichem: Inhalte und Umfange ftehen, 
und an welchen die Summe der! Oberflächen zwifchen den | 
Ceitenlinien gleich groß iſt, bar diejenige, in welcher die 
Seitenflachen gegen vie Grundfläche gleich geneigt find, 
den größten Inhalt. en Ä Ä 

III. Unter allen gleichnamigen Pyramiden, von 
gleicher Hoͤhe über Grundflächen gleichen Inhalts, mie 
gleichen Meigungswinfeln ver Seitenflächen gegen die 
Grundfläche, hat diejenige, deren Grundflache eine reguläre 
Figur iſt, Die Eleinfte Oberfläche zwiſchen gen Seitenlmien. 
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Man bemerke, daß in einer Pyramide, deren 
Grundfigur um einen Kreis beſchrieben werden kann, die 
Seitenflachen gegen die Grundfläche gleiche Neigung bar 
ben, wenn der Grundpunct der Höhe in den Mittelpunct 
| des Kreiſes fällt, = 


22. Das, reguläre Tefraedron hat unter allen drey⸗ 
ſeitigen Pyramiden von gleichem Inhalte die kleinſte Ober: 
fläche, und unter allen dreyſeitigen Pyramiden mir gleis 
cher Oberfläche (aller vier Flächen) den größten Inhalt. 


23. Die Beweiſe dieſer Saͤtze, welche bier ſich 
nicht wohl geben Tiefen, finden ſich in einem den Liebhar 
bern der feinern Geometrie ſehr zu empfehlenden Werke: 
De relatione mutua capacitatis et terminorum figu- 
rarum, geometrioe confiderata, auct, Sim. L’Hui- 
lier. Varfaviae 1782. 285 pagg. m-4: Emen Nuss 
zug der vornehmiten Sätze mit den Beweiſen hat der Ver: 
fafjer feiner Polygonuvmetrie, ou de la mefure des 
figures rectilignes, à Geneve.et Paris 1789. bey: 


' 
x . 


I. Analptifche Methoden für Functionen von einer 
Ä veränderiichen Größe, 

24. Die einfachſte Function, für welche ein Größs 

tes oder Kleinites Start finder, iſt dieſe, ax —bx-+e, 


deren beranrerlicher Werth durch u bezeichnet werde , fo 
daß ax⸗ — xXCc Zu iſt. Oder es iſt 


5: —, alfo (Gleichung, 33.) 


Porz 
— b v.(— — 


— 











2a 4 aa a 

Damit x möglich fey, muß bb—4a (c-u) pofifib ſeyn, 
aac—bb 

das if, es muß ſeyn u> oder = —.. Da 


| 4a 
Eleinfte Werth, den ein voſitives u haben kann, iſt alſo 
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—bb- j b: 
ER —. Für dieſen Werth von a iſt x — ‚da 


die Große unfer dem Wurzeljeichen =oift. Sta poſi⸗ 
tin, und iſt gac— bb es auch, wie ed aus einem poſiti⸗ 
ven u folge, fo hat die Sleichung, ax—bxte = % 
keine mögliche Wurzeln (Gleichung. 36.), 

Soll u negativ ſeyn, fo it x — 





b bb c+u 

— + | — \ 

ro GM ae und der größte Wach, 
| bb— ac 

den u, gbfolye genommen, haben Fann, iſt — a 


| b 
Für diefen Werth von u its x* 77* und die Glei⸗ 


hung, ax —bx + c—= 9, bat zwey mögliche Wur⸗ 
zeln. 

25. Wenn die Gleichung, aa —bx+ce=o,, 
feine mögliche Wurjeln bat, fo iſt ihr Werth immer po⸗ 
ſitiv, was man auch für x ſetzen mag (Gleichung, 46.). 
Für fehr a pofitive oder negative x in Vergleichung 


mit — und — ift der Werth der Gleichung groß, und 


— bey * Verminderung von x ab, bis zu einer ge⸗ 
wiſſen Granze, dem kleinſten Werthe ber Gleichung. 
Hat die Gleichung zwey mögliche Wurzeln, ſo wird 


ihr Werth, wenn x zwiſchen dieſen Wurzeln genommen 


wird, negativ (Gleichung 45.), und nimmt vono an 
zu bis zu einer gewiffen Granze, dem größten negativen 
Werthe, um von da an wieder bis zu o abzunehmen. 


26. Erempel. Eine gegebene Zahl (oder Linie) 


in zwey Theile zu theilen, fo daß das Product der beiden 
Theile ein Größtes ſey. — Die Zahl fey a, der eine 
Theil x, fo ift der andere a—x, ihr Product Zax— 
xx. In der Aufloſung (24.) iſt für a, b, c zu ſetzen, — 

13 — a3 0, und ſo iſt hier der zweyte Fall, da die 
Gleichung, AKT-ERZO, oder XX— ax oo zwey 


a 
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mögliche Wurzeln, zo und x—a, hat. Der größte 
Werth von xx—ax it — — Faa, bon ax—xx 
alfo + aa, und der jugehörige Werth von x %a, 


27. Exempel. Eine gegebene Zahl a in drey Theile 
fo zu theilen, daß zwey derfelben das Verhãltniß m: n 
haben, und die Summe der Producte aus je zweyen ein 
Größtes ſey. 

Die beiden erſten Theile ſeyn mx; nx, ſo iſt der 


dritte — — (m+n)x, und die Summe der Pros 


dute=(m-+-n)ax— (m+mn-+n?)x*t, De 
größte Werrh diefer Summe ift — 


(m--n)!aa (m-+-n)a 
ö(mm+-mn+nn)" 
28. Die allgemeine Methode, für jede Function 


mm+mn-+ nn)‘ NZ 


einer beränderlichen x den großten oder Fleinften Werth 
der Function nebft dem zugehörigen von x zu finden, bes 
ruhe auf folgenden Betrachtungen, 

Es fey u eine Function von x. Der pofifive 
Werth von u nehme um Au zu, wenn der pofitive Werth 
yon x um m Ax fi) verändert. In dieſem Falle iſt der 


Au 
Quotient F poſitiv. Für einen andern Werth von x 


nehme u um Au ab, wenn x um Ax zunimmt, fo ift in 
Au 
dieſem Falle der, Quotient ei negativ. De erflere Werth 


von x ſey kleiner, als der zweyte, fo zeigt die entgegenge⸗ 
ſetzte Beſchaffenheit jener Quotienten an, daß zwiſchen 
beiden x ein Werth von x liegt, für welchen die. Funetion 
a ein Größtes iſt. Iſt der zweyte Werth von x Fleiner 
als der erfte, fo liege jwifchen den beiden zugehörigen 


Werthen der Funetion a ein Fleinfter Werth derfelben, 


Es fönnten mehr als ein Größtes oder Kleinftesywifchen 


. jenen Werthen von u liegen; hier ift es aber nicht nöthig, 


Darauf zu achten, < 
Zu demjenigen x, für melches der Übergang zum 


— Sentgeaengefrgten geſchieht, gehört Der größte oder ae 


& 
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Werth ber Function u. Um dieſes x zu beftimmen, — 
der Werth des Quotienten *. der ſich aus der Be⸗ 
ſchaffenheit der‘ Function u ergiebt, Null geſetzt werben. 
Wenn = —oift, fo ift diefer Quotient weder pofitib 


noch negativ, und macht den Übergang zum Entgegen⸗ 
geſetzten. Da aber verfelbe für endliche Veränderungen. 
von xX und u u entweder pofitib oder negativ iſt, fo kann 
man nur den erften Theil diefes Quotienten, den von den 
Veranderungen unabhängigen Theil Null fegen, das iſt, 
- u o nehmen, Die Öfeihung für x, welche hieraus 


2 


entſſeht, giebt denjenigen Werth von x, zu welchem der | 
‚ größte oder Fleinite Werth von u gehört, vorausgeſetzt, 

daß ein folcher Werth Statt hat. Denn es fommt aller: 
dings noch sugleich auf die Beſchaffenheit des ganzen 


Au 
zweyten Theils von — an, ob dieſer Quotient für die 


- auf beiden Seiten jenes x liegenden Werthe, x — Ax 
und x + Ax, entgegengeſetzte Beſchaffenheit habe. 
"29. Es ift nach dem Taylorfchen Lehrſatze, (Diffe— 


renzenrechnung, 38.) 


ou Su Axt 
ul-Auzu+r_-, Axt, — 
Tr Pax = tr 6.3 
8u Ax Hu Axt " 
— — —* etc, 
312 gen 


wenn a. DO. für fx,u,f(x-+u) gefetst werden u, 
Ax,u-+ Au. 
Setzt man für die Differential : Quotienten nach 
ihrer Drönung, p, q, F, 5, etc, fo iſt 
ıl 
- = Pp +344x 4 zZräax’+ 3754&x° 4 etc, 


Man fege nun po, und es fey für einen dadurch 
erhaltenen Werth von x, der durch x! ausgezeichnet werde, 


Größtes und Kleinftes. 665 


nicht q 7 0, fo ift für dieſen Werth von x die Junction 
— u ein Größtes, wenn. q negativ it, ein Kleinftes, 
wenn q poſitiv iſt. 

Denn erftlich f nd. für entgegengeſetzte Veranderun⸗ 
gen von x’ die Werthe des Quotienten Au :-Ax entge⸗ 
gegenfeßt,. da Ax fo Flein genommen werden mag, daß 
die lieder ZzrAx* und alle folgende zufammen nicht mit 

Zq4Ax verglichen werden können, und. daher die Beſchaf⸗ 
fenheit jenes Quotienten zu änbern nicht vermögen. Zwey⸗ 
tens gehört bey einem pofiriven Werthe von q der poſitive 
Werth von Au: Ax zu einemx, das größer iſt als x“, der 
negatine Werth diefes. Duorienten zu einem x , das kleiner | 
als x’ ift; umgefehrt bey einem negativen Werth, von g, 
wenn beidemahi u poſitiv iſt. Daher iſt zufolge der Ber 
merkung in (28.) der zu x’ gehörige Werth von u in dem. 
erſtern Falle ein-Kleinftes, ih dem andern ein Größtes. Ä 

"30, Oder noch deutlicher; Es iſt, wenn = ® 
genommen Bun 
Bu = #gAx’ + IrAx5 + „u5Axt + etc, 

Sg pofitiv, ſo ıft +u+ Au größer als + u, 
man mag x’—+Ax oder X — Ax flatt des x‘, wozu u 
gehört, fegen, wenn x unbeftimmef Flein genommen wird, 
ei ft aber q negativ, fo ift Au uegativ,-man mag Ax 
additiv oder ſubtractiv nehmen. In dem erſten Kalle, iſt 
daher + u ein Kleinſtes, in dem andern ein Größtes, 


5, Wäre der zu x’ gehörige Werth von u negativ, fo 
iſt * abſolute Werth dieſer Funetion für ein poſitives q 
ein Größtes, für ein negatives g ein. Kleinſtes. 


31. Um beide Faͤlle unter einer Regel zu begreifen, 
laſſe man auch hier den in dem Artikel, entgegengeſetzte 
Größen, erklärten analytiſchen Sprachgebrauch. gelten, 
nach welchem — a — b für kleiner als —a gehalten wird, 
wenn a und b bloß die Duantität bedeuten. Dann uf 
—u-+ Au größer as —u, und — u — Au fleiner ala 
— u, und bie Regel bleibt, daß ein pofitivesg 
ein Kleinftes, ein negatives q ein Größtes 
anzeigt: Iſt u negativ, fo iſt es, abſolut genommen, 
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oder der Ditantität nach, für -+q ein Größtes, für —g 
ein, Kleinites. 

32. Es fen nebft p=9 auch g=o, aber nicht 
'r==o, fo ift der zu x’ gehörige Werth von u weder ein 
Größtes noch ein Kleinites. Denn da nun iſt 

Aum +$rAxd + zgs5Axt+ etc, 
fo iff, für unbeſtimmt fleine Ax, vie Veränderung Au 
von entgegefegter Beſchaffenheit, fo daß für x—Ax, 
x',x’+Ax, die Werthe der Function fid u +tAu,u, 
u F Au, daher die Werthe der Funcrion entweder zuneh⸗ 
mende oder abnehmende find. Die beiden durch Au bes 
jeichneten Beränderungen Fonnen ungleich fenn., 


33 St net p=o, um 9=0%, auh ro, 
aber nicht s —o, fo iſt die zu x’ gehörige Funetion u ein 
Größtes, wenn s negativ iſt, ein Kleinſtes ‚ wenn s po⸗ 

ſitiv iſt. 
| Auf diefe Arc ift ein Größtes oder Kleinſtes vorhan⸗ 
den, wenn in der Reihe der Differential: Duotienten, der 
eufle,; welcher nicht = o iſt, von einer geraden Ordnung 
ift; Fein Größtes oder Kleinftes in dem ni 
Sale. 
34..&8 feg ı nun 
n=x” Tax”” — bx"”: + cxa” 5.... 4 gx⸗ 
+hx+k, 
wo die Coefficienten auch entgegengefegte Werthe haben 
mögen, und m eine ganze Zahl iſt, fo if (Oifferenrialfa- | 
meln, ı.) 
-Qu= — m— ı)ax®® + (m— 2)bxms 
+(m— 3) cx”- 4,...28xX+h)0x, 
und die Werthe derjenigen x, flir welche u ein Größtes 
oder Kleinſtes ift, find die Wurzeln der Gleichung, 
Pozzmx"rıt (m— r)yax®72 - (m—2)bx®3 
+ (m—3)exa”4. + 28x-+h.. (N. 
35. Wenn die Gleichung, 
ze x" + ax"nı + bx®nt  ox®7 
1 + h X 7 k (M) 
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alle Wurzeln möglich und ungleich find, fo hat die deri⸗ 
virte Gleichung (N) m — ı mögliche ungleiche Wurzeln, 
für deren jede ein abfolutes Größtes der Function u Statt 
hat. Denn es feyn a, 3 zwen nächite Wurzeln der Gleis - 
chung (M), fo nehmen die Werthe se wenn für x 
eine Meihe Werthe von « bis 8 fo gelegt werden, ton,a 
bis zu einer gewiflen Gränze zu, und darauf ab bis zu 
Null. Die größten Werthe der Gleichung find abwechz 
feind pofiriv und negativ, Die negativen werden nach 
(31.) als Kleinfte betrachtet. n 


36. Hat die Gleichung (N) eine oder mehrere 
- Wurzeln, ju welchen in der Gleichung (M) abfolute Klein: 
fte, pofitive oder negative, gehören fo hat die Gleichung 
(M) eben fo viele Paare unmöglicher Wurzeln, Denn 
in einer Gleichung mit lauter möglichen ungleichen Wur⸗ 
zeln finden Feine abſolut Kleinſte ſtatt (35.). Das kleinſte 
Größte iſt = o, in dem Falle, da die Gleichung (N) eine 
Wurzel mit (M) gemein hat. Alsdann find jwwen Wur⸗ 
zeln in (M) gleich groß. Milan mag fich diefes Durch eine 

Zeichnung erläutern. Wenn in Fig. 28. Tab. II. Th. J. vie 
Abfeiffenlinie für die Curve, welche eine Gleichung vom 
bierten Grade abbilder, überhalb des Puncrs b, parallef 
mir XY läge, fo würde der Werth der Gleichung in dem 
Puncte b abfolue ein Kleinites feyn, die Abſciſſenlinie 
fchnitte die Curve nur zweymahl, und die Gleichung harte 
nur zwey mögliche Wurzeln. ‚Säge die Abciffenlinie, 
parallel mit XY, unter d und c zugleich, fo enritänden 
zwey abfolute Kleinfte, und die Gleichung Härte gar Feine 
mögliche Wurzeln, Berührte fie die Curve in b, fo hätte 
die Gleichung zwey gleiche und. zwey ungleiche Wurzeln, 

37. Die Gleichung (N) babe zwey gleiche Wurzeln, 

a, a, und das Aggregat ihrer Glieder ſep = (x—a)’P, 
wo P das Producer der übrigen Wurzelfactoren ift. Da 
. 2. = Feet geſetzt iſt, fo iſt — oder = 


3&“oP+ — —— — — und beide Quet enten h ſind 
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— o für den Werth a von x, ae der drifte Differen 
2 u J 
tial⸗Quotient — oder r iſt niht = =®, In dieſem 
Falle iſt alſo fein Größtes oder Kleinſtes für x—«, wo⸗ 
durch po iſt, vorhanden. Es ſchließen ſich nun ein 
Größtes und ein Kleinſtes in Fig 28. Th. I. an einander, 
oder zwey Biegungen der Eurve fallen zufanımen. Der 
Punct, mo fie zufammen kommen, it ein Wendungs— 
punet. Sat die Öleichung (M) nicht den Factor (x—a)?,- 
” oder drey gleiche Wurzeln; fo har fie wegen des hier anges 

nommenen Sreignifjes zwey unmögliche Wurzeln.“ 


38. Die Gleichung (N) habe drey gleiche ur: 
du . 
jeln a, ober es fey p, das if, — (x—a)P, fo 


—— 3(x—e)’P-+ Rmet.ni 


— — 
— +, ; 





Es ift alfo mit p=o, fürx=a, zugleich — 
und — 0, aber nicht s—o, alſo iſt nun ein Groͤßtes 
oder Kleinſtes vorhanden. In Fig. 28. ſchließen ſich 
zwey Groͤßte (Kleinſte) und ein Klenſtes (Größtes) an 
einander, oder Drey Biegungen der Curve fallen zufammen. . 
Der Punet, wo fie zufammen fommen, heißt ein 
Schlangenpunct. Sat die Gleichung (M) nicht vier 
gleihe Wurzeln a, fo hat fie, wegen des bier angenom⸗ 
menen Ereigniffes zwey unmögliche Wurzeln. 


Überhaupt, wenn die Gleichung (N) eine gerade 
Anzahl gleicher Wurzeln, a, bat, fo entftehr kein Größ⸗ 
tes oder Kleinftes für x—=a aus der Gleichung (M); bey 
einer ungeraden Anzahl aber ift ein einziges Größtes oder 
Kleinftes für x = a vorhanden, 


39, Erempel, I. Es fey u=xr—axtb, fo 
ftp=2x-a, und g=+2. Kür po it x — 
48, ud u — — zaa+b. 
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Iſt dieſer Werth poſitiv, fo iſt er (wegen q — 
+2) ein Kleinſtes, auch der abſoluten Größe nach; iſt 
er negativ, fo iſt er ein relatives Kleinftes, das iſt, abfos 
lut ein Größtes. - In jenem Falle hat die Gleichung, 
u=o, feine mögliche Wurzeln. (Beral. 24.) 

40. Exempel IL. Es ſey u ax! 4 bx 
—C, ſo iſt u. | . 





ou | 
52 — 3x— 2ax-+ec; 
. 0X Ri 
en | — 
5 z — 6x—24. 
= 


‚Die Sleihung, , 3xx=2ax-+b, giebr die 
Werthe von x,. = ei u ein Größtes oder Kleinftes : 
iſt. Es iſt x — JFV (aa—3b), und dadurch 
g=—+2Yy(a: — 3 — Sind beide Werthe von u fuͤr 
dieſe Werthe von x gleichnamig, fo har die Gleichung, 
u-o, zwey unmbglihe Wurzeln. Sind fie ungleidy- 
namia, fo hat fie drey mögliche Wurzeln. Iſt aaza, 
fo it q=.o, und es ift gar ‚Fein Größtes oder Kleinftes 
vorhanden. Die Sleihung, u 0, hat in diefen Falle 
auch zwey unmögliche Wurzeln, wenn nicht cz a? iſt, 
wodurb u — (x - Ja) wird, Iſt at<zb, fo hat 
ſelbſt die Gleichung, p = o, feine möglichen Wurzeln, 
und dadurch har die Gleichung, u=o, aud zwey un⸗ 
mogliche. (Vergl. Gleichung, 68, 69.) | 


Der größte und kleinſte — von u ſind, 
ga’ -ab 
um — -——ct — aa—3b) 
27 * 3 27 
wo das obere Vorzeichen den kleinſten Werth das untere 
den größten Werth giebt, 
41. Erempel IL. Es ſey u — x— 5% 


| ax 2x4 12, io iſt 


ou 
Fuel 5 lee} *— 44 Km 245 


J 
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U. N... * . 

a 12% — F 

Die — der Gleichung," 

| — 4xs - D4x’-- 44X— 24, 
oder en 11x—6, 
ſind dig Werthe von: x, ‚zu welchen größte oder Fleinfte 
Werthe von u gehören, Diefe Wurzeln find, 413 4 
23 +3 Die dazu gebörigen Werthe von u find + 35 


| u 
4597; pie don — oder g find +85—45 8. 


Alſo ift + 3 ein Kleinftes; — 4 ein Größtes, ind — 97 
ein telatives Kleinſtes, das ift ein abſolutes Großtes. Die 
Bleihung; u=o, hat zwey unmögliche Wurzeln. 


| 42. Aufg. Zu finden, welches ünfer allen in‘ einem 
Kreiſe eingefchriebenen Rechtecken das größte iſt. 
Der Halbmeſſer ſey = a, die eine Seite — 2 x, 
ſo iſt die andere = 2Y(aa — xx), und der Anhalt des 
Rechtecks — 4x V (a— xx) Man ſetze u — 
xVlaa—xx), oder unSa axx-x“. Aus der letztern 
Gleichung iſt p — 2 aax—4 3, und g—=2aa—ı2x", 
Die Öleihung, p=o, giebt zaa= 4x*, und daher 
ft qg= — 444a. Alſo iſt das Quadrat das größte unten 
‚allen in einem Kreife eingefchriebenen Rechtecken. > 
42. Aufg. Wenn xx +yyZoaa, zu finden, 
für, welche Werthe von x und y das me xyy ein 
Größtes iſt. ee Se 
Es ſey u — xyy= x ee), fo iſt 
| | u 
em aa—3x°, und 2 - — — Es if alfo u ein 
Größtes, wenn xx = taa iſt. Dadurch iſt yy — 
Zaa, folglich zXx Y12, und x: wie5; 1 
in den Fleinften Zahlen. 
Verhalt fich die Stärfe zweyer Bolken von gleicher 
Jänge wie Das Producer aus der Dicke in das Duadrat der 
Hohe, ſo iſt der ſtarkſte Balken, der aus einen gegpbii 


Größtes und Kleinftes. 671 
nen runden Stamme gefehnitten werben kann, derjenige, 
an welchem die Dicfe und Höhe das jetzt gefundene Ber: 
hültniß haben. Der Durchmeffer des Stammes ift a, 
Theile man denfelben in drey gleiche Theile, errichtet über 
dem einen Theilungspunete eine. fenfrechte bis am den 
Kreis, und zieht nach. dem Endpunete derfelben von den 
Endpuneten des Durchmeffers zwey Chorden in dem Halb 
freife, fo haben dieſe das Verhältnuß i : V2. ©. Bes 
Jidor Science des Ingenieurs, L,IV, ch 2. 
| 43. Aufg. Dos Verhältnifi des Halbmeffers bon 
der Grundflache eines ſenkrechten Kegels zu ſeiner Hohe 
zu finden, wenn bey einem gegebenen Inhalte die krumme 
Oberflache ein Kleinſtes iſt. = 
Der Halbmeffer der Grundfläche fey = x} bie Höhe 
des Kegels —* ſo iſt der Inhalt — xXx? yz die krumme 
Oberflache = rxV (xx+yy) Es iſt alſo x°y eine 
gegebene Größe, und xy (xx+yy) follein Kleinftes 
ſeyn. | 
| Es ſey xky — a, und uexy(kk +yYy) 


| | aa ou 22° 
UF a em 4. = — — ) 
ſoiſt + EL und 5x — =)” 


‚aan = F * 
(6 —) 1 Dieſer Quotient iſt = o, wenn 


1 


24 
4x5 oder, wenn ax —ar Daxty!—as 
> 


ft, fte®=y®, wenn die krumme Oberflache ein 
Kleinſtes iſt. 

Daß die Oberfläche ein Kleinſtes it, erhellt folgen⸗ 
dergeſtalt. Es ſoll u —XVGX- —* ein Kleinſtes 


aa , 
ſeyn, alſo iſt m ah u? ext ey rt — 


95. ur 2aa 

Nun ift -, re 
| x 

8 


und * - 5 13x + —-, Da biefer zweyte Dif⸗ 
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ferentinl3 Quotient poſitiv iſt, ſo iſt die Oberflaͤche ein 
Kleinſtes. 
. 244. Aufg. Das Berhältniß des Halbmeſſers von 
der Grundflaͤche eines ſenkrechten Kegels zu ſeiner Höhe 
zu finden, wenn bey einem gegebenen Inhalte die ganze 
Oberflache, (die krumme mit der ebenen Grundfläche) ein 
Kleinſtes iſt. 

Mit Beybehaltuns der vorigen Begeichnungen 
ift. der Anhalt = IZrxty; die ganze Oberfläche — 
axVY(xx+ —— Man ſetze xxy=a, und 
xy (xxHFyy)tr=Wwoey(kttay)trZu, 
fo foll u ein Kleinftes feyn, Dun iſt 


u Austpstange Hin Haase 





— 2448* — — 
und a8 * — — * — 2xy’0%, 
Dadurch iſt ur 
een. "rar, 


Seaeetzt man diefen Quotienten = =o, ſo iſt nach ein 
paar leichten Reductionen 


ot ont y® + 2 + äy) 


yazt = ay(ahay. 
Auf beiden Geiten quadrirt ‚ wird 
—43y zu 4ay = ax y* 
| Alſo iſt v8, 
und die Seite des Kegels = (43*. 
Daß die Dberfläche ein Kleinſtes iſt, erhellt, ohne 


den Werth von = u ſuchen daher, daß big Gränze 
boniu für ein nö großes Y alfe, unendlich kleines x, 
it xy oder — —, das iſt, ein unendlich großes. Die 


Oberfläche init folglich von einer gewiſſen Granze an 
immer zu, wenn die Hohe zumnimt. 


oder 
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Die kleinſte Oberfläche (krumme und ebene zufame 
„ men) ift = 4 7x 2 dem vierfachen von der Grundfläche; 
die Frumme alfo dreymal fo groß als die. Grundfläche, wo⸗ 
bey der Inhalt = 437 xVa iſt. 

45. Aufg. Eine Zahl a in Inden Tpeife zu iGeilem, 
fo daß das Produet aus der mten Potenz des einen Theils 
in die nte Potenʒz des andern Theile ein Größtes fey. 

Der eine Theil fen x, alfo bet andere a—x, und 
xeo— ou Es iſt 


au. * ee 2 
x B ; " — 
— (ma—mx—nx)x"-i (ex), 
ma 
Diefer Quotient wird — 0, wenn X — — — x 
n 


5; xm=ail Qu deitt eriten diefer Kerrhr gehört ein 
Größtes. Denn in.der Reihe der u liear derfelbe zwiſchen 
zwey Werthen, die = o find. - Zur Übung fute war 


ou 
den Wert —. — 
en Werth des Quotienten * Es if; 5 
| [—(m+n)x(a—x) | 


+ (m—ı)(ma—mx—nx)(a—x) 
| a u ee 


1 





* — ma na 
Gebt man hier x — alſo a — x — fe 
| * h m 4 n’ fi | m-+ n Y fi 

wird der zweyte und dritte Theil — o, und es bleibe 
du mm-ın"rıgmtnos 2 u 2 

EEE u er re — ie,e 

x? j (mn) +23 Da die, r er 
negativ ift, fo iſt u ein Größtes. \ 


46. Es feyn P und Q zwey Funetionen bon X, 
P | 

und u = Es ſoll der größte oder kleinſte Werth 
dieſer gebrochenen Function gefunden werden. Man _ 


ı oP-—— Po. ni 
nehme das Differential, da = ® 2 und 
Uu 





: ar 
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— a de. QOP—POQ _ 
feße den Quotienten * oder Ro = 
Es ift dadurch QOP—PIQ—o. Der Werth 
. bon x, den diefe Öleihung giebt, iſt derjenige, zu wel- 
chem ein größter oder Eleinjter Werrh ver gebrochnen Fun⸗ 
etion gehört. , J— 
Um zu entſcheiden, ob ein größter oder ein kleinſter 
Werth vorhanden ſey, ſuche man den Differential-Quos 
au | . Q9P—PoaQ ,.: ae . 
tienten · | De du = 7007 iſt, ſo if 
ern __29.(08P—P9Q) 2(g8P—PEQ)Q 
22 en 


6) 
Weil 5 = o. genommen wird, fo ift ber zweyte Theil 
Du dMdP—PaQ) _ 


an J Qgdxt | 
| — . Von der Defchaffenbeit diefes Duos 


tienten, nachdem er pofitiv oder negativ iſt, hängt es 
ab, ob die. Function ein Klcinftes oder ein Größtes ift. 
Da der Penner ein Quadrat ift, fo fommt es allein auf 
bie Beſchaffenheit des Zählers, QOP—PO*'Q, am 
47. Erempel. Zu finden, in welchen Fällen die 


2 3X xKX , = . — 
Formel, ——— ein Greg oder Kleinftes 





— 0, und es iſt 


wird. 
er ou 6xx—13 
siffhier — m 2 

Es ift Hier * —— und 

"u ı2x 2(6xx—ı2)(2x +3) | 
x: (XxX+3x+2)? — (xxt3xtx)5 

Du. J deu 

ſt — I 08 1 u —— 

Ji * >o ſo iſt xx a, um 


— 
—ñi—f 
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12x 








CET 
— mv: == 12V 217; ein Kleinftes, weil 
= oder q poſitiv iſt. Nimmt man ge — V⸗, ſ 
iſt u — — — 12 — ein Groͤßtes, 


dag negativ iſt, aber ein relatives, da es ſelbſt negatip 
if, alfo ein abſolutes Kleinſtes. Es iſt z. B. für 


xzm—4 ; um —35. 
x — v2; u=—33, 97. 
x —} ; u=—35. 


43. Es fen u eine vielförmige Function von 

x (Function, 9.),’und die Differentialgleichung wiſchen 

u und x ſey POx+Qdu=o, wo Pund Q Funetio⸗ 

nen von x und u find, auch P von x allein, und Q von u 
allein Sunctionen feyn können. 


du 
’ Man fege auch bier den Auotienten > — 0, fe 


iſt — 0. Dadurch iſt entweder P=o, oder Q 


unendlich groß. Diefes legtere hat nicht. Start, wenn 
die Gleichung zwiſchen x und u eine rationale ganze ift, 
weil dazu x oder u unendlich groß feyn müßten. Die 
Öleihung P = o verbunden mıt der Gleichung zwifchen 
xund u, liefert durch Herausfhaffung von u eine Glei⸗ 
Hung für x, deren Wurzeln diejenigen Werthe von x find, 
zu welchen ein Größtes oder ein Kleinjtes gehört.” Die 
größten oder kleinſten Werthe von u werden aus derjenigen 
Gleichung zwifchen x und u gefunden, worin bey dem Eli⸗ 
minationg» Proceß u nur noch in der eriten Potenz vors 
handen ift, welches alfo für jedes der aus der Endgleichung 
beſtimmten x durch einen einfachen Werth gefunden wird. 
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Es iſt darauf zu beftimmen, ob die gefundenen 
Merthe Größte ober Kleinfte fi nd. ar kommt wies 


derum auf die Beſchaffenheit von: * an. Die Glei⸗ 


hung ‚ POx+0Q2du —= o werde aufs neue differentürt, 
fo ift, wenn 9x als unveränderlich genommen wird, | 
Rox?-+59x9u+Töxdu+Vou+0Q% umge, 
wo Rdx und TOx die an von P und Qin ı 
Beziehung auf x allein find, S und V die Differentiale 
derfelben Functionen in Beziehung auf u allein. Da 


es = 0 gefegt iſt, fo ift 





ex 
2 | 
Röx + =o, oder 
u — Sue 


Man Biffeeentüre alfo die Kunction P aufs neue in Ber 
jiebung auf x allein, und dividire den Differentialfactor 
R dur Q. Iſt der Quotient fiir einen der gefundenen 
Werthe von x und das zugehörige u doſitiv, fo ift u ein 
Größtes; ift der Quotient negativ, fo ift u ein Kleinſtes. 

49. Exempel. Die größten oder Fleinften Werthe 
don u und die sugebörigen x zu finden, wenn he 
zaux+u? Zo, 

Es it bir PZ3xt—zau ; Q3u?— zax, 
Aus der Gleiching, P=o, folgt x⸗ au Der 
Werth von u in die urfprimgliche Gleichung ı gefest, giebt 
x— 23x30, Alſo iſt x — — und auch x’ — 


225. Der erſtere Werth giebt J — ‚, weldes 
oO 


ein enblicher Werth fenn kann, in welchem Falle Fein 
Grdfires oder Kleinjtes vorhanden ift. 


* Man fee für x eine fo Fleine Größe + h, daß ihre 
Potenzen meggelaffen ‚werden fonnen, wenn die Frage 


— 
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nur iſt, ob bie entgegengefeste Beſchaffenheit von hdie 
Werthe von u entgegengefegt mache, Aus den eriten- 


SE hh 
beiden Öliebern der gegebenen Gleichung folgt u = en 


+ etc, aus dem ömepten und dritten folgt u? — 3 ah 


-—+ etc., over u — ty (3ah + ete.). Da ver er: 
ſtere Werth von u pofitib, bleibt, es mag +h oder — h 


genommen werden, fo ift der Werth, u.—o, ein Klein— 
fee. Auch ift ben dieſer Form von u das verfchwindende 
P gegen das gleichfalls verfchmindende Q uñendlich Flein, 
Hingegen für u= + y (3ah + etc.) findet fein mög? 
licher Werth Statt, wenn h negativ genommen wird. 


Es find hier drey Kortfchreitungen der u (ander zugehöri⸗ 


gen Curie drey Zweige); eine derfelben hat die Form, 
uzAx’+Bx’+ Cxs + etc; Die beiden. andern. 
haben die Sorm, 

# 


— Ax®+ Bx’ + ont etc, - — 
ſich für poſitive und negatwe, die beyden andern begegnen 


ſich für x 0. 
Nimmt man x? —.2a?, oder x a Y ‚fo ift 
“2 an 
ar alſo u ein Größtes, Es iſt diefes 
ER 


50. Wenn zwey dortſchreitungen Her u für einen 
gewiffen Werrh von x, dera fen, einen gemeinſchaftlichen 
Merrh von u enthalten, “fo daß entweder für kleinere oder 


| für größere Werthe von x als a iſt, feine der Fortſchrei⸗ 


° 
tungen möglich iſt, fo erhalt I einen unendlich groß en 


Werth fürx = a, Man kann diefes am deutlichſten 


einſehen, wenn man die Function u als Ordinaten einer 
Eurve betrachtet. Die beiden Korrfchreirungen, wovon 
bier die Rede ift, geben zwey Zweige, die für x a 


eine. gemeinſchaftliche berühtende haben, im weiche die 
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’ u © FR 
Ordinate falle. Hier ift nun SZ unendlich groß (beruͤh⸗ 
gende dinie, 14.) ° = 
In der Gleichung (49.) ift flir die beiden Forts 
ſchreitungen der u, von der Form, u=+A x? + Bx 
+ etc der Quotient der verfchwindenden u, x, nam⸗ 


U _,X%# 
lich = tiAx "= E72 das ift, ‚unendlich 


groß. Da für x—=o, ganz verfchiedene Werthe von 
pP ou | | ..o 
° oder — Statt haben, fo wird er = = gefunden, 


wie bey Doppelpuncten oder vielfachen Puncten (berüh⸗ 
rende Linie 24 — 26.. S. auch Function 50. ff. 


Eine gemeinſchaftliche berührende Ordinate an zwey 
‚Zweigen einer Curve iſt zwar für den einen die größte, für 
den andern die Fleinfte in der Folge der. Ordinaten; allein, 
weil auf der einen Seite Feine Ordinaten weiter möglich 
find, fo fann fie weder als ein Kleinftes noch als ein 


— | BR.» 
Großtes angefehen werben. Auch iſt für fie 85 unend⸗ 
Uich groß, nicht Null. 


Die Ordinate an einer Spitze iſt daher auch nicht 
als ein Größtes oder Kleinſtes zu betrachten, wenn beide 
Zweige, die in der Spitze zuſammenſtoßen, zu einer ge⸗ 

meinfchaftlichen Abfeiffe gehören. Sie iſt an beiden die 
letzte oder die erſte. Liegen die Zweige von der Spitze 
nach entgegengefegten Gegenden, fo möchte man die Or 
Dinate an der Spitze als ein Größtes oder Kleinftes an: 
feben können. Allein wegen der Aehnlichfeie mit jenem 


9 ce 
Kalle, und da — Bier nicht Mull, fondern unend⸗ 


lich groß ift, wird man eine folche Ordinate nicht als 
ein Größtes oder Kleinſtes anzufehen haben. 
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ZIt, Methode für Functionen von zwey oder er 
veränderlichen Größen. 


51. Es fen u eine Runction zweyer beränderlichen 
Größen, x, y, und es follen diejenigen Werche von w — 
gefunden werden, bie ein Größtes oder Kleinftes find. 
Stelle man fibh die u ald Drdinaten an eine Frumme ' 
Fläache vor, aufderen Baſis die Ordinaten x, y genoms 
men werden, fo ficht man leicht ein,: daß für denjenis 
gen Werth von x und von y, ber die verlangte Be» 
fhaffenheit hat, die Ordinate u, fowohl in der Rich⸗ 
gung der x, ohne y zu ändern, als in der Richtung 
der y, ohne x zu ändern, ein Größtes oder Kleinites 
fegn müſſe. Iſt nun Ju = P9x + Qdy,.fo muß 
= fowohl als y- © — das iſt, es muß P==o, 
und Q —o- ſeyn. Allein dieſes wird noch allgemeiner 
ju erweifen fen, und insbefondere ift eine fichere Me⸗ 
shode nörhig, um zu entfcheiden, ob jene anna ai Großte 
oder Kleinſte geben. | 


52. Man ſetze, daß a einer der Werthe von x 
ſey, für welche u die verlangte Beſchaffenheit hat, und 
b der zugehörige Werth von rn In der Function von 
xundyfisewanx—a+th; y=b+k, woh 
und k pofitiv oder negativ feyn Fönnen, entwicfele bie 
heile der Function u, fo erhält u die Form 

u=A+Bh+ck+Dh + aEhk+Fk 
+ Gh5 + 3Hh’k + 3Khk+ Lk’ -+etc, 

wo die Coefficienten durch die Beſchaffenheit der Func« 
tion u beſtimmt werden. Das erfte Glied, A, iſt das 
Größte oder Kleinfte, welches beſtimmt werden fol, 
Man ſetze h und k fo Flein, daß die Glieder von dem 
Gk’ an die Befchaffenheit von u — A nicht zu än⸗ 
bern vermögen, man mag, die Vorzeichen von hun k 
ändern wie man will, + k und + k; over +h und 
—_—k; oder —h und +k; oder — hund —k nehmen. 
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Iſt nun. u ein Kleinftes, fo iſt #2 
 Bh+Ck+ DE +2Ehk+ Fh 
poſitiv, für jede jener bier Annahmen von h und k; 
iſt u ein Größtes, fo ilt jenes Aggregat in allen Fat 
Ten negativ. Damit dieſes für jede Beſchaffenheit von 
hund k Eratt habe, muß erſtlich B— o, und Co 
fen. Zweytens muß Dh + 2Ehk + Fk: nide 
— © werden fonnen, weil font diefes Aggregat entge⸗ 
gengeſetzte Werthe erhalten Fonnte, bey veränderter Größe 
und Defchoffenheit ter wilfüprlihen hund k. Es muß 


alfe die Gleichung, 

Dh +2Ehk+ Fr=o,,. 
unmögfiche Wurzeln Gaben, als wodurch ihre MWerrbe 
immer gleichnamig bleiben (Gleichung, 46.). Die Gleis 
hung, | | ; | 


h® + ,.kh +,” — 0, J 


hat unmöqliche Wurzeln, wenn F und D gleihnamig 
(beide pofitio oder beide negativ) find,. und zugleich 
J 2 En i 
— _, das it, wenn DF> E® if (Gleis 
- bung 36). Der Werrh des Aggregats ihrer Geber 
iſt alsdann immer pofiriw; daher ijt der Werth von 
 Dhh+2Ekh+ Fkk immer entweder pofirid oder 
negaſsv, nachdem D dieſes oder jenes ift, Betrachtet 
men kals Wurjel jener Gleichung, fo iſt in dem alle, 
daß ſie unmogliche Wurzeln Hat, ebenfalld F mir D 
gleichnamig, und DF>E?, und jenes Aggregat ift 
pofir oder negativ, nachdem F diefes oder jenes ift, 
Shereinffimmig mit dem, was die Befchaffenheit von D 
giebt. Die Bedingung DF>E? fchließt zugleich ein, 
a5 D umd F gieichnamig find, da eine negative Gräfe 
inmer als Fleiner gegen eine pofitive angefehen mird. 
Es kann nämlich nicht — B? > a° feyn, weil dadurch 


% 


— 
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Iſt alſo B=0,C=o, und DF>E*®, fo ift 
ein Gröfites oder Kleinftes Borhanden, ein Größtes, wenn. 
D und F niegariv find, ein Kleinftes, wenn D und F 
pofitiv find. Aus den beiden Gleichungen, B=o, 
0 =.o, ergeben fib die Beſtimmungen von x und y, 
für welche u ein. Groͤßtes oder Kleinftes ift, 

53. Es ſey f (x,y) eine Runction vonx und Y. 
fo ift, wenn f (x, y) = u gefegt wire, | 


. ou -k >) hh ou ) hk 
ay/ir  \or/'na r — 1,2 
y®ux kk ; 


| 5mJ'T77 + etc, | 
wo die meggelaffenen Gliever Producte don drey ober 
mehr Factoren, h, k, enthalten. Die Klammern zeigen 
partielle Differential » Duotienten an’ ( Differentialglei: 


hung, 14.). : Der Quotient ( — zeigt an, daßu. 


zuerſt nur in Beziehung auf x, und das Differential nurin -, 
Beziehung auf y zu differentitren iſt, oder in umgekehrter 
Ordnung, worauf das zweyte Reſultat durch Ixdy divis 
dirt wird. = | 
Diefer Sag wird in dem Artikel, Taylorfiher Sehr: 
ſatz, mit Erweiterung auf noch mehrere“ veränderliche 
Größen, erwiefen, - Die gegenwärtige Formel wird man 
leicht aus Differentialrechnung, 38. herleiten konnen. Cs 
iſt daſelbſt ſtatt u zu fegen theils h, theils k. Dadurch 
iſt in (52.) 
—F N Om. 2 u . 
= u) = (9; — d y⸗e ) 


ODE 


wo in. den unbeſtimmten Differentinlquotienten fir x und 
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y die gefundenen zuſammen gehörigen a und b zu fetzen 


ſind. 

54. Dieſe Methode läßt ſich auch auf Functionen 
Yon mehr als zwey veraͤnderlichen Größen ausdehnen, wos 
bey mehrere Bedingungen im Kalle eines. Größten. und 
Kleiniten zu erfüllen find... Sie iſt von la range, ber 
zuerſt die allgemeinfte Auflöfung für ſolche Functionen ge⸗ 
geben , und die Kennzeichen für Größte und Kleinite aus 
einander gefest bat. (Milcellanea Societ. Taurinenfis, 
T. I.). Euler bat in feiner Differentialrechnung,, P. IE, 


Cap. XI. nur Sunctionen von. zwey veränderlichen Gros 


Ben betrachtet, ‚und Hier Die Kennzeichen zur Unter: 
ſcheidung des. Größen und. Kleinften niche vollitändig 
angegeben. Er fagr dafelbit, $. 290., wenn die beiden 
9 DR 
Differentialquntienten zweyten Grades, ( 5 _ ) und 


x® 





9° Ä — 
(Fr ‚ Nachdem für x und y die aus ben beiben 


Öleichungen, (=) =o, um (5) =o gefune 


denen Werthe gefegt find, beide, ungleichnamig ausfal⸗ 
fen, fo fen fein Größtes oder Kleinftes vorhanden; wenn 
beide pofitivsfind, fo fey w ein Kleinftes; wenn beide ne⸗ 
gativ find, fo ſey u ein Größtes. Das erftere ift richtig, 
Aber es folge noch Fein Größtes oder Kleinftes, wenn , 
beide Differentialquotienten gleichnamig find, weil dazu 


0? u 9° u o° u 2 
au oh (Ze) (5) 
Die von la Grange gegebene Auflsfung findet man in 
Lacroix traite du calc. diff-et integral, T.I. nr. 155. 


55. Exempel. Es ſey um xx+tyy+xy 


—ax—by, fo ift ()=ertr-% (5) . 


rn EN er ED 





— Bi, — 


a 


und 2y +x—bz 0, fo ergiebt ſich = 
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9° 
+23 — -)= + 1, Gest man die beiben erften: | 


—— 0, oder 2x y—azo 


2 a—b ⸗ 
» 





b— | Ta. 
— Ferner iſt das Product, + 4, der bei⸗ 


| R 9 ou 
ben Differentialquotienten (_)x( 5 














RER u —— 

als das Quadrat von — alſo iſt ein Größtes 
oder Kleinſtes vorhanden, und zwar ein Kleinſtes, weil 
jene beiden Quotienten poſitiv ſind. Man ſetze nun in 
der Function u für x und y die gefundenen Werthe, fo 
itu=—%(aa-+bb—ab), ein relatives Klein 
ftes, aber abfolur ein Größtes, da bey einer binlänglich 
Fleinen Veränderung von x und y die Veränderung von w 
poſitiv ift, u alfo abſolut Fleiner wird *). 


56. Exempel. Eine Zahl a in drey Theile fo zu 
theilen, daß das Product ihrer Quadrate ein Größtes fey, 


Efyuzxrrya—x—y),foift 
(2 = 2xy (a — x — y) (a—2x—y), 


(5) = axty(la—x—y) @-2y— 2). 


*) Das Erempel iſt aus Eulers Diff. Rechn. p. 649. ger 

nommen.‘ &s tft dafetöft der kleinſte Werth von u gefegt 
aatab— 

ET Ras, Man muß biefes nicht für irrig 


halten, da nah Eulerd Bezeihnungsart das Zeichen — 


vor einem Bruche sich bloß auf das erfie Glied des Zfı 
ters bezieht. 


i 
- 
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Da Feiner der Theile Mufl feyn-foll, fo Fann man nur 
fegn, a —2x—y 0; md a—2y-—xıo, 
‚welches giebt x = za; y S Fa. Den eriten Quo: 
tienten bifferenfiire man noch einmahl in Beziehung auf 
‘x, und fege in dem rar für x un y die gefundes 


nen Werthe, fo ift (= =) = — 45 Den zwey⸗ 
ten differentiire man * einmahl ra ar Yr 
fo ift nach berfelben Subſtitution, * = 

Den erften differentiire man in Beyiung auf I — 


den zweyten in Beziehung auf x, ſo iſt — 


— 
8 
— — 2. — Das Product jener beiden Quotienten 


iſt größer als das Quadrat des letztern, alſo iſt ein Größ— 
tes oder Kleinſtes vorhanden, und zwar das erſtere, da 
jene beiden Quotienten negativ ſind. 
Allgemeiner iſt die Aufgabe von Lacroir vorgetragen, 
a. a. O. nr. 156., wo u u 98. 


ſetzt iſt. 


Zur Geſchichte der Lehre vom Groͤßten und — 


Unter den Alten hat Apollonius in ſeinem Werke 
von den Kegelſchnitten der Unterſuchung über die groͤßten 
und kleinſten geraden Linien, die von einem Puncte auf 
der Are (in der Ellipſe auf der einen oder der andern) an 
die Curve gezogen find, theils einzelnen, theils mehrern in 
einem Puncte außer der Are zufammenftoßenden, oder die 
von einem gegebenen Puncte her genommen werden, eine 
befondere Abtheilung gewidmet. Sie enthält 77 Sätze, 
weil nach der Methode der Alten alles fehr zergliedert und 
ftufenmeife vorgefragen wird. Go nimmt Apollonius zu: 
erft den Punct auf der großen Are in dem Abjtande, fo 
groß als der halbe Parameter, von dem Scheitel, dar⸗ 
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auf in einem Fleinern, und dann in einem größern Abs 
ftande, wobey die !inien ‚alle an der einen Seite der Are 
liegen. . Kerner nimmt er in der Ellipſe ven Punct, von. 
welchem Linien an die eine Hälfte ihres Umfanges gejos 
‚ gen werben, auf der Fleinen Areoder ihrer Verlängerung, 
zuerft in. dem Abftande von dem einen Scheitel fo groß 
Als der halbe zu der Eleinen Are gehörige Parameter (die 
dritte Proportionale ju der Fleinen und der großen Are), 
wo es. dren Källe giebt, nachdem der halbe Parameter 
feiner, ober fo groß, oder größer als die Fleine. Are ift. 
Darm wird der Abitand großer als der halbe Parameter, 
und endlich Fleiner ald derfelbe ; größer aber als die halbe 
- Are genommen - Sin dem legten Ralle geht die größte 
Linie nad einem Punete des Umfanges -zwifchen den 
beyden Scheiteln. Die Saͤtze 27 — 30 enthalten, daß. 

Die berührende an dem Endpunete einer Fleinften oder 
größten fenfrecht auf fie fteht, und ©. 32, daß die Nor⸗ 
male auf die berührende, von dem Berüßrungspuncte bis 
an die Are genommen ein Kleinftes it In ©. 44. 45. 
wird bewieſen, daß (auf derfelben Seite der Aye und in 
der Ellinfe in seinem und demfelben Ouadranten) niche 
mehr als zwey Kleinſte, bis an die Are genommen, fich 
in einem Punete fehneiden, wenn fie — werden. 
In der Halfte einer Ellipſe können nah ©. 47. nicht 
‚Hier Kleiuſte vom Umfange bis an die Are gezogen, fich 
in einem Puncte fehneiden, nur drey. . Die Beweite von 
44. und 45. find weirläuftig. Die Algebra- giebt für die 
Ordinaten an der Parabel, Die zu Linien durch einen gege= 
benen Punet gehören, morauf das Segment zwifchen der 
Eurve und der Axe ein’ Kleinftes ift, eine Gleichung vom 
dritten Grade mie zwey pofitiven Wurzeln, wenn fie alle 
möglih find An der Eilipfe har die Gleichung für folche 
Drdinaren drey-pofifive und eine negafive; an der Hyperbel 
zwey pofitive und zwey negative Wurzeln. Gehr merkwür⸗ 
dig find dee sıfte und 52jte Gas. Es wird hierin gezeigt, 
in welchem Falle auf Feiner der durch einen gegebenen 
Punet an die Curve gejogenen Linien von der Are an der 
dem Puncte entgegengefegten Seite ein Kleinites abger 


\ 
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fhnitten wird , in welchem Kalle nur auf einer aller diefee 
Linien ein Kleinſtes Start hat, und in welchem auf 4wey 
Linien ein Kleinftes vorhanden ift. In der Ellipfe ift nur 
ein Duadrant zu nehmen, und der gegebene Punet foll in 
einer auf die zu dem Quadranten gehörige halbe große 
Are fenfrechten- liegen, fo wie bey den andern beiden Ke⸗ 
gelſchnitten diefe fenfzechte auf die Are felbft fallen muß, - 
Die Gränzſcheidungen viefer drey Kalle find, wenn der 
Abftand des gegebenen Punetes von der Are größer, oder 
fo groß, oder Eleiner ift als eine gewiſſe, für die Hyper⸗ 
bel und Ellipſe insbefonders, fehr Fünftlich beſtimmte 
Linie, Diefe Unterſuchung möchte zu den feinften in der 
alten. Geometrie gehören. Apollonius leiftet durch feine 
Geometrie, was der Algebraift leiftet, wenn er die Gränzs 
fcheidung der möglichen pofitiven Wurzeln einer cubijchen 
und volljtändigen biquadrarifchen Gleichung angiebt. Kür 
eubifche iſt das Verfahren bekannt. Bey vollitändigen 
biquadratiſchen wird es ſchon Schwierigkeiten machen. Von 
dem 6aſten Satze an bis zu Ende zeigt Apollonius, auf 
‚welche Art Größte oder Kleinfte für die ganzen Linien, die 
aus einem gegebenen Punete an einen Kegelfchnitt gezogen 
werden, Statt haben. Es find diefeg die Mormalen auf 
bie Curve, eben fo wie bey den Segmenten zwafchen der - 
Curve und der Are, wenn diefe Kleinſte find, . Das ganze 
fünfte Bud) des Apoltonius müſſen wir, nad dem Zus 
ftande unferer Theorie von Großten und Kleinften, eine: 
Abhandlung über die Normalen von gegebenen Puneten 
an einen Kegelfchnirt nennen. ©. den Artıfel, Normale. 
in dem Artikel, Geometrie, ©. 322. iſt ange⸗ 
führe, daß nur die vier erften Tücher des Werks über 


bdie Kegelſchnitte, im Original noch vorhanden find. Das 


fünfte, deſſen Inhalt Hier erzähle worden, ift nebft dem 
fehsten und fiebenten erft im fahr 1661 aus einer ara⸗ 
bifchen Ueberfegung lateiniſch von Joh. Alph. Borelli ger: 
ausgegeben, mit Beyhülfe eines gelehrten Arabers, des 
Maroniten Abrahami Ecchellenſis. Noch eher als 
das arabiſche Manuſeript in der Großherzoglichen Biblio⸗ 
thek zu. Floren; aufgefunden, war, hatte ſich Viviani 
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daſelbſt mit der Wiederherftellung des fünften Buchs der 
Kegelfchnitte befhäftigt, Die Entdeckung defjelben reiste 
ihn an, fein Werf zu vollenden, welches er auch noch 
vor der Erfcheinung der Lleberfegung des Apolloniſchen 
Werfs herausgab. Der Prinz Leopold von Medicis be⸗ 
zeugte mit Siegel und Unterfchrift, daß er drey Convolute 

- mit benannter Anzahl. der Blätter von einem Manufrripte 
Des Viviani über die Größten und Kleinften an Kegel« 
fchnitten erhalten habe Das Werf des Vipianidhar den 
Zitel: De maximis et minimis geonietrica divina- 
tio in V. Conicorum Apollonii Pergaei adhue 
defideratum, LiberI. Florentiae 1659. Liber II. ib. 
eod. 154 Öeiten in folio jedes. Das erfte Buch) har mit 
dem Vortrage des Apollonius nichts gemein. Es wird 
Darin gezeigt, wie durch einen Scheitel eines Kegelfchnits 
tes ein anderer, der ein großter fen, eingefchrieben , oder 

der ein Fleinfter fen, umgefchrieben werde, Kür die ges 
fuchte Eilipfe oder Hyperbel ift die Hauptaxe gegeben, 
Die eingefchriebene oder umgefchriebene Figur fchneider die 
gegebene nicht, berührt fie nur im Scheitel, Statt des 
Kegelfchnittes wird auch ein gegebener geradlinichter Wins 
fel genommen. Es ift leicht ju bemerfen, daß beide Ke⸗ 
gelfchnitte in dem Scheitel einen gemeinfchaftlichen Halb⸗ 
meſſer der Krümmung haben, Der Krümmungsfreis iſt 
größer als alle berührende Kreife, die innerhalb der Curve 
fallen, und fleiner als alle, die Über derfelben hinaus lie: 
gen. Viviani hat den Halbmefjer der Krümmung an dem 
Scheitel eines Kegelſchnittes gebraucht, ohne ihn als fol 
chen zu fennen. 

In dem zweyten Buche handele Viviani zuerft von 
den größten oder kleinſten Linien, die aus einem gegebenen 
Punete an einen Kegelſchnitt ſich ziehen laſſen. Doch 
hat ſeine Ausführung nicht die ſchöne ſyſtematiſche Einheit 
wie bey Apollonius; auch fehlen die feinſten Gäße, welche 
der griechifche Geometer gefunden hat. Merkwürbig iſt, 
daß bier (‚prop. 21.) juerft eine -Trajectoria vors 
fommt, die Semita minimarum linearum, wie Bir 
biani fie nennt, für unendlich viele Parabeln über einer 


/ 
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gerheinfehaftlichen ‚Are mit ihrem Scheitel, fo daß bie ges _ 


raden Linien von einem Puncte der Are jede eine der Paz 
rabeln in der Trajectotia fenfrecht fehneiden. Der ges 
dachte Punct ift von dem Scheitel um den halben Parar 
meter einer gegebenen Parabel entfernt; die Trajeetoria 
ift eine Ellipſe, welche die Parabel innerlich berührt. 


Viviani hat noch einige ihm eigene Unferfuchungen, 
"Durch einen Punet innerhalb eines Kegelfchnittes eine 
. gerade Linie zu ziehen, die den Fleiniten Abſchnitt gebe, 
Vergleichung der Abfehnitfe über den Doppelordinaten 
verschiedener Durchmeffer deffelben Kegelſchnittes mir gleis 
chen Abſchnitten des Durchmeſſers von dem Scheitel an 
‚genommen. Kleinſte Linien an eine convere oder concave 
Rache, Kleinfte Abfchnitte ir einem Konoid oder Sphã⸗ 
roid. übrigens ſind in dem Werke des Viviani manche 


Bemerkungen über die Regelichnitte enthalten‘, Die zu feia 


ner Zeit neu fern mochten, viclleicht auch noch jetzt benutzt 
werden konnten. 


In dem achten-Buche der Kegelſchnitte von Apol⸗ 


lonius kommen noch manche Sätze vom Größten und 


Kleinſten in Beziehung auf die conjugirten Durchmeſſer 


und Parameter derfelben vor, als: Die Summe zweyer 
conjugirten Durchmeſſer in der Fllipfe iſt am größten, . 


wenn fie gleich groß find. In der Ellipſe und > Hnperbel 
ift die Summe der beiden Aren Fleiner als die Summe je 
zweyer andern conjugirten Durchmefler. Das Rechteck 
von den beiden Aren iſt Fleiner als das Rechteck von irgend 
zwey conjugirten Durchmeſſern (Ellipſe 26. 25. 23.). 
Der Parameter zu der Are einer Parabel iſt unter allen 
Parametern der Durchmeffer der kleinſte. Dergleichen 
Sätze findet Apollonius von dem Linterfchiede eines Durch: 
meſſers und feines Parameters (laterum figurae fuper 
diametro), ihrer Summe, des Rechtecks von ihnen, der 
Summe und des Unterſchiedes ihrer Quadrate. 


Von der zweyten Gattung des Groͤßten und Rein. 
ften, zwiſchen Größen von verjchiedener Form mit einer 
gemeinjchaftlichen Beſtimmung hat uns Pappus aus der 


\ 


— 
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Geometrie der Alten Benfpiele aufbehalten, in dem fünf 
ten Buche feinee marhemarifchen Sammlungen. Gr 
zeigt, daß eine geradlinichte reguläre Figur größer iſt 
als jede andere geradlinichte Figur von derjelben Anzahl 
Seiten mit demfelben Umfange, und umgefehrr, daß bey 
demfelben Umfange ver Inhalt mit der Anzahl der Seiten 
‘ zunimmt; daß der Kreis größer. if. als jede geradlinichre 
Kigur von. gleihem Umfange mit jenem‘, auch umgefehrt; 
und endlich, daß unter Kreisabichnirten von gleicher fange 
der Vogen der Halbfreis der größte it. Von der Kugel 
beweiſet Pappus, daß fie großer iſt, als jeder reguläre 
Körper, von gleicher Oberfläche mit der Kugel. Der Be⸗ 
weis laäßt ſich auf alle um eine Kugel zu befchreibende 
- Körper ausdehnen. Don den regulären Körpern beweiz 
fer er, daß bey einerley Oberfläche, die Ordnung nach der 
zunehmenden Größe des Inhalts iſt, Terraedrum, Heraes 
drum, Detaedrum. Dodefaedrum, Ikoſaedrum. 


Als die neuere Analyſis fich zu bilden anfteng, war 
nebit der Aufgabe über die berührenden, eine mir diefer 
verwandte wichrige Frage, die größten oder Fleiniten Wer⸗ 
the zu finden, womit ſich die Marhematifer beſchäftigten. 
Fermats Merbode ift in dem’ Artikel, Differential⸗ 
rechnung, Th. J. S. 828. befchrieben. Sie erftrecfte fich 
nicht weiter als auf rationale ganze Functionen, und ent— 
fchied nicht, ob das gefundene ein Größtes oder Klein: 
ftes ſey, nahm auch nicht Rückſicht auf den Tall, da das 
Differential einer Function Null ift, ohne daß diefes ein 
Größtes oder Kleinftes iſt. 


-Hudde gab für rationale Functionen, felbft für 
gebrochne, eine genau beftimmte Pegel, ihren größten 
oder Fleinften Werth zu finden, welche er auf Funetionen 
von mehrern veränderlichen (nach ihm unbefannten) auss 
dehnt, wenn fo viele Gleichungen als veränderliche Gros 
fen, weniger eine, vorhanden find. Gr gründer feine 
Methode auf eine Eigenfchafr derer Gleichungen, in wele 
chen zwey oder mehr Wurzeln gleich ‘groß find. Nenn - 
die Glieder derſelben, Die etwa fehlenden mit gerechnet, 

. Fr 
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durch die Glieder einer arithmetiſchen Progreffion multi⸗ 
plicirt werden, fo entſteht eıne Gleichung, welche eine von 
den zwey gleichen Wurzeln jener, oder zwey von ben drey 
gleichen, drey von den vier gleichen u. ſ. f enthalt. Hud⸗ 
de's Verfahren kommt mit demjenigen, welches die Dif⸗ 
ferentialrechnung lehrt, ganz überein. Sein Aufſatz hier⸗ 
uͤber iſt in den Zuſätzen der von van Schooten beforgten 
Ausgabe ver Geometrie von Descartes enthalten, pag. 
507. In dem am Ende beygefügten Abriffe einer Ab: 
bondlung Über diefe Marerie bemerfe Hudde fchon, daß 
es Fälle gebe, wo man nicht wife, ob die nach feinem 
Derfahren gefundene Gleichung ein Größtes oder ein 
Kleinites liefere, oder ob überhaupt das eineoder das an: 
dere Statt habe. 


In Huygens Werken, 2. Bd. iſt ein Beweis 
von Fermats Regel nebſt der Erweiterung auf gebrochne 
rationale Functionen zu finden. 


Tſhirnhauſen brachte die Frage vom Groͤßten 
und Kleinſten auf dieſe, den Punet einer Curve zu finden, 
wo die berührende der Abſciſſenlinie parallel iſt. Nova 
methodus determinandi maxima et minima, auet. 
D. T. Acta Erud. 1683. 


Die Differentialrechnung gab die allgemeinſte, kür⸗ 
zeſte und einlenchtendfte Methode zur Beſtimmung der 
größten und Fleiniten Werthe einer Function an die Hand. 
Newton träar in feiner Schrift, Methodus fluxio- 
num et ferierum infinitarum, Probl. III. diefe Auf— 
gabe vor, loſet fie Dadurch auf, daß er die Slurion der 
Function Mull fege, und jerge noch neun Aufgaben , das 
‚Größte oder Kleinfte betreffend, an, obne ihre Auflöfung 
-mifzutbheilen, Einige derfelben möchten nicht leicht fenn. 
er Schrift ift fhon im Jahr 1671 aufgefegt, ſ. Th. J. 

833. 

Leibnig machte feine Differentialrechnung zugleich 
mit ihrer Anwendung auf die Beltimmung der Größten 
and Kleiniten befannt, in den Actis Erud. 1684. f. 
Th. 1 ©. 842. Die Aufgabe von dem Tage der kürze⸗ 
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ſten Dämmerung fcheint eine der erſten gewefen zu feyn, 
woran die beiden Bernoulli die neue Methode verfuchten, 
Diefe Aufgabe machte ihnen aber doch viel zu fchaffen, 
da Johann Bernoulli gefteht, daß er und fein Bruder - 
fich fünf jahre lang damit bejchafftigr hatten. Io. Ber- 
noulli Opp. T.I. nr. 10. lac. Bernoulli Opp. 
T.I. nr.53. T.U. p: 1075. Doch hatte Nunnez 
(Nonius) in Portugall die Aufgabe geometrifh aufgelsfer, 
in einer befondern Schrift über die Dammerungen, $iffas 
bon 1542, nur daß er nicht ein fo einfaches Reſultat wie 
die beiden Bernoulli fand, | 


Lob. Bernoulli legte den Geometern einige 
Heometrifche Aufgaben vor, worin ein Kleinites zu beftim: 
men gefordert wird, daß fie ihre Merhoven daran verfus 
chen möchten. Journ. des Sc. 1697: Opp.I. 39. Er 
beſtimmte, auf welcher Enfloide ein Körper von einem 
gegebenen Puncte bis zu einer gegebenen. lorhrechten in 
der fürzeften Zeit fallt. Opp. T.I. p. 210. 254. Wes 
niger ſchwer waren die Aufllöfungen der Trage, die vor—⸗ 
theilhaftefte Lage eines Segels zu finden, gegeben die Nichz 
tung des Windes und des Kiels; auch den vortheilhafter 
ſten Winfel des Sreuerruders mit dem Kiel zur Drehung 
des Schiffes zu beffimmen: Opp. T. IL p. 32.41 
Noch ein paat Tragen über Größte bey dem Stoße, Opp. 
T. II, p. 62.64: Jacob Bernoulli zeigte, wie 
auf Frummlinichten und geradlinichren Konoiden die kürzeſte 
Linde zwifchen zwey gegebenen Puneten gefunden werde; 
"Opp. T. II. p. 1023, 1025. 


Um befannteften ward die Methode, mittelft ber - 
Differentialrechnung die Größten und Kleinſten zu beflims 
men, durch des Marquis de Hospital Analyfe des 
infiniment petits, erfte Nusg. 1696, worin (Sect. ILL) 
an mehreren nicht fehweren Beyſpielen der Gebrauch der 
Rechnung gezeigt wird. In dem legten Abfchnitte wird 
noch ein befonderes Verfahren gelehrt, die Differential« 
rechnung auf algebraifche Eurven anzumenden, um die 
größten oder Eleinffen Ordinaten zu beſtimmen, woraus 
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die von Hudde gefundene Methode hergeleitet wird, bie 
nur für diefe Gattung von Eurven anwendbar iſt. 

Die Fälle, wo ein Größtes, oder ein Kleinffes, 
oder feines von beiden vorhanden iſt, wenn gleid) das Difs 
ferential der Function in Vergleihung mit dem Differens 
final der Functionalgroße Null iſt, zu unterfcheiden, ges 
brauchte man entweder geomerrifche Conſtructionen, over, 
wie in diefem Arrifel gefchehen ift, den Taylorſchen Lehr⸗ 
fag. In Maclaurins Werke über die Slurionen (1742) 
trifft man beide Methoden an, im J. B. 9 Kap. und 
1.9. 5. Rap. Die geometrifche ift er fünfilich und 
ſchwierig. Marlaurin nimmt neben der vorgegebenen 
Eurve, an welcher die großten oder Fleinften Ordinaten 
beſtimmt werden follen, eine zweyte Curve an, deren Or⸗ 
dinaren dem Differentialquotienten 9y : 9x proportios 
nal find, wo x die Abfeiffen, y die Ordinaten an jener 
find. Ob in frühern Schriften ſchon die beftimmte Pegel 
für alle Kalle gegeben fey, muß ich der Nachforſchung ges 
lehrter Leſer überlafjen. 

Cramer beſtimmt in ſeiner Analyſe des lignes 
courbes algebriques die Lage der berührenden an einer 
Eurve bloß durch die Analyfis des Endlichen, daher auch 
im ııten Rap. die Puncte der größten und Eleinjten Ordi⸗ 
naten durch die Annahme, daß die berührende der Abſeiſ— 
fenlinie parallel fey, mit Rückſicht auf die hier möglichen 

Beſchrankungen beſtimmt werben, 

Euler hat in dem zweyten Theile ſeiner Differen⸗ 
tialrechnung, Cap. X. XL. die Lehre von den großten und 
kleinſten Werthen einer Function fehr lichtvoll vorgetra⸗ 
gen, und ſie auf den Taylorſchen Lehrſatz gegründet. Der 
Mangel, den fein Vortrag noch bey Functionen von zwey 
‚bveränderlichen Grofen hat, ift von la Örange in den 
‘Mifcellaneis Soe. Taurin. T. I. gehoben, f. oben 54. 

Über die Vergleichungen der Figuren und Körper, 
die in der KElementar = Geometrie betrachtet werden, in - 
Beziehung auf den Inhalt bey denfelben Begränzungen 
durch Geitenlinien oder Seitenflähen ift ein Hauptwerk 
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die in (25.) angeführte Schrift von ’Huilier. Aus 
der hiltorifch = Eritifchen -Einleiturig gebe ich hier das Ver: 
zeichniß der darin beurrheilten Schriften und Abhandluns 
gen, die zum Theil auch fid) auf die ifoperimetrifche Auf⸗ 
gabe erſtrecken. 


De Molieres traité [ynthetique des ignes du 
premier et du fecond genre, 1641. 


Moula de maximis in figuris rectilineis, 
Comm. Ac. Petrop. a. a. 1737. 


Elvius Beweis, daß jede in einem. Kreife einges 
fchriebene geradlinichte Figur den größten Raum einfchlie» 
Get, der von diefen Seiten, in eben der Ordnung geftellt, 
eingefchloffen werden Fann. Abhandlungen der Schwed. 
AL. der Wiff. ze Band. Der Zufag, in eben ber Ord— 
nung geftelle, ift unnöthig. 

Klingenflierna Bemerkungen über die Abhand⸗ 
fung von Elvius. Kb. daf, gr Bo. 

Fine Abhandlung von Cramer über denfelben Sa 
in den Mem. de I’ Acad, de Berlin für J. 1752. 


In Thomas Simpſons Anfangsgruͤnden der 
Geomerrie iſt ein kurzer aber ſehr feiner Aufſatz über die 
Großten und Kleinſten enthalten. 

Les trois coups d’ellai geometriques par 
Marsson, a Strasbourg 1770. Scharfſinnig, aber 
auch Hin und wieder übereilt. 

Tommafini de maximis et minimis ad in- 
ftitutiones geometricas accommodatis Specimen, 
Pifis 1774. in einigen Stellen fehle die Schärfe der 
Beweiſe, und die Anordnung hätte jur Faßlichkeit beſſer 
gemacht werben Fonnen. 
| LHuilier hat in den Mem, de l'Acad. de 
Berlin, a, 1781 einen Iehrreichen Auffag über ven Bau 
Der Bienenzellen geliefert. Die Bienenzellen find ſechs⸗ 
feitig prismatifch mit einem pyeamidalifchen Boden, der 
von drey Rhomben zuſammengeſetzt wird, welche an jeder 
„der ſechs Geitenflachen ein Dreyeck abfehneiden, wodurch 
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die ſechs Geitenfläachen in Trapezien verwandelt werben. 
Die drey Nhomben des Bodens machen mit den Geitenz 
flachen und unrer ſich Winfel von 120 Grad, eben fo. wie 
die Seitenflädyen mit einander, Eleine Ungleichheiten nicht 
gerechnet. Drun finder fih, daß ben einer gegebenen 
Höhe der Zelle, durch diefe Lage der rhomboidifchen Bo⸗ 
denflachen, und die daraus entipringende Größe derfelben, 
der Aufwand an Wachs zur Eonftrucrion des Bodens 
am gerinaften iſt, und daß er fich zu dem Nufwande bey 
einem flahen Boden verhält wie Vz ; VZ3, ver nahe 
wie 141 : 173. Allein, wenn die möglichtte Erſparung 
des Wachfes bey Diefen Bau die Hauprabficht wäre, fo 
würde, bey einem gegebenen räumlichen Inhalte, die Höhe 
ber Zellen fich zu einer Seitenlinie der Grundflache oder 
des Durchſchnittes wie ı x V2 (wie 100 : 141. nahe), 
und zu dem Halbmeſſer dee eingefchriebenen Kreifes wie 
V2:V3 verhalten müſſen. Die Erfparung konnte noch 
weirer getrieben werden, "wenn anflart des Bodens von 
drey Rhomben eine Pyramide von ſechs Geitenflachen mit 
einer gewiſſen Hohe genommen würde, LVHuilier ber 
merkt ſehr richtig, daß die Eriparung an Wachs nur ein 
Nebenzweck fen, oder vielmehr gar nicht in Betracht 
fomme, Zellen, bie eine fo geringe Tiefe in Vergleichung 
mit ihrem Durchmefler (100 : 282) hätten, waren nicht 
tauglich, die junge Brut vor nachtheiligen Wirfungen und 
Gefahr von Anfeeten zu ſchützen. Die Seitigfeit des 
ganzen Baues ı iſt es; welche durch die fechsfeitige Geſtalt 
der Zellen mit einem Boden von drey Mhomben auf das 
vortheilhafteſte erhalten wird. 

Pappus macht in der Vorrede zu dem Buche von 
iſoperimetriſchen Figuren, dem Fünften feiner Samm⸗ 
lung, die Bemerkung, daß die ſechsſeitige Geſtalt der 
Bienenzellen unter denjenigen, welche um einen Punct 
herum den Raum ausfüllen, von den Bienen deshalb ge—⸗ 
wählt fen, weıl fie merften, daß diefe Geftalt mehr Raum 
gewahre als die dreyſeitige und vierſeitige. 

Kepler erwahnt einmahl nebenher des dreyfeitigen 
Bodens der Bienenzellen und der Eingreifung von. beiden 
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Meiben derfelben in der Harmonice mundi prop. 27. 
Maraldi beflimmte die Winfel ver Rhomben, und zeigte,- 
wie durch die Einſchichtung der pnramidalichen Boden 
jwifchen einander die Feftigfeit der Zellen in den Wachs⸗ 
feheiben bewirft wird, iniven Mem. de l'Ac. des Sc. 
1712. Reaumur gab den Geometern die Unterſuchung 
auf, ob durch die Geſtalt des Bodens eine Erſparung an 

Wachs erhalten würde. König lieferte eine Abhand⸗ 
-Jung darüber, wovon ein Auszug in den gedachten Mes 

moiren vom J. 1739 zu finden it. Hernach har Macs 
laurin in den Philof, Tranf. für 1743 die Linterfus 
Hung vorgenommen, auch Boscomwich in feiner Aus⸗ 
gabe des philofophifch - phnfifalifchen Jehrgedichts von 

DBened. Stay, Nom 1760. LHuilier har bie ana 
gefuͤhrte Abhandlung mit einigen Abänderungen in die 
Schrift de relatione mıutua etc. eingerücht. Ich habe 
auch in dem Hannöveriſchen Magazin vom fahr 1772. 
St. 23. Berrachtungen tiber ven Bau der Bienenzellen 

angeftelt. Ich fand die Gleichheit aller Flachenwinfel, 

und das Minimum in dem Aufwande von Wachs, be: 

merkte auch dabey, Daß das legtere eine geometrifche Folge 
von jener ift. Die Bienen wiffen Wachsflachen bloß ums 
fer einem Winkel von etwa 120 Grad aneinander zu 

fügen, und dabey den Zellen eine gehörige Lange und 
Weite nach Maaßgabe ihres eigenen Körpers zu geben. 

Dicht die Erfparung an Wachs, wozit- feine nöthigende 

Urſache war, fondern die Zufammenfügung ber; Zellen aus 
zwey parallelen Reihen ift Das kunſtreiche. Je drey Zels 
len laffen zwifchen ihren Boden eine Vertiefung, welche 
den Boden einer Zelle in der gegen über liegenden Reihe 
abgiebt, und die gemeinfchaftliche Kante je Dreyer Zellen 
dient zum Schlußftein für den Boden der entgegengefeße 
ten Zelle. Die Vertiefung hat, nad Maraldi's Bemer⸗ 
merfung, den Mugen, daß die Tropfen Honig, welcde 
die Bienen der. jungen Bruf zur Nahrung bringen , dicht 
um fie herum zufammen fließen. Dazu feße ich nun noch, 
daß die Zeilen eine hinlängliche Tiefe erhalten mußten, um 
zu Behältern des Honigs tauglich zu feyn. 


9 n Grundkla he | 


Grundfläche (bafıs) ift die ebene Figur, über 
— ein Prisma, ein Kegel, ein Konoid errichtet iſt. 
Den Durchſchnitt eines Körpers mag man auch die Grund⸗ 
flache des einen koͤrperlichen Segments nennen, insbeſon⸗ 
dere bey runden Körpern, die durch die ——— einer 
ebenen Figur um ihre Axe entſtanden ſind. 


Grundlinie (balis) iſt die gerade Linie, über 
welcher ein Dreyeck, Parallelogramm oder Trapezium er. 
richtet iſt. Auch die Durchſchnittslinie einer ebenen Fi⸗— 
gur iſt die Grundlinie des Segments, beſonders, wenn 
ſie und alle ihr parallelen durch eine gewiſſ e gerade Linie 
balbire — werden, 

Am Sateinifchen ift nur ein Wort, bafıs, für zwey 
Pegriffe, die man im Deutfchen durch Srimdfläche und 
Srundlinie unterfcheider. 

An Kegeln und Konoiden find Grundfläche und 
Scheitel das auſſerſte ſich entgegengeſetzte; ; in einem Drey⸗ 
ecke Srundlinie und Spige. | 


Grundſatz iſt ein Satz, der für ſich fo augens 
ſcheinlich iſt, daß er Feines eweifes bedarf. Man kann 
die Örundfage eintheilen in logifche oder formale, und 
in materiale. Die erftern enthalten eine Schlußform, 
die der Mathematik eigen iſt. Dahin gehören die fieben 
erften Grundſätze in dem 1. Buche der Euflidifchen Elemen= 

te. Was einem und eben vemfelben gleich ift, iſt ſelbſt gleich. 
Gleiches zur Gleichen binzugerban, giebt Gleiches u. f. f. 
©. Beweis. Th. J. S. 301. Die materiellen 
Grundſatze fließen unmittelbar aus dem Begriffe, den fie 
betreffen. Was einander deckt, ift gleich. Das Ganze 
ift großer als fein Theil. Alle rechte Winfel find eins 
ander gleich, Zwey gerade Linien ſchließen keinen 
Raum ein. Xile Halbmeffer eines Kreifes find 
gleich groß, 

Der ııte-Crundfas bey Euklides, die parallelen 
geraden Linien betreffend, iſt nicht ſo wohl ein Grundſatz, 
als vielmehr der umgekehrte Satz eines ſtreng erweisbaren 
Sapes, 
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| Grundzahl iſt daſſelbe was Primzahl! und 
könnte recht gut jur Verdeutſchunqg dieſes halbfremden 
Wortes gebraucht werden. S. Primzahl. 


Guldins Regel, ſ. Centrobaryca methodus. 


9. 


Halbmeſſer (Semidiameter), die Haͤlfte eines 
Durchmejfers einer Curve. Im Kreife find alle Halb: 
mefjer fich gleich. Hier beißt der —— auch der 
Radius. 


Hapfologarithmus, Logarithme der Tangente 
eines Winfels, ein niche üblich gewordenes Kunſtwort. 
©, Anthapfologarithmus, 


Harmonifche Proportion iſt zwiſchen vier 
Größen, a, b, c,d, wen a—b : c—d=a:d; 
eine ftetige swifchen drey Größen, a, b, c, — 
a—b:b—c =a:cit. Z. B. 5, ; 21, 15, 
oder 3, 5,8,24, und 2, 3, ©. a. 
In dem erften Falle it (a—b)d=cc—d)a, - 

woraus folge @a—b)d—= ac, und d — — 

| 2aa—b! 


% 


nu ae. Br 
fo wiea = a Das vierte Glied wird auf einer 

Iey Art gefunden, die Proportion mag zunehmend oder 
abnehmend feyn. 





— ., ı .ab | 
Für eine feige Proportion iſt e= ap > und 


das mittlere Glied b = — 
—7— a460 


Das arithmetiſche Mittel zwiſchen zwey Zahlen, 
verhält ſich zu dem geometriſchen, wie das al au 
dem harmoniſchen Mittel. 
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Die Benennung, barmonifche Proportion,. rührs 
daher, daß die numerifchen Werthe ver Töne aus dem 
harten Aecord, C, E,G, €, ftetige barmonifche Pro: 
portionen geben, nemlich C,G, ce, und C,E,G, 
Die Werrhe jener Töne verhalten fich wie die fängen der 
Seiten, bey übrigens gleichen Umftänden, nämlich mie 
ı,#,%, 3, oder wie 30, 24, 20, 15. Ser find 
30, 20, I5, UND 30, 24, 20, harmoniſch proportional, 
Der Haupton, die Quarte und große Gerte geben auch 
eine harmoniſche en, namlich ihre Werthe, 1, 3 
&,; oder 20, 15, 12 


Fine ai: Progreffisiift eine Kolge 
von Gröken, deren je drey einander nächite eine iterige 
barmonifche Proportion ausmahen Es find a,b, c, 
d, e, etc, in harmoniſcher Progreflion, wenn c — 

ab bc € 


|— . — 36 — — — u. + . 
sa—b’ —* 2b-—c i cd .f 


38.44 dr rn — re elf 
Hier iſt Z die Oberoctave von D, 45 daſſelbe Intervall 
don E, a von G, Aber $ ıft ein Ton, ver ein wenig 
hienriger als B ift, den auch Kirnberger, in die gewöhn⸗ 
liche Tonleiter einſchieben wollte. Ferner 7% ift ein Ton zwi⸗ 
fhen f und fis der nachſt höhern Octave, vr ein Ton 
gwifchen as und a. 


Die ————— Proportion, 2 an 
ihrem Orte, Th. J. 





Harmoniſche Theilung einer Linie iſt, wenn 
fie in drey Theile fo getheilt wird, daß die g.nze ſich zu 
dem einen der aufern Theile verhält, wie der ‚andere 
&ußere Theil zu dem mittlern. Auf der Linie AD, 

A BC D. 
fyAD:AB = CD:BC, fo iſt ſie barmonifch ge= 
theilt. Es ift namlih hie AD:AB=Z AD— AC 
;AC—AB; alſo find AD, AC,ABin rn. bar: 
monifcher ‘Proportion, 
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Diefe Theilung kommt in ber Lehre bon den Regels 
fchnitten vor. ine gerade Linie, die aus dem Durchs 
ſchnittspuncte zweyer berlihrenden an den Kegelichnitt 
> und die gerade zwifchen den Berührungspuncten gezogen 
iſt, wird von jenem Durchfehnirrepunetez der Curve und 
der dinie zwoifchen den Berührun — harmoniſch ge⸗ 
theilt. S Kegelſchnitte. 


Hauptpunct in der Perſpeetb/ oder Augenpunct, 
ſ. Merfpectiv, 


Helcataym, die Negel, fr Elcataym, | 
Helix, Spirale over Schneckenlinie, davon 


Helicoides fpiralförmig,, als Parabola Heli« 
eoides. S. Spirale, und fpiralformige Parabel, 


‚Hemifphaera, Halbkugel. 

3 Hemiſphaeroides, halbes Sphäroid. 
Hendekagonalzahl, ſ. Polygonalzahl. 
Hendecaugonum, — ſ. Vieleck. 
Heptagonalzahl, ſ. Polygonalzahl. 
Heptagonum, Siebeneck, 


Herzfoͤrmiger Koͤrper entſteht, wenn man 
eine Ellipſe nicht um eine ihrer Axen, ſondern um einen 
ihrer andern Durchmeſſer ſich drehen, und einen vollen 
Umlauf beſchreiben läßt. Dadurch entſteht ein Körper, 
der an dem einen Ende vertieft, an dem andern verſchmä⸗ 
lert iſt. Varignon hat den Inhalt eines ſolchen Körpers 
berechnen wollen, hat ſich aber dabey geirrt. In der 
Encyclopedie méthodique, art. Coeur, zeigt d'Alem⸗ 
bert, daß der Inhalt dieſes herzförmigen Körpers. ſich zu 
dem Anhalt eines Sphäroids, deſſen Aren den beiden 
Durchmeſſern jener Ellipſe, um deren einen fie fich dreht, 
und dem zugeordneten gleich find, fich verhält, wie das 
Quadrat des Sinus des Winfels der use zu dem 
Quadrat des Sinus totus. 


* 
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Heterogen, das entgegengefeßte kon Somogen, 
ober gleichartig, ſ. diefes. 


Hexaedron ift daſſelbe ‚ was Würfel, von s£, 
fehs, und Edoq, Sitz, Grundfläche, 


Hexagonalzahl, f. Polygonalzahl. 
Hexagonum,, Sechseck. 


Hexecontas, Abtheilung der Zahlen nach 
Sechzigen, wie Decas, Decaden, nad) Zehnen. Daher 
Canon Hexecontadon, zur Multiplication fechzigtheili- 
ger Zahlen, wie Minuten, Gesunden, Tertin. S. 
Sexageſimalrechnung. 


Homocentriſch, daſſelbe was concentriſch, von 
öos, gleich, einerley, und xevrpov, Mittelpunet, 


Homogen, gleichartig, ſ. an feinem Orte, 


Homogenea affectionum find bey dem an 
Kunſtwörtern überreichen Vieta Die mit der Wutzel einer. 
Gleichung gleichartigen gegebenen Factoren als Koefficiens 
ten der Porenzen der Wurzel. Mämlich die Potenzen 
der Wurzel, außer der höchiten, machen die Öfeichung zur 
einer aequatio aflecta, ig comparatio- 
nis ift das gegebene Glied der Gleichung. | 


Homologum, was äßnliche Berichung bat, als 
die Vorder- oder Hinterglieder in Verhältniſſen; die 
——— Seiten in ähnlichen Figuren. 


Huffoͤ rmiger Abſchnitt (ungula, onglet) 
eines Cylinders iſt zwiſchen einem Theil der Grundfläche 
(oder auch der ganzen), einer ſchneidenden Ebene und einem 
Theil der krummen cylindriſchen Oberflache enthalten. Auf 
gleiche Art entſteht durch eine fchneidende Ebene in einem 
Kegel over Konoid ein huffsrmiger Abſchnitt. 

. Es it ADDBbea (Fig. 72.) ein fenfrechter 
Eylinder über der Grundflaͤche ADBE, und: ABba 
ein Durchſchnitt durch Die Are. Diefe Ebene werde von 
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einer ahdern Ebene HFK in FG ſenkrecht geſchnitten, 
fo daß ihr Durchſchnitt HK mit der Grundfläche des 
Cylinders ADBE auf den Durchmeſſer AB ſenkrecht 
it. Man fuchr den Anhalt des Körpers, der zwiſchen 
dem Segment HAK der Örunpdfläche, dem Schnitte 
HFK des Eylinders, und dem Stücke HAFK der eylıne 
drifchen Fläche enthalten ift. 


Man ziehe durch irgend einen Punet M des Bogens 
AH die gerade MP ſenkrecht auf HK, und MN parals 
le! mit der Are des Enlinders. Diefe MN liegr in der 
Dberflache Des Eplinders, und ift fo wie die Are fenfreche 
auf Die Sa alfo fenfrecht auf die Linie MP 
(Ebene 11. 6.). Das Product aus dem Dreyeck PMN- . 
in das Differential von GP it das Differential des kör— 
perlichen Abfchnittes AFGPMN (Cubirung) *). Die 
Ebene des Dreyecks PMN iſt fenfrecht auf die Grund— 
fläche ADBE. Da in diefer letztern die Linie HIK fenfe 
reht auf MP ift, fo it HR ſenkrecht auf MPN, und 
daher auf PN, alfo it MPN der Neigungswinfel der 
fehneidenden Ebene gegen die Grundfläche. 


Es fen der Halbmeffer der Grundfläche, AC=a, 
AG=-b, 6GH=tc, der Neigungswinfel MPN oder 
AGF=a. ferner fen GP=x; MP=y, ſo iſt 
MN-= ytang a, und das Differential des Abſchnittes 
jwifhen TAG und NMP ift — Zy?tanga.Ox, 
Diefer unbeſtimmte Abſchnitt ſey —=Z, und tanga=m, 
fo t 0Z = Imy?’dx. Man fee zur Abkürzung a — b 
— k, wer GC =f, po aa=(f+y) +xx, 
ao y= Vlaa—ıir)f ‚md yy=aa-tff 
—xı— siVaa—iz), fo daß 

92 = dm (ad-+ — afy(aa—xx))öx 


*) Die in dem citirten Artikel gezeigte Methode ift daſelbſt 

nur auf runde Körper angewandt, folhe, deren Abfchnitte 

Kreiſe zu Grundflächen haben; fie iſt aber allgemeiner für 

alle andere, fo daß, wenn Y eine Flähenfchnitr des Koͤr⸗ 

. pers, X die zugehoͤrige Abſciſſe it, WOx das. Differential 
des koͤrperlichen Abſchnittes zu der Abſciſſe x iſt. 
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Nun iſt [Oxy(aa—xx) — Area an 
== feet. ACM +ACOQM = }%aa Arc. fin = u 


x 
+ ZxV (aa—xx), wo Arc, fin — ein Bogen mif 


dem Halbmeffer als Einpeit ift. 
So iſt 
—— Im (zax + fix 3x — ixi (aaa) 


— aaf Arc, fin —)ı 


wo die Conſt = o iſt. 


Den inhalt des ganzen Hufs zu erhal , feße 
man x = c, und multiplicire mic 2, fo ijt, wenn ders 
felbe durch H bezeichnet wird, 


H = m(aac— 50° — aaf Are. in > 


da aa—cc ff if. 


2. ‚Denn die fehneidende Ebene durch DE gelegt 
wird, ſo iſt — a, und — 0, alſo nun H= Imas. 
©Sest man ma—h, foift Hz %aah, wo hie 
Höhe des Hufes ift. 


Ä 3. Die Oberfläche des Hufs von AF an bis MN 
fy = 8, fit 28 -MNXO. Arc. AM, das ift 


O 
eS= my — — (Differ, Formeln, 29.), oder 
— a mafdx ' 
= mads— Va alſo 


$ — max—mfa. Arc. fin — ‚ohne Conſtans. Die 
Erumme Oberfläche ded ganzen Hufs ift 


[67 
amac—2mfa,Arc fin—, 
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Nimmkt man den Halbfreis zur Grundfläche des Hufs, fo 
ift die Frumme Oberfläche = — 2maa = 2ah, 

Es iſt merfwürdig, daß es völlig eubirbare Abe 
fehnitte eines Enlinders giebt, mit einer Frummen Obere 
flache, die zugleich quadrirbar iſt. 


3. Es ſey ACB (Fig. 73.) der Durchſchnitt eines 
Kegels, ſenkrecht auf deſſen Grundflache, deren Durch— 
meſſer AB iſt. Durch einen Punet D auf AC führe 
man einen Schnitt parallef mit CB und fenfrechr auf 
ACB. Die Durdicnirtslinie mir ACB it DE 
Dadurch entitcht ein hufformiger Abſchnitt zwifchen dies 
fer Ebene, der Grundfläche und der krummen Kegelflaches 
In diefem fege man durch eine mit CB parallele MPy 
‚eine auch auf ACB fenfrechte Ebene, welche einen une 
beſtimmten Abſchnitt begranze. Die Durcichnittsfiguren 
über DE, MP find Parabeln (f. Kegelſchnitte). Die 

läche.der Parabel über MP multiplicire mir dem Dife 
ferenrial des Abitandes AN von A ift das Differential 
des Förperlichen Abfchnittes von A bie MP, 


Es fey AB=2a,BC=b,fnABC= m, 

bx 
AP—=x,fift PM = Fr AN = mx - 
dem über AB als Durchmeffer befchriebenen Kreife ziehe 
man durch P eine Ordinate, die z heiße, fo it 2 — 


AP>PB, vr 2 —=x(2a—x). Es ift zugleich * 
die Ordinate der Parabel, deren Are MP ilt, in dem 


b | 
Muncte P. Die Flache der —— ft 2. — .2225 


* V(zaax—xx), (f. Quadratur). Der Abſchnitt 


des Hufes von A bis MP ſey — Z, ſo iſt zZ == 
b 
— Faxy ax xa). Es it | 








[xdxVlaax—xx) — — 4Ga2—.2)® 
fa/oxV(2ax—xx), und 
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a — xX 





faxV QAx-XX) = Faa. Ang. cof 

— 1(a—x)V (2ax—xx) (f Integralformeln). 

Alto " 

[xo9xV (zax—xx) =: 43°. Ang. cof — 
* a 

— Ila+'x)3a—2x)VY(2zax—xx) Dadurch iſt 

mb a—x 
3a a 


— = (a+x) (Ja—ız)yY max—xz). 





Die Conft. ift = o, da Z=ofürxzo ift. 

. Get man in diefer Formel für x den Werth AG, 
fo erhält man den Werth des beitimmren hufförmigen Ab: 
fchnittes, deffen höchſter Punet in D ıfl. 

4. Der Schnitt DG gehe durch den Mittelpunet 
der Grundfläche, ſo iſt x a, und der beftimmte hufs 
förmige Abſchnitt H= mbar (dr — 5); oder wenn Die 
Höhe des Kegel = h = mb, gefeht wird 

2 H = Zaah(37— 23). 

5. Des ganzen Kegels Inhalt ift Zraah, alfo 
iſt die Ergänzung des Hufes zum Halbfegel cubirbar, 
wenn die ſchneidende Ebene dur den Mittelpunct der 
Grundfläche gelegt wird. Diefe Ergänzung iſt =5aah, 


Hnperbel ift eine Frumme Linie, flir welche die 
Gleichung zwiſchen rechtwinklichten Coordinaten u und y 
it cu+ m?u? = y?, wo c eine gegebene Linie, und 
'm der Erponent ded Verhältniſſes zweyer gegebenen 
tinien ift. 

Die Benennung, Hyperbel (überſchuß), foll 
anzeigen, daß das Quadrat der Ordinate größer ift als 
das Rechteck von der Abſciſſe und einer conſtanten Linie, 
Vergl. Ellipſe. 





Hyperbel 


re 


1 
ax xı) = jandng ol, 


— el 
)ylaas-az) (i urgulel 


NE 
zax-ın) = ja-Ang col — 


a—X 


H 


‚ta+s)(3a=?? 


2,39 „Ang, cl —— 


(has—n) dan 


yy (anal 
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a. Für jedes poſitive u, ſo groß es genommen wer⸗ 

den mag, har y zwey mögliche, gleiche, entgegengeſetzte 
Werthe. Eben fo auch für negative, die der Quantität 


" .cC 
nach betrachtet größer find als — Für negative, die 


kleiner ſind als — iſt y unmöglich, oder die krumme 


Linie hat für ſolche Abſeiſſen keine Ordinaten. Man ſetze 


* 24, ſo iſt die Gleichung dieſe, ma (zau4 u”) 
= y®’, 


i 
a Pan Sb nn ee nnd. Allan a nee: fa 
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gleich- und ähnlich find. Die beiden Theile der Snperbel,. ' 
SAs, SBs heißen entgegengefeßte Synitte, - 
namlich aus zwey enfgegengefegten Kegeln. 

Der Punet C heiße der Mittelpunct der Hy—⸗ 
perbel; A, B, find ihre Scheitel; AB iſt ihre Haupts 
are, deren Derlängerung aber auch unter ver Benens 
nung, Haupfare, als fenfrechter Durchmeſſer, begriffen 
wird. . Eine Diebenare oder conjugirte Are, die zugleich 
eine Ordinate an der Curve wäre, mie in der Ellipſe, 
giebt e8 für die Hyperbel nicht. Doch heißt die Linie 2b 
(in 3.) die conjugirte Are oder Nebenaxe. Man 
ziehe durch C die fenfrechte CY auf AB, fo iſt diefe ein. 
Durchmeffer für alle mir der Hauptare parallele Chorden 
an den entgegengeſetzten Zweigen auf derſelben Seite der 
Hauptaxe. 

5. Der Mittelpunct C halbirt alle durch ihn an die 
Hyperbel gezogenen geraden Linien, wegen der gleichen und 
ähnlichen Zweige auf beiden Seiten der Are und des Mit: 
telpuncts, 

6. Durch A ziehe man die gerade Di fenfrecht auf 
CA; mabe AD=Ad=b, und jiehe die geraden 
CDS, Cds, welde nad den entgegengefegten Gegen 
den C s, Cs unbeſtimmt verlängert werden. Man ziehe die 


auf die Are fenfrechte PQ an die gerade CS. als Ordinate 
b 
zu diefer, und ſetze PO = z, pi z= — r und 


bbxx bb — 
zz = — Da yy= = Br) ift, 
fo ft zz—yy=bb, over (ze +y)(z—y)=bb, 
alfo z—y — ——, Der Unterſchied QM der an 
z+y. e 

die Curve und Die gerade CS gezogenen Ordinaten wird 
alſo immer fleiner, je größer die Abfeiffe nebſt den Ordi⸗ 
naten wird, ohne eine Gränze des Abnehmens. 

Die geraden SCS, sCs, heißen die Aſympto⸗ 
gen (nicht zu erreichenden) der Kppeidel, 





Hyptibtl 


uff ind. Die bien La hf 


Ds heben entgegengeichtt —T 
36 jmen cutgehengeſhien Kegeln. 
Panct C habt der Miteelpunetie? 
B. And ihre ht; Ab iſ ihe huc 
m Qerlangerung aber auch unter a 39 
uptare, als ſeutechter Dante, 19% 
me Debenare oder conſugittt A, Nie 
ıate am der Qurpe märe, min TE © 
: 4 fünperbel nicht, DT, 
w conjugirft 2 wi * 
C due fenfrechee CY auf AB a 


fi ! 
0 für alle mt der Kauptape NET 
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7, Man. verlängere die enfgegengefeßte Ordinate 
Pm bis an die Aſymptote Cs ing, ff tMy—=z+Yy. 
Da MQ = z—yift, it MyaxMQ =bb: 

8. Durch M werde mit, der Afnmptote Cs die parals 
fee ML gezogen, und durch den Gcheitel A mit derſel⸗ 
ben die parallele AB; et CL<LM=CEXEA, 
oder CLX LM =%(aa+bb). Sr 

Denn wegen ber ähnlichen Dreyefe QLM und 
0Cq iſt LQ:LM=CQ:Cq, alſo LQ = LM. 
Ferner it QL:QM = LC:Mgq, und auch 
QL:QM =ED:DA, wegen der Ähnlichkeit der 
Dreyecke QLM, DEA.. Alſo it LC:Mg= 
ED:DA, Aus dieſer und der gleich vorhergehenden 


ALLE, sosli-Lke - Sum Meckammonltabenn Kor GVterleälte 
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KH lt, 
x+e?+y? = (t+a). 
Daraus wird durch Addition nnd Gubtraction 
ee 


ex S at. 
— Herausſchaffung von t wird 
ee—aa 





= (axX—aa) yy . 
Man darf hier nicht das Entgegengeſetzte beider Faetoren 
nehmen, wie ed ohne andere Rückſichten die Rechnung ers 
fauben würde. Denn es wird, wenn y = o genommen 
wird, FG oder ze=2t. Mun iſt t größer als a, 
alſo iſt auch e größer als a, und dadurch auch x — a. 

Der Ort des Punetes M ift alfo eine Hyperbel, 
deren Hauptare — 2a, und deren conjugirte Are ‚ab 

= 2y (ee—.aa) ift, ſo daß ee = aa+bb if, 

ır. Man nehme auf der Are einer Hyperbel von 
dem Mittelpunete C aus CF =CG=—=Ykaa-+bb), 
und ziehe an irgend einen Punct der Curve M die geraden 
FM, 6M, bit GM—FM= 2a. 

Denn man fe Vlaa+bb)=e, alie 


, bb 
ee— bb aa Nun ift PM'= — xx—bb, 
un FP=x—e; daher 


ee 
FM’ = — —— +aa, 


| FM = — —a. 
Eben fo ift 
GM = — + Ay 
pleich GM—FM=; 2a, 
: 12, Die beiden Puncte, F, G, beißen bie —— ns 
puncte der Hyperbel en 10.). 
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Da cf! ‚aa bb ift, fo iſt bie auf der 
Aſymptote nach (6.) genommene CD = CF. | 


13. Die Ordinate in den Brennpuncten iſt dem 
halben Parameter gleich. 

14. Es ſey FM = z, der Winkel MFX— == 6; 
fo ift | 
I. ex—aa=az. 11. ee— aa (a—e coſ 2. 
Die erſte Gleichung iſt dieſelbe mit der Gleichung ex — 
at in (10.), da z—=t—a iſt. Hieraus folge die zwey⸗ 
te, da x — —42 coſ O if. Wenn AFM fpig iſt, fo 
iſt O ſtumpf und coſ negativ. Iſt AFM=o, fo 
iſt cf = —ı, und ee—aa(a+ 2, daher 
zz e—a, wie es fen muß. 

Iſt x unendlich groß, fo muß a—e col — o 
feyn, Bamit das Produet eine endliche Größe bleibe. Alſo 


ift bep diefer Annahme col® — — daher P=ACD, 


Die FM ift alsdann parallel mit der Afymptote. Kleinee 
als ACD Fann der Winfel MFP nicht werden. 


15. Auf gleiche Art wird gefunden, 
I. CF<CP+CA= CAxGM. 
I, ee—aa = (CG.cofCGM—CB)GM, 


16. Es fy MAm (Fig. 75.) die eine Hälfte 
‚einer Hyperbel, deren Hauptare AB, Mittelpunct © iſt; 
ber Scheitelpunce diefes Theils ift A; Die verlängerte 
Are it BAX. Auf diefe iſt durch irgend einen Punet 
M .Bie fenfrechte Mm gezogen, Durch den Mirtelpunet 
fen die gerade CD V gezogen, als Abfeiffenlinie, mit wel: 
cher die Drdinaten PM, PN unter dem Winkel MPV 
verbunden werden, Es ſey AC = a; die halbe conju= 
girte Axe =b; CP=x; PM=y, der Winkel 
ACD=®; der Winfel ML Q=w, wo L der Durch⸗ 
ſchnitt der MN mit der Are iſt. Wenn tang 9 .tango 


bb. 
=. iſt, fo wird MN und jede ihr parallele, auch in 


—R 
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der andern Hälfte der Hyperbel von CV, oder deren Ver⸗ 
längerung halbirt. 
Denn man ziehe PR mit cq, und PS mit MQ 
parallel, fo erhellt, daß 
Bu -cQ = xcof$ +ycofw, 
MQO=xfn®-+yfinw, 
if Nun ift (3.) 
a®b? — b?(x?col$9°-+2xy col®.colw + y* cofw*) 
— a?(x’fin9? + 2xyfin®.finw + y*fin ®). 
Nimmt man b’—a'ttangQp .tango, ſo iſt 
be coſ . coſt a’fin®.finw, und die Gleichung ente 
hält bloß die zweyte Potenz von x und von y, daher bey 
jeder Annahme für die eine derfelben die, andere zwey 
gleiche entgegengefegte Werthe erhält, und unmögliche, 
wenn das Quadrat einen negativen Werth hat. 


17. Den der jegf gemachten Annahme für die u 
fl © und w ilt 
2... @b® = (b?col$*—.a® fin 9?)x* 
- (a! finw® — b? cola?) y®. 
18. Wenn die Puncte M, N in enfgegengefeßrfen 
Schnitten liegen, fo gilt das gefundene auch., Es fey 
‚(Fig 76.) die Abfeifjenlinie CV innerhalb. des Neben⸗ 
winfels SCs der Aſymptoten gezogen, fo daß fie Die Hy: 
perbel gar nicht fehneide. Die enrgegengefesten Ordina⸗ 
ten PM, PN liegen in entgegengefegten Schnitten. Bey 
denfelben Bezeichnungen wie vorher ift. eben fo 
cCQ = xcof® +ycolw, 
MQO=xfing +yfinw. 


| Die übrige-Mechnung ift diefelbe wie in (16.), und es 
muß, damit alle mit MN parallele Chorden von cv hal⸗ 
birt werden, ſeyn 

bb 

— tang O. tangw. 
19. Man ziehe durch den Mittelpunct C (Fig. 76.) 
mit MN die parallele ECE, fo ift diefe, bey der ge= 


= 
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machten Annahme ber Winfel @ und w, ein Durch meffer, 
der verlängert alle mir VCV parallele Chorden halbirt. 
Die Winfel © und w haben nun ihre Bedeutungen mit 
einander vertauſcht. Iſt namlich @ der Winkel des Durchs 
meſſers mit der Are, fo it w der Winfel der Ordinaten 
mit derfelben. Iſt w aber jener Winkel, fo ift ® der 
letztere. | 


20. Zwey gerabe Sinien, welche Durch den Mittels 
punct unter den Winfeln O, w, der Bedingung ın (16.) 
gemäß gezogen, find, heißen conjugirte Durchmeſ— 
fer. . Der eine balbire alle Ehorden, die dem andern 
parallel find. Der eine fehneider die Hyperbel in zwey 
enfgegengefegten, von dem Mittelpuncte gleich entfernten 
Puncten, der andere fchneider fie gar nicht. Die Abfeiffen 
follen auf demjenigen Durchmeffer genommen werden, 
welcher die Hpperbel fchneider. In der Gleichung (17.) 
find daher die Coefficienten b*colp* —a*!fin®*, und 
a® fin w — b? cofw* Heide pofitiv. Dadurch erhält x 
zwey mögliche gleiche, entgegengeſetzte Werthe für y — 
aber y unmögliche, wenn x == o iſt, oder einen Werth 
unter einer gewiſſen Gränze hat. 


21. Der beſtimmte Werth eines Durchmeſſers, 
der die Hyperbel ſchneidet, zwiſchen den Durchſchnitts⸗ 
puncten heiße insbeſondere der Durchmeſſer, und werde 

durch 2k bezeichnet. Fuͤr x ûo, oder in dem Mittels 
puncte, ſey yv — — g, fo ilt 2 & der conjugirfe Durch⸗ 
meffer auf gleiche Art, wie 2b die conjugirte Are. Aus 
der Gleichung in (17.) folgt, wie in dem Artikel, Ellipfe 
(17.), die Gleichung, . 
Por — Br r 
> oder g(x—f?) = Py® 

22. Man feße x —r +u, fo folgt aus jener 

Öleichung dieſe: 
g’(2fu + un) = Py) 
255 88 
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Deide Gleichungen haben dieſelbe Form tie die in (3.), 
welche — auf die Hauptdurchmeſſer beziehen. Auch 


bee 5 per Parameter zu dem Durchmeſſer 2f. 


23. —— vertauſche die Bedeutungen von a und by, 
fo daß b der Haupthalbmeſſer auf der Are oder der Abs - 
ſeiſſenlinie, a aber der conjugirte Halbmeffer. fey. Der 
Winkel der Aſymptoten it nun der Nebenwinkel von dem 
Winkel verfelben bey der erftern Bedeutung von a und b, 
Es fry (Fig. 76.; CF ver halbe Hauprhalbmeffer auf der 
‚Are der Abfeiffen xCx; FD der onjugirte Halbmeſſer, 
ud CF=AD, FD=CA, jenes dem conjugirten, 
Dieies dem Haupthalbmeſſer für die Hypperbel MAmNBn, 
Die Hyperbel SFssFS haft die conjugırte von 

ener. | 
Die Hleichuna für die conjugirte Hyperbel ift, wenn 
bie Khfciffen von dem Mittelpuncte aus auf der Hauptare 
genommen werden, 
aa(xx—bb) = bbyy. 
Nennt man einen Halbmeſſer, der an die conjugirfe Hy⸗ 
perbel gezogen iſt, g, den conjugirten £, indem man auf 
gleiche Art. wie für die Haupthalbmeſſer, die Bedeutun⸗ 
gen von f und g vertaufht, fo wird aus der Öleichung 
in 21) diefe, 
| ff(xx—gg) = 8855. 
Die conjugirren Halbmeffer an der einen Hyperbel, welche 


als Ordinaten unmöglich ſind, ſind an der andern als 
Halbmeſſer möglich. . 


24. Es ift 
fin w cofw be. 
= lo.Iin@— 9) — Iino.ine— 9) 
fin® —B 


A. A — Ane.lin(a—®) * 
Denn aus der Gleichung in (17.) iſt | 
ab? = (b?oolöt— ang’), und 
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ab = (a finw —b?colat)\g®, | . 
Hieraus werden auf eine ganz ähnliche Art wie in dem 


Artitel, Ellipſe (19.) die angegebenen Werthe von £? und 
g” erhalten. | 


- 


££  fnw, cofw 2 — 
.Es I. — — — er, 
| 2 € it 88 —  Sn9.colp æ — | 
Bi: ; finw. a. f . uw b 
IL, — ern III. — 2* m— eg — 
a co cofp' * g Kno, a 


26, Der fleinfte Werth von O iſt Z o, der größte 
iſt Ang.tang 8 — , oder ber Winfel der Aſymptoten mit 


der Are. Für jenen Winkel it f= a, für diefen ift f 
- unendlich groß, da der Halbmeſſer f in die Aſymptote fallt, 
Der größte Werth von w iſt ein Rechter ‚wobyg=b 


iſt; der kleinſte iſt Ang tang — 7 ben welchem ber con⸗ 


jugirte Halbmeſſer (der an ber eonjugirten Hyperbel als | 
wirklicher Durchmeffer genommene) auch in die Aſymptote 
fallt, Denn aus det Kormel, bb = aatangP.tango, 


b b 
folge: tangw *& m wenn tang == iſt. Das 


Verhältniß £;g hat alſo die Werthe * arb’an bis 
zu 121. — Apollonii Conicorum L. VII. prop. 


27. Es iſt k8. lin (v — 0) ab, Der Winkel 
© iſt der Ordinatenwinkel, fo daß dag Parallelogramm 
von zwey conjugirten Durchmeffern unter diefem Winkel - 
dem Rechtecke von den beiden Aren oder Hauptdurchmefs 
fern gleich it. Apollonii Conic. VIL, 31. 


28. Es iſt + (ff—gg) == t(aa—bb) 
Bew. Denn ff— gg = 
finw.colw— fin®.ce[® ee den 
"sold.cola.inw—g) Der Zähler * 
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Bruches iſt ſin 20 — Iſin ? 0 — 


fin(w 9).coflw+Pp) Alſo iſt f—gg = 





cof — F — fin9.finuo\ _ bb 
cold. colw — coſ . coſu — 


Iſt ba, fo iſt auch g>f. Apolloni Conic. VII. 13. 


294 Es iſt f+g>a+b, und t(f—g) 
*(a- b. | | 

Bew. Daff—gg = aa—bb, md f>a 
ift, fo ütauh g>b, alfo £+g>a+b. Zwentens, 
da ff— eg = (f+g)i(f—g), und aa—bb — 
(a+b)(a—b)ijt, und daher beide Producte gleich find, 
fo ijt, weil der Ractor £+ 8 größer als der Factor a + b 
ift, Dagegen ver Factor f—g Fleiner ald a—b, Apol- 
lon, Con. VII. 25 27. 

30. Wenn ab ilt, fo ifttang® .tangu=ı, 
alfo w= 90°—D, und 2w = 180°— 20, daher fin 2w 
= 29, folglich F=g (25.1), over alle conjugirten 
Durchnieffer find gleih, wenn die beiden Hauptdurchmeſ— 
fer gleich find. Daſſelbe folgt aus den beiden andern 
Fermeln in. 25. | 

31. Die Hyperbel Heißt in diefem Kalle eine 
gleihfeitige. Der Parameter zu beiden Durchmef: 
fern iſt ihnen aleih. Da ein Durchmeffer in der alten 
Geometrie latus transver[um (oder vielmehr obli- 
quum) und der Paramerer latus rectum, in Beziehung 
auf das Rechteck von beiden bieß (vergl. Ellipſe, 7.), fo 
heißt bey der Gleichheit beider Linien die Hyperbel eine 
Hleichfeitige. 

Die gleichfeitige Hyperbel iſt unter den Linien ihrer 
Art daſſelbe, was der Kreis unter den Eilipfen iſt. 


32. An der gleichfeitigen Hyperbel ift der Winkel 
der Aſymptoten mit der Are ein halber Nechter, alfo der 
Winkel ver Aſymptoten felbit ein Nechter, 


iſt an derſelben ff — —“ F 
33. Es iſt au derſelben ff = — wo der 
größte Werth von 20 ein Rechter iſt. 


Hoperbel 
Hiflinzw -Hinsd= 


„, colla+9). Meik fig} 


3, fm. 
— a. arm 
14 


col O.c 


ols 


—— 


> em 
rear ud 3 


: da ff—ır 7 aa—bb, A! 
4 g>b, all + >at 


= (+3) fe) 
—b)ut, und daher dede 
dn dJeetor f+ g aröhr 
ar Kactor [5 


ii 7 4 
2 


Ar Jane) 
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Die Gleichung für dieſelbe, wenn die Abſciſſen 
von dem Mittelpuncte aus genommen werden, iſt 
xs—yy- ff. 

erden die Abfeiffen von dem einen Scheitel des 
Durchmeffers an genommen, fo ift 2fu-uu= yy.- 

34. Es ſeyn CS, Cs (Fig. 77.) die Ainmptoren 
der Hyperbel SAs,' die Are CX, der Haupthalbmeſſer 
AC —.a, der conjugirte Halbmeffer AD = b. Man 
jiche einen Durchmeffer CV, der die Hyperbel in E 
fehneide, unrer dem Winkel ACE = 9. Der Winfel, 
unter welchem die zu demfelben gehörigen Ordinaren die 
Are fchneiden, fv ACU = w, der nach (16.) beſtimmt 
werde. - Mir CU ziehe man irgend eine NPn parallel, 
welche die Afnmptoren in N, n, und CV in P fchneide: 
Sit CP:PN — f:o. und auch CP:Pn=f:ze, 
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85: Die Linie N ſchneide die Hyperbel in M, m, 
fo wird, wegen der angenommenen 5 

feld w, die Chorde Mm in P halbirt — ift 
MNz=mn 


36. Die mit CU durch E parallele ift eine Bee 
rende in E. 

Denn wenn fie die Hyperbel noch in einem Punete 
fehnitte, fo wiirde CV nicht die gerade- Linie feyn, Die 
alle mit GU parallelen Chorden der Hyperbel nach (35.) 
halbirt. 

37. Der Winkel ETX der berührenden ET mit 
der Axe ſey zw, md ECT=O, ſo iſt bb — 
a a tang O. tango, ba zufolge dieſer Annahme die Lage 
der beruͤhrenden in E gefunden iſt. 


38. Die berüihrende in E ſchneide die Aſymptoten 
in L, l, fit EL=EIl, und jedes, EL over El 
gleich dem conjugirten Halbmeſſer yon CE. Denn es ift 
CE:EL=f:g, und CR:El=f:g, eben fo wie. 
CP:PN=f:g, wm CP:Pn=f:gif, 

Apollonius hat den Gas im UI. B. 3. S. indi⸗ 
recte, durch Unmoöglichkeit des Gegenſatzes, erwieſen, mit 
der Ysanderung, daf das Quadrat von EL gleich iſt dem 
pierten Theil der Figur au dem Durchmeffer in dem Be⸗ 
ruhrungspunete. Dieſe Figur iſt das Rechteck von dem 
Durchmeſſer und dem zugehörigen Parameter, 


39. Es ſey TMt (Fig. 78.) eine berührende an 
ber Hyperbel, AMS inM, und MP ſenkrecht auf die 
Are der Hyperbel, deren Mittelpunct in C iſt. Es iſt 
CP: CACXCA:; CT. 

Bew, Es ſey der Winkel ATM; ACM 
0, pı CMT=zo-—0, wcT= 





eds, CP—=f.col9; ao CPxCT= 
in w . 

f . fi — 
de Da TM eine berührende ift, 


fo Haben die Winfel © und w die in (16.) beſtimmte Res 


immung des Wins u 


Hoperdel 


Tue finie N n ihneide die Hyyechel in l 
een der angenommenen Velten WS 
vr Eperte Mm un P far Dat 
nn, 4 

Tor mit CU vurh E paralal if it 


nenn fie die Hwerbel ne 
, erde CV’ che die gerade Um 
U parallelen Chorden Det Spaperel md 


Der Bunkel BTX © Ka 
a, und CT=zvı } 

ung«, ba zufolge dieſet Ynnafot ch 

OR achınden Ill. | 
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lation (37.). Daraus wird nun zufolge des in (24.) 
gefundenen Werthes von ff erhalten CPXxCT=aa 
— CA, und hieraus bie in dem Gate angegebenen Proa 
portion. ; 

40, Hieraus folge CP:PA = CA:AT, bars 
aus ferner CP:PA—BP?:PT, wenn B der andere 
Endpunck der Are ift. Mod iſt CAAAT==BP:PT. 


41. Die Aſymptote CS ift die berührende in einem 
unendlich entfernten Puncte. Denn wenn CP unendlich 


groß gedacht wird, fit. cT=o 


42. Da eine berührende zwey an einander floßens 
den Bogen der Curve gemein ijt, fo verbindet die Aſpm⸗ 
ptote, als berührende betrachtet, auch zwey Bogen der 
Hpperbel. Dieie find (Fig. 74.) die Bogen AS, BS 
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immer mehr, je mehr die fich drehende Linie fich der paral- 
lelen Lage mit der andern nähert, In dieſer Lage Fann 
man den unendlich entfernten Durchfchnittspuner jo gut 
nach der einen als der andern enfgegengefesten Gegend 
hin fegen. Bey forsgehender Drehung nach derfelben 
Richtung kommt der Durchſchnittspunet von der entges 
gengeſetzten Gegend her zurück, und befchreibt fo die ganze 
unendliche gerade Linie, ohne feine Richtung zu ändern, 

Unſere neuefte phantaſievolle Philoſophie kann ihre 
Bilder hieraus mit einem neuen Indifferenzpunet berei⸗ 
chern, auch mit einer Identität neuer Art, da eine un—⸗ 
enbliche Linie swifchen zwey zuſammen fallenden Puncten 
enthalten iſt. 

43. Es ſey MQ (Fig. 78.) ſenkrecht auf die be 
rührende TMN, und ale die Are inQ, esift PQ 


bb 
=—.Ch, und CQ = —.CH. 


Bew Eift PO =MP.,tangsPMQ = 
MP.tangPTM = f.fin®.tangw = 


b 
f.tang® ‚tangw.co[l® — — 
aa 


bb 
u. —— er 


— — “CR, 
aa 
| ffin® bb 
R} i M == — — —⸗ a ED 
5 0 fin (® —- 9) 
aus (24.). 


45. Man jiefe OR (Fig. 78.) a. auf die 
verlängere CM, eilt CMxMR=bb 
Denn MR=MQ.cofQMR=MQ, ‚inTMC 
bb 
zz MOQO.fin(w—0) = v2 aus (44.). 
46. Aus den Brennpuncten F, G (Fig. 78.) ziehe 
- man an einen Punct M ner Hyperbel die geraden FM, 


a * en Raten © [+ < 

rad m n —7 au An, nit ex En 

4 mit einer Yrntt ' 6M=—+a (ın), md FM:GM= 
a 


A zoep jufammen fl 

— eigen 19 "  ex—aa:rextaa Folglich ft FT:CT= 

7 ing) haft? FM: GM. Daher falbirt TM den Winfel FMG, 
‚ge fen N die freinQ, äufolge des umgefehrten Gates, Dreyeck, nr. 9. 
MN. 47. Wenn die Hnperbel als ‚eine phufifche, bie 


ud CO = —.Ch. | Lichtſtrahlen zurlichwerfende, Sinie Betrachter wird, fo 
‚pl werden die von dem einen Xrennpunce auffallenden 
. E iſt = MP. - Strahlen fo zurücfgewrfen, daß ihre rückwärts genome 
72 f.inY.tung® < menen DVerlängerungen nach dem andern Brennpunete 
* bb CP, gehen. Denn es iſt der Zurückſtrahlungswinkel tMg 
2a gleich dem Einfallswinfel FMT, alfo auch gleich dem 
Bin TMG, fo daf die verlängerte gM dur G geht. Der 
cd cp+PQ = (tz) Brennpunct G ift nur ein virtueller, 


- ecolw 
48. Es if inFMQ = 


Winfel der berüßrenden mit der Are ift, und MQ bie 
find = A Marmalo anf nio hortihrende oder Die Curve. i 


, wo w dev 
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| andern Crganjung zum Rechten. Daher fin FoM = 
eo[OTM = colw, um a: e = cofw:inFMQ. _ 


19. Es it FMXGM= gg ='bem Quadraf 
de3 zu CM conjugirten Halbmeſſers. 


Dew, Da IM=——a, ud 6M= 


ex LE zus J 
* +aiffl, pit FM<GM = et. Fer⸗ 


ner ee =aa+bb— (ı + tangP.tangw)aa == 
col$.colw +,fin®. fin w _ col(w— 9) 
colY.colw, — cold .colw 


u RR: f£ fino 
Dann iſt x —fcofd, und ru cf... —ãA 
ex _ Äfinw.col(w—P) _ 
alſo iſt —— EN ET Te Folglich 
2 fin w.col(w—P) 
EMS cMm= ( colw,lin(w—P) 


— aa — gg, aus (2 5 
colw.fin (o - 9) = 58 4). 


—ı)a=m 


50, Doch mehrere Eigenfchaften ber Hrperbel, die 


wie die bisher angeführten, mir Eigenſchaften der Elhpſe 
Analogie haben, (f. Ellipſe), wird man nach Anleitung des 
Hier gebrauchten Verfahrens finden können, Auch andere, 
die hier nicht berührt find. Es Fann aber leicht fenn, daß 
ben Berhältniffen der an die Hyperbel oder Eilipfe gezoge⸗ 
nen geraden Linien Die Geometrie einen Fürzern Weg giebt, 


51. In van Schooten Exercit, mathematicis 


L.IV. find verfcbiedene Inſtrumente angegeben, eine 
Hyperbel durch ftetige Bewegung eines Stiftes zu bes 
fihreiben, - z 

Es fen C (Fig. 79.) der Mittelpuhet der zu zeich⸗ 


nenden Hyperbel, CX ıhre Hauptare, CA der Haupts 


balbmefjer, AD der conjugirte, alfo CD die Richtung 


/ 


Hyperbel 


enpeng jum Reiten Diht af 
cola, und are = cola:inf}, 
„BRTNXxCN= gel, 
vu campagurten Kaltınejjert, 


ex } 
= — — 4, und — 
m, Da IM : | 


2 er, 
-sutbb=(ır ung unge 


de & 9.hn“ = (ei 
[a +00 NE 
fns 


ne 
2 = food, md — = rk 


olv.colm 
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ber einen Aſymptote. Diefe werde nach CS verlängert. 
Wird CD in E halbirt, und AE gejogen, fo it AE 
parallel mie der andern Aſymptote. Man fee drey Sie 
niae FG, FN, GMA jufammen, fodaß GFN den 
Winkel der Aſymptoten, das iſt, AED gleich ſey, FGA 
aber von willführlicher Größe, indem FG und AG ſich 
um einen Stift in G drehen laffen. Das Linial FG ſey 
fo lang als die Linie CE, Wird das Linial FG auf AS 
hingefchoben, indem das Linial AG immer durch A geht, fo 
befchreibr ein Stift an dem Durchfchnitt der Ränder der 
Liniale AG, FN die Sinperbel längs ver Minmprore AS. 
Es ut hier FG:FM = EG:EA. Da FG 
= CH, alſo EG = CFilt, bit CE:FM —= 
CF:EA, daher M ein Punet in der Hmperbel, nach (8.). 
Anſtatt der Hanprhalbmeffer Fanır man auch zwey 


een. 
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Hyperbel höherer Ark iſt diejenige, Deren 
Gleichung iſt, ay"t2 = bx"(c+x)". Gie ent: 
fteht auf eine ähnliche Arc durch den Schnitt eines Ko: 
noids, deſſen Grundfläche ein Kreis höherer Are ift, wie 
die vorher betrachtere aus dem Kegel. Kin Kreis höherer 
Art hat die Gleichung, y"tr (c—x)uxm. Die 
Hyperbel der erſten Art heiße zum Linterfchiede die Apol— 
lönifhe, ©. Wolfii Elementa Matheſeos. T. I. 
Analyfıs. $. 525 — 530. Die Kormen find nach Bes 
fchaffenheit der Erponenten m, n, ob diefe gerade oder 
ungerade find, fehr verfchieden. | 

Einige nennen diefe höhern Hnperbeln auch Hy 
perboloiden, welches aber auch byperbolifche Konoiden 
bedeutet. 

Eine andere Gattung von Hyperbeln höherer Arc 
iſt diejenige, welche unter der Gleichung, x"y"—anbn, 
begriffen ift, wenn m + n größer als2ift, Die Aren der 
Koordinaten find die Afymptoten der Curve, Newtons 
$atarafta (Princip. Phil. nat. math. L.II prop. 36.) 
ift nach einer folchen Hyperbel gebildet. Die Gleichung 
für diefe iſt, xy? = ab*. GSie iſt eine Huperbel der 
vierten Ordnung, \ 

Newton nennt in feiner Enumeratione linearum 
tertii ordinis, die Curven diefer Gattung mit geradli: 
nichten Aſymptoten oder mit einer einzigen auch Hyper: 
bein‘, weil ihre Zweige, die an einer Afymptote hinlaufen 
ſich immer mehr und mehr den Zweigen einer apolloniſchen 
Hyperbel nahern. Diejenigen, die drey Aſymptoten ha- 
ben, von welchen keine ſich parallel ſind, neunt er Hyper- 
bolas redundantes, diejenigen, die nur eine haben, 
Hyperbolas defectivas. Auch giebt er den Formen hei 
Curven, nach Verſchiedenheit der Lage des hyperboliſchen 
Zweiges gegen die Aſymptoten, beſondere Namen, als 
circumſcripta, ambigena, conchoidalis, cet. 


Hyperboliſch, was einer Beziehung auf die Hy— 
perbel har, als hyperbolifches Cylindroid (f, Eplindroid); 


A ST a a EAST A) 1 Met EL Kuchen Kae a dr — 
cher das nte Glied ift — 1.2.3.4-.5..n. 

Wallis Hat diefe Benennung gebraucht in ber 
Arithm. Infin. Prop. 190. Nämlich in der geometri⸗ 
ſchen Reihe ift das nte Glied dag Product aus dem eriten 
Gliede in eine Anzahl von n— ı gleichen Factoren, oder 
indie (n — r)te Poren; des Erponenten. In der hy: 
pergeomerrifchen Neihe find die zu dem Anfangsgliede ges 
festen Factoren ungleih, und zwar in arithmetiſcher 
Fortſchreitung. 

Ein Glied dieſer Reihe iſt daſſelbe, was Kramp 
eine arithmetiſche Fatultaͤt genannt hat, wovon 
ein eigner Artikel diefes Wörterbuchs umftandliche Machs 
richt giebt, 

Euter hat fchon in feiner Differentialrechnung von 
Größen diefer Korm gehandelt. In den Novis Com- 
ment, Acad, Petrop. T. XIII. iſt von ihm eine Ab: 
handlung über die Curve enthalten, am welcher die Glie⸗ 
der einer hypergeometriſchen Reihe mit ihren eingejchaltes 
ten Die Ordinaten find, deren Natur er unterfucht. Für 
aanıe noaAtiho MWorche der Abſceiſſe ſind Die Drdinaten une 


aheıt der Epponznten MI, a. — 
find, ſcht verichieden. n 
Funige menmen Duck hühern Sooptih 
loıden, wlchei aber aud hepereiß 














* 


Fine andert Gattung don su 
aize, melde unter der Olcibung, x Ar 
en iR, men m + ngröhtt En | 
aan Find Di Wiomptoren DT Pit . 
* : Phjl, nat. math. . 
Hoyechel gebill, i 
ıy’ - ab. Gie if a 
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ausdrucken laffe, und nimmt daher Gelegenheit eine allgei 
meinere Mühe diefer Form , worin ſtatt des Erponenfen X- 
eine Zahn, und ſtatt x in den — eine Zahl ma 
‚ gefest wird. 
In den Novis Actis Ac. — T. VII. et 
VIII. find noch. zwen Abhandlungen von Euler über die 
‚bnvergeometrifchen Reihen enthalten. - Die erfte befrifft 
das allgemeine Glied derfelben; die zweyte enthält ver: 
ſchiedene Betrachtungen über diefe Reihen. 
In der erften diefer Abhandlungen findet Euler fols 
genden Ausdruck für das nte Glied Diefer Reihen, Es 
"werde daffelbe als eine Funetion der veränderlichen Groß e 
zn betrachtet, und durch A sn bezeichnet, wo A das Fune⸗ 
tionszeichen iſt. Die arichmetifche Reihe fen . 
a,a+b;a+2b;..a+(n—nb; etc, man 
eine u endliche Größe, fo iſt 
| a «+b a __ At b 
'A:nzar, — ( — 
er a+nb =). ararı) 
«+ 2b” ——— (+3) 
denen 
__ar3b  /a+4b ) 
a+m+3)b \a+3b 
Das Verfahren, wodurd Euler diefen Ausdruck finder, 
ift mit einiger Abfürzung und Abänderung folgendes. 
Da A:nZala+b)(a+2b).,.(a+(n—ı)b), 
und eben fo , 
A:(n+i) =ala+b).... (a+(n-+i—ı)b) 
iſt, fo iſt 
A:(m+i)= (Arn)a+nb)... (a +a+i—nb). 
Es ift aber auch, wenn man die Theile n und i i der Stel: 
lenzahl n Hi verfaufche, 
D&:(i-+-n)=(A:i)(a+ib),.. @+G+n— ı)b). 
Man gebe der Zahl ĩ einen unendlich großen Werrh , 1» 
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find die in dem legtern Ausdruck zu Ari gefegten Factoren 
alle als gleich zu achten, und es iſt | 

A:ıi+n) = (A: :i)(a+ib)*, 
In der unendlich großen Größe darf man fur a jede 
endliche a ſetzen, und ſo iſt 
A: +n) = (A:i)(a-+ib)*, 
= der DBergleichung beider Ausdrücke für A: Cn+i) 
olgt 


— a _ a+b —— 


arnb a+(n+ı)b a-(n+2)b 


a-+(i—ı)b J 

— — Ta zer 

Diefes ift der wahre Werth von A:n, wofern nue 
ã einen unendlich großen Werth erhält, es mag n eine. 
ganze oder gebrochne, ober ſelbſt eine ixrationale Zahl be⸗ 
deuten. 

Giebt man i einen endlichen Werth, ſoiſt - Feh—⸗ 
ler bey dem gefundenen Ausdruck von a: m deſto kleiner, 
je größer i genommen wird. Man ſetze für i folge: 
weife die Zahlen ı, 2, 3, etc. und bezeichne die dadurch 
Werthe von Axn dur 1. IL. III. etc, 
fo i 





L = op (a+b)r. 

I, — getan. 
ern — et 
iv. — LEE Ey 


a+nb'"""a+(n+ 3b) 


etc. 
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Hieraus wird erhalten E 


IT. nz a+b «+2b\r 

1.07 ray An ayb/ ’ 

an I At 2b — 3b\" 

I. — a+(n+2)b \«+ 2b 

IV _ 44 arsb &-- 4b 

I. —"a+@a+3)b Eee i6e 9] 
etc. 


Multiplieirt man dieſe Duotienten und alle folgenden in 
einander, feßt darauf den Faetor I. noch hinzu, und giebt 
dem eriken Factor die Form der übrigen, fo wird der vor⸗ 
ber angeaebene Töerch von A sn erhalten. 

" Die einzelnen Faetoren ſowohl als die partiellen 
Faetoren derfelben nahern ſich immer mehr der Einheit. 
Di Gftoße a iſt willkührlich, und kann fo genommen wer⸗ 
der, daß die Rechnung dadurch bequemer wird. Man 
bemierft leicht, daß in dem zuerjt gefundenen Werthe von 
A:n eine Reihe von Factoren als Multiplicatoren und 
als Diviforen eingefchoben ıft, me das — der 
a4b 


— — a—6 - ı)b’ 
etc. wieder vergrößert wird. 


Da der Werth von A:n nur für unendlich große 
1 als richtig angefehen werden kann, fo bleibt die Annähe⸗ 
rung zu dem wahren Werthe noch immer unficher, und 
die Einſchaltung der Potential: Kactoren it auch etwas 
willführliches, zugleich mit dem Werthe von«, Nimmt 
man anftart der gleichen Ractoren at+ıb, die nur für 
ein unendliches i Statt finden, die genau richtigen a+ib, 
a+(it+ı)b,uf.f. fo erhält man für. A: nn eben die 
Formel, die in dem Artifel, Facultät, 44. gefunden ift, 
Das Verfahren, welches ich dafelbit. (52. 53.) ge: 
REN babe, den Werth eines eingefchalteren Gliedes in 
einer Reihe von Karultäten , oder einer bypergeometrifchen 
zu finden, feheint das ſicherſte und diregtefte zu feyn. Die 


abnehmenden Bruchfactoren, 


Hppotenufe “27 
Multiplication zweyer Werthe der gefuchten Größe, deren 
einer zu groß, der. aıbere zu Flein it, muß fi dem Qua— 
drate diefer Gräfe nähern, wenn die Factoren diefes Pros 
ducts fich immer mehr der Einheit nähern, wie es dafelbit 


gecſchieht. 


Hypotenuſe, iſt in einem rechtwinklichten 
Dreyeck die Seite, welche dem rechten Winkel gegen über 
liege (Subtenfa angulo recto, von oᷣro und Teıyw.). 


©. Pythagoriſcher Lehrfag. . | 
Hypotheſis, Worausfegung, iſt in der reinen 


Mathematik, was man aud) das Gegebene für einen zu 
ermweifenden Satz oder eine aufjulsfende Aufgabe nenner. 
Bey einem Lehrſatze wird etwas über die Beſchaffenheit 
und Verbindung gewiffer Größen vorausgefest oder bes 
ſtimmt, um daraus neue Folgen zu ziehen. Das iſt die 
Hypotheſis des Satzes. 3. DB. zwey Dreyecke haben 
eine genteinfchaftliche Grundlinie und gleiche Höhe, fo 
folgt aus diefer Hnpothefis, daß fie gleichen Inhalt haben, 
Daher. ift die gewöhnlichſte Korm der marhematifchen 
Lehrſätze die bedingte. Bey einer Aufgabe liegt auch im⸗ 
mer eine gewiſſe Bedingung über die Beſchaffenheit der 
gegebenen und gefuchten Größen zum Grunde, woraus - 
das gefuchte hergeleitet werden fol. 3. B. Zwiſchen 
zwey gegebenen Größen zwey mittlere geometrifch propros 
fionale zu finden, mo die Hnpothefis Die Proportionalirät 
der vier Größen ift. Oder: aus der Summe Dreyer Grö⸗ 
gen, der Summe der Producte je zweyer und dem Pro: 
ducte aller drey diefe Größen zu finden, wo die Combina: 
tionen die Hpyotheſis ausmachen 

In der angewandten Mathematif find Hypotheſen 
gewiffe Annahmen über die phnfifche Befchaffenheit der 
Größen, welche ven Gegenftand einer mathematifchen Un⸗ 
terfuchung ausmachen. 3: B. daß ein Korper vollfoms 
men dichte und gleichformig ſey, daß ein füfliger Körper 
vollfommen flüflig fey Dahin gehören alle Kalle, worin 
etwas bey Seite geſetzt wird, das zu einer vollig feharfen 


Pr 
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Beſtimmung und Auflöfung noch in Betracht zu ziehen 
iſt. Man kann Geſetze wirkender Kräfte annehmen, vie 
nur nichts den allgemeinen Grundſätzen wiederſprechendes 
enthalten müſſen, und daraus Folgerungen ziehen, ohne 
dadurch. zu behaupten, daß dieſe Geſetze wirklich in der 
Natur vorhanden feyn. Vergleicht man die Kolgerungen 
mit den Beobachtungen, und ſtimmen diefe mır jenen ges 
hörig zufammen , fo ift diefes wenigſtens eine fehr wahr⸗ 
fcheinliche Begründung des angenommenen Gefeges. In 
der Optik ijt es erlaubt, das Licht als einen Ausfluß aus 
dem leuchtenden Körper zu betrachten, und die Lichtſtrah— 
len für mathematische Linien zu nehmen. Die Übereine 
flimmung der Folgerungen aus den Geſetzen der Neflerion 
und Refraction mit der Erfahrung beweifet inzwiſchen jene 
Annahme nicht als wirklich. 

In der Aſtronomie insbeſondere heißen die verfchies 
denen Syfteme von dem Laufe der Himmelskörper, Hypo⸗ 
theſen, als Hypothelis Ptolemaica, une Co 
pernicana, 


J. 


Ichnographie iſt Grundriß in der Baukunſt. 
Don ixvos, Fußſole Fußſtapfe, und ypaPw, zeichne. 
Es ift eine Anwendung der orthegraphifchen Projeetion. 


Icofaedrum , ein vegulärer Körper von 20 
gleichfeitigen Dreheden eingeſchloſſen, ſ. Körper, reguläre, 


Identiſch , toas in der Größe und Form übers 
einſtimmt. Zwey Größen können einander gleich, und 
body in der Form oder Zufammenfegung verfchieden fen. 
So find 40+ 85 60 — 12; 32163; , ſich gleich, 
aber in der Form verſchieden; fo auch (at 'b)(a—b) 
und aa— bb. Zwey Dreyecke Fönnen einerfey Inhalt 
| paben bey verfchiedenen Winfen und Geiten; Bon 

Figuren, die gleich und ahnlich n ind (in ‚der Größe und 


—R 
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Form übereinkommen, ſagt man, daß ſie congruiren, oder 
ſich decken. 

Ein identiſcher Satz hat allgemein die Form, 
AZA, Mit einem ſolchen Satze für ſich kann man 
nichts anfangen, ‚allein man gebraucht ihn in Beweiſen 


in 


zur Verwandlung eines Satzes, der ein Glied des Des. 
weifes iſt. Hat man nämlich gefunden, daß P=Q if, 


wo P-und Q zwey Größen bedeuten, die fich gleich gber 


nicht identifch find, fo ift auch P + A — Q+A, wo 


dann A eine Größe iſt, die mit denen, woraus P und Q 
zufammengefegt iſt, in Verbindung ſteht. Man Fann 
auch A als Mulriplicator oder Diviſor von den beiden, 
P und Q, gebrauchen, 


Wenn zwey nach den Porenzen einer beränderlichen . 
Größe x geordnete Reihen fich gleich find, fie mögen . 
nun beide ohne Ende forfgehen, ‚oder beide mögen, jede 


mit welcher Anzahl Glieder es fen, abbrechen, oder auch 
eine von ihnen nur mag aus einer beftimmten Anzahl 


Glieder befiehen, fo find fie identiſch gleich, das iſt, 
die zu denfelben Potenzen von x in beiden Reihen | 


gen Coefficienten find einander gleich. 
Es fen nämlich 


a+bx+ex’ Paxs pP ex x- letc. = 


A+Bx+Cx?° +Dxö + Ex’ FxSs+ etc. 
— beBı cc; En, kr 
Denn da fir x jeder Werch. gefest werben mag, fo feße 
man x — O, und ed bleibt aus beiden Neihen a — A. 
Dadurch it bx Hex’ etc. = Bx +Cx?-+ etc. 
Degen des gemeinfchaftlichen Faetors x iſt 
b+cx-+dx? +ete. = B+Cx+Dx?’-+ etc, 
Dadurch ift wie vorher b=B, und cx+-dx? + etc. 
— Cx+Dx? + etc. alp ec = C. Soolchergeſtalt 
find jede zu derſelben Potenz von x gehörige Eoefficienten 
einander gleich. 

Wenn die gleichnamigen Eoefficienten fehlechrweg 
identifch wären, fo würde daraus nichts weiter zu folgern 
fenn. Allein die Eoefficienten in beiden Reiben, oder in 
eier berfelben find immer aus gewiſſen Großen zuſammen⸗ 
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geſetzt. In dieſer Rückſicht find die gleichnamigen Coef⸗ 
fitienten nicht identiſch; fie geben eben fo viele Gleichun⸗ 
gen für die Größen, woraus fie zufammengefegt find. 


8 5 

Es ſey z. B. a—+bx+cx?+dx5+ etc, 
«+ 6x- yx? +öxd+ etc, 
— AU+DBdx+Cx’+ Dxs+ Exi+ etc fo ent 
ſteht durch die Multiplication mit dem Dienner, a+ Bx 
+ yx°+ etc, aus der Reihe, AH Bx-+Ext-+ etc, 
eine zufammengefeßte, A+Bx+Cx?+Dx’-+ etc, 
deren -Coefficienten aus A, B, C, D, etc. und a, ß, y, Ö, 
etc. zufammengefegt find. Danın A=a; B=!b; 
C=c; D=d, wf.f. it, fo erhält man dadurch 
Gleichungen zwiſchen den Eoefficienten in dem Zähler und 
dem Dienner des Bruches, und in dem Quotienten, wo: 
durch die legtern aus jenen beftimme werden. S. Buth⸗ 
ftabenrechnung, V. 


Zum Beyſpiel diene ferner das Verfahren in 
Cyklometrie (5.), den Sinus eines Winkels @ durch den 
Winkel auszudrucken. - Es wird angenommen fin® — 
AO—BO5 + C9—DPp’-+ etc. und ed wird dann 
gefunden ANP—=P—ZA0°+,,B95— 5, C 97 + etc. 
Daraus ft A=ı, Bz4A; 0 = HB; 
D=z75C, u. ſ. f. 

Es ſey | 
o=A+Bx-+ Cx - Dx5 +HEx!+-Fxö-+ etc, 
fo daß diefe Reihe eine aus mehreren zufammengefegte fen. 
Es iſt fr A=o; B=oPC=o; Do; 
E=o,wf.f. Das heiße nicht, o = 0, melches gar 
nichts enthalten würde, fondern jeder Coefficient giebt 
für die Größen, woraus er zuſammengeſetzt ift, eine 
Gleichung. Denn, wenn x — o genommen. wird, fo if 
A=zo,umdo=Bx+Cx!+Dx’i-+ etc Gest 
man für x irgend einen Werth, der nicht — iſt, fo iſt 
ber Factor B-+ Cx® + Dx’+ etc = o. Daher 
iſt Bo, damit für x — o die Gleichung erfüllt wers 
de. Dadurch, iſt nun o—=Cx"+Dx5- Ext + etc, 
und CHDx--Ex?-+ etc. — 6, woraus folgt, daß 
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C=o fen muß. Soolchergeſtalt find alle Coefficien⸗ 
in =o0, ) 
Diefes wird insbefondere bey ber Methode des une 


| beftimmren gebraucht, Kür die veränderliche Größe, deren 


Werth durch eine andere veränderliche ausgedruckt werden 
foll, wird eine Meihe angenommen, die nach Diefer legs 
tern geordnet iſt, und in bie für beide gegebene gefest. 
So erhält man eine Reihe, die aus mehreren Reihen, 
auch einzelnen :Sliedern zufammengefegt ift, in’ welcher 
jeder Eoefficiene = oil. ©. Function (41, ff.). 


Inclinatio ift, als gewöhnliche Überfegung des 
von Apollonius gebrauchten Worts vevaıs, fo viel als 
Richtung einer geraven Linie. Pappus fagt in der Mache. 
ticht von diefes Geometers zwen Miüchern liber die PRichs 





4 
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Dieſe Aufgaben, außer die zweyte, waren in dem erſten 
Buche des Apollonins abgehandelt. In dem zweyten 
Buche kam nureine einzige Aufgabe vor, die von zwey Halb: 
freifen. Npollonius ſcheint fi auf den Fall eingeſchränkt 
zu haben, da die gerade Linie durch den einen Endpunct 
des Durchmeſſers eines der beiden Kreiſe geht. Pappus 
rechnet in feinem Verzeichniſſe der Schriften zur geome⸗ 
trifhen Analyfis die Schrift von den Richtungen noch zu 
der Analyſis ebener Örter. In feinen Hülfsfägen (Lem- 
matibus), zu diefer Schrift fommen nur folche Fälle von 
zwen Halbkreiſen vor, da die gerade Linie durch einen 
Endpunet des Durchmeffers geht. Diefe Lemmata find 
in dem 7. Buche feiner marhematifchen Sammlungen von 
Prop. LXV bis XCV. enthalten. 


Die Aufgabe von dem Rhombus ift in &. I. ©, 
rı8 aufgelöfer. 

Die Aufgabe in dem zweyten Buche des Apoflonius 
wird Durch die Algebra leicht aufgelsſet. Es feyn (Fig. 
gı.Yüber AB und CD auf derfelben geraden AD zwey 
Halbkreiſe AEB, CGD befchrieben. Durch den Ends 
punct D des Durchmeffers CD foll an den Halbkreis 
AEB Die gerade DE fo gezogen werden, daß das zwi⸗ 
fehen beiden Halbkreiſen auf derfelben abgeſchnittene Stück 
FG eine gegebene Größe habe. 


Man ziehe aus dem Mittelpuncte HI des Halbfreir 
ſes AEB Die fenfrechte HR auf DE, melde EF inK 
halbirt. Dadurch ift DK das arithmetifche Mittel jwiz 
fen DE und DF, alfo ihrer halben Summe gleich. 
. Kerner ift, nach einer Kigenfchaft des Kreifes, AD><BD 
— DEx<DF, Mod ziehe man CG, fo iſt der Wins 
kel CGD ein Rechter, nd? DC:DH = DG:DE, 
oder DCxX DK = DGW< DH. Aus dieſen Vers 
fnüpfungen der Größen fann man deicht eine Gleichung 
für DE oder DF oder DG herleiten. tan feße 
AB=2:CDeb: BC =; FG d; DIX, 
und zur Abkürzung apb+rc=f; b+c=g, fo 
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„tg, _ fg 
ift DE — * 3 DR (+2), 
DG=x—d,um . ’ 


(f+ c)xx—(f+g)dx = bfe. 
Diefelde Gleichung wird erhalten, wenn DE—x, und 
EG==d gefegt werden. . 

In beiden Fällen, es mag FG oder EG bie ges 
gebene d ſeyn, iſt der Werth derfelben zwiſchen gewiſſen 
Gränzen eingeſchränkt. Auch iſt die negative Wurzel der 


Gleichung für die geometriſche Auflsfung nicht anwend⸗ 


bar. Dieſe ſchränkt ſich auf den Fall ein, da das Vers ' 
halmiß, &@ --fe:xx—dx, oder 2DK:DG, ein 
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vergeſellſchafteten complexe, als 16 Pfund 12 Loth 
2 Qu. 


Inerement, die endliche Veränderung einer 
beränderlichen Größe, fie mag additiv oder ſubtractiv ſeyn. 
In England ift diefe Benennung gewöhnlich, auf dem 
Continent nennt man die Veränderungen Differenzen, ſ. 

Differenzenrechnung. 


Indeterminatum, das unbeſtimmte, heißt 
erſtlich eine veränderliche Größe in einer Reihe von Grö— 
ßen, deren Form entweder beſtimmt iſt, oder ſelbſt dieſe 
unbeſtimmt gelaſſen wird, nur daß ſie für alle Großen der 
Reihe dieſelbe iſt. 

Zweytens, eine Aufgabe heißt unbeſtimmt, wenn 
fie unendlich viele Auflöſungen zuläßt; auch wenn fie 
Durch eine gewiffe Bedingung eingefchranft wird, insbe: 
fondere auf rationale, ganze oder gebrochene Werthe der 
unbeftimmten Größe. Kine Aufgabe Fann beftimme feyn, 
und doch mehrere Auflsfungen zulaflen, da es die Natur 
der Öleihungen mit fich bringt, daß fie, nach ihrem Gra- 
de, mehrere Wurzeln haben. S. unbeftimmte Analytik. 

Drittens die Methode des undeterminirten 
ift diejenige, da man bloß die Sorm. der gefuchten lei: 
chung beftimmt, die Werthe der unveränderlichen Eoeffi: 
eienten aber unbeitimme läßt, und fie nur vorläufig durch 
Buchſtaben bezeichnet. Aus andern Gleichungen zwifchen 
den Größen, deren Verbindung unterfucht wird, leitet 
man mit Hülfe jener Gleichung eben diefelbe her, worin 
aber die Eoefficienten aus den undererminirten in der ans 
genommenen Gleichung und gegebenen Größen jufammenz | 
geſetzt werden, ‘Beide find idenrifch diefelben, und das 
durch erhalt man für die undeferminirten Coefficienten 
Gleichungen zu ihrer Beftimmung, mie in dem Artıfel, 
Identiſch, gezeigt worden ift. Am bäufigiten wird diefe . 
‚ Methode gebraucht, um den Werth einer veränderlichen 
Größe aus einer nicht gefonderten Gleichung herauszuzie⸗ 
gen, oder Reihen umzukehren. 


Index . 735 
Descartes wird als der Erfinder diefer Methode ans 
gefehen. In dem zweyten Buche feiner Geometrie zeige 
er, wie Normalen an eine Curve zu ziehen find. Hier 
muß in einer Gleichung zwifchen zwey veranderlichen Grö⸗ 
ßen y und v die leßtere Durch die gegebenen Größen und 
‘durch y fo beſtimmt werben, Daß y zwey gleiche Werthe 
erhalte. Nun nimme Descartes zwey Factoren an, I. 
yy—2ey-ee; I. y*+fy®+g’y’+h’yı-kt, 
wo f, g, h, k die zu beftimmenden Größen find. Das 
Product feßt er der gegebenen Gleichung gleich, fo giebt 
die Vergleichung der gleichnamigen Eoefficienten die Wer: 
the jener vier Größen, und den Werth von v durch geges 
bene Größen und durch e, das iſt ducch y. 


Index ift bey Logarithmen daffelbe, was die Kenn: 
ziffer oder Charafteriftif derfelben heißt, f. Logarichmen. 
“ Auch wird bisweilen diefes Wort für Exponent 
einer Potenz gebraucht, + | 
In der combinatorifhen Analyfis enthält der In- 
dex oder der Zeiger die zu combinivenden Klemente mit 
ihren Stellenzahlen. | 


Indivifibilia, ſ. Cavaleri's Methode des Uns 
theilbaren. | 


Inexplicabilis functio, f, Saculeät und 
Function. 
Infiniteſimal · Rechnung, ſ. Unendlich, 


Inhalt einer Fläche oder eines Körpers iſt ein 
Verhaͤltnißbegriff, wodurch die Größe der Fläche oder des 
Körpers in Vergleichung mit einer gegebenen Fläche oder 
einem gegebenen Körper ausgedruckt wird. Diefe dienen 
bey praktiſchen Nechnungen ale Einheit; in allgemeinen 
Vergleichungen werden fie unbeftimmt gelaffen. Man 
vergleiche 3. B. ein Rechteck mit einem andern mittelit 
ihrer Geiten, einen Kreis mit dem Quadrat des Halbmefe 

ſers, emen parabolifchen Abſchnitt mit einem Dreyeck 
aber derſelben Grundlinie mit derſelben Höhe, eine Kugel 
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mit dem Würfel ihres Durchmeſſers oder mit einer andern 
Kugel. Dieſes geſchieht un nach Art der Alten 
+ bloß durch Zufaminenfegung der Berhaltniffe, oder durch 
+ Mechnungsformeln , worin das Produst zweyer Linien dag 
Rechteck von denfelben, das Product Dreyer ein fenfrechtes 
Parallelepipedum mit diefen drey Linien als Seiten bedeu— 
‚tet. Ben der praftifchen Anwendung wird eine oſtenſible 
Einheit für die Längen angenommen, die man Ruß, Mus 
‚the, Zoife u. dergl. nennt. Daraus ergeben fih die Eine 
heiten für die Flächen und Körper, nämlich Duadrarfuß, 
: oder Quadratrurhe, u. dergl, Eubiffuß, Eubifruchs, u dergl. 
Oft ift e8 bequem, zur Einheit eine Größe zu nehmen , die 
mit ihr gleichnamig iſt; z. B. eine Kreisflache durch eine 
andere folche als Einheit auszudrucken; einen Enlinder 
oder cplinderartigen Korper durch einen Cylinder zu meſ— 
fen, deflen Höhe und Durchmeffer ſich gleich find, wie bey 
dem Viſiren der Kajfer; eine Kugel mir einer andern Ku— 
gel von gegebener Größe zu vergleichen, wie ın der Arcils 
-Jerie gefchieht, wo die zur Einheit genommene Kugel ein 
beſtimmtes Gewicht bar. | 


| Inſtrumentale Arithmetike Ei die Ausfuͤh— 
rung numerifcher Rechnungen durch technifche Huͤlfs⸗ 
mittel. 
| Die Alten, welche die Zahlen nicht dem Syſtem ih⸗ 
rer Vertheilung in Claſſen gemäß bezeichneten, waren 
mehr als wir eines mechanifchen Hülfsmittels bedürftig, 
welches dajjelbe leiftere, was uns unfere Ziffern leijien. 
Die Nömer waren befonders in diefem Kalle, da ihre Be: 
zjeichnungsart für die Zahlen die allerunbequemfte ift Sie 
‚gebrauchten einen Abacus, eine Mechenrafel, worauf. fie 
die verfchiedenen Einheiten durch Mierfjeichen von. eınanz 
der unferfeheiden fonnren. Marcus, Welſer, ein Augs— 
burger Patrizier, bar einen ſolchen Abacus gehabt, den er 
in einem Briefe an Lipfius befchreibt. (Marci Velleri 
Opera, Norib. 1682. pag. 819.) Er war von Metall, 
und harte acht längere und acht Fürzere Einſchnitte, je 
einen von jenen mit einem von Diefen in-gerader Linie, In 
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ben Einſchnitten waren bewegliche Stifte mit Kitspfen, 
in einem der längern fünf Stuͤck, in den Übrigen vier, in 
den kürzern eines. Die längern Einſchnitte waren bezeichnet 
mit 8.1.X.C:08CC1909..CCC1909.1xI1I+ 
Der Gebrauch dieſer Necentafeli it leicht einzuſehen. 
Die Stifte oder Knöpfchen in den längern Einſchnitten 
bedeuteten einzelne Einheiten ihrer Claſſe, die einzelnen 
Knöpfe galten 5 ſolcher Einheiten. Der mit S bejeichnete 
Einſchnitt enthielt die alles, die übrigen die uncias oder 
feßertios, Einer, Zehyer, Hunderte u. ſ. w. In dem 
erftern Einſchnitte konnte man bis 11 bemerfen, und wenn 
ned mehrere dazu kamen, ſtatt 12 daſelbſt x in dem Ein⸗ 
ſchnitt Teaangeben. In den ‚folgenden 7 Einſchnitten 


Wi. 40, 2 +: Meichute Aa data LUlalka "ar aaa 
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ber Einer, der Zehner u. f, f. nach der Reihe, die in ben 
Zroifchenräumen bedeuteten je fünf diefer Einheiten. Die 
Rechenbücher damahliger Zeit führen gewöhnlich ven Titel, 
Rechenbuch auf der Linie, und Feder, oder auf Linien 
uͤnd mir Ziffern. ° Zu Geldrechnungen befamen-die fleinen 
Münzforten als Grofchen und Pfennige,, neben der 
Hauptſorte, ihre befondere Abtheilung. Adam Niefe, 
im ıöten Jahrh., der noch in ganz neuen-Zeiten als ein 
braver Rechenmeifter bekannt geblieben ift, fagt in feiner 
Rechnung auf" der Linie und Feder, Frankfurt 1544, 
zweyte Ausg., er habe in Unterweiſung der. Jugend be⸗ 
funden, daß alle, die auf den Linien anheben, das Rech⸗ 
nen fertiger erlernen, als wenn ſie mit den Ziffern, die 
Feder genannt, anfangen.» Auf den Linien ſchöpften fie‘ 
einen beſſern Grund, und möchten alsdann mit geringer 
Muͤhe auf ven Ziffern ihre Rechnung vollbringen: Ä 

Leupold erzähle in feinem Schauplage der Re⸗ 
chen: und Meßkunſt (Leipzig 1727), daß er in feiner 
Jugend noch einige Verwalter ımd Beamte auf den Linien 
habe rechnen ſehen. Zu Dechales Zeiten (Mundus ma- 
thematicus, 1674.) war die Rechnung auf Linien bey 
den Kaufleuten in Frankreich ſehr in Gebrauch. 

Neper, der durch die Erfindung und Anwendung 
der Logarithmen fich fo verdient. gemacht hat, "hat auch 
ein nüßliches. Erleichterungsmittel: für gemeine Rechnun⸗ 
gen durch feine Nechenftäbe geliefere. Sie enthalten, 
wie bekannt genug it, die Vielfachen der einzelnen Zifs. 
fern bis zum Meunfachen, fo daß die Einer unter der Dias 
gonale jedes Faches zur Mechten, die Zehner aber über 
derfelben zur Linken ftehen. Man fann alfo von jeder 
‚Zahl fich ganz leicht eine Tabelle ihrer Vielfachen bis zum 
Neunfachen (einen Mechenfnecht) zufammenfegen, welchen 
man bey der Multiplication und noch mehr bey der Divi⸗ 
fion oft gut benugen fann, befonders wenn ein. Multis 
plicandus oder ein Dipifgr mehrmals angewandt werden. 
3.8. das 6fache der Zahl 472897 erfcheint auf 
den neben einander gelegten, mit den Ziffern diefer Zahl 
bezeichneten, Stäben folgenderseftzits | 
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aA A 14 5 4 
Ä a 8 8 4 2 | 
woraus man leicht. das 6fache dekadiſch geordnet abfchreißr, 
nämlih 2 843 38.2, S | | 


Nenpeer hat fein Rechnungs: Hülfsmittel für werth 
gehalten, es in einer. befondern Schrift zu befchreiben : 
Khabdologiae feu 'numerationis per virgulas libri 
duo: Cum appendice de expeditifimo multiplica- 
tionis promtuario.  Quibus accelhit et Arithmeti. 
eae localis liber unus. Authore etinventore Io. 
Nepero, Barone Merchilionü, etc. Scoto. :Edin- 
burgi 1617. 154.©. gr. ı2. Es find davon zwey 
Nachdruͤcke gemacht, eine italiäniſche Überſetzung zu Wer 
rona 1623, und zwey deutſche, 1619 und 1623. Oh‘ 
die letztern vollſtändig ſind, kann ich nicht ſagen. Das 
auf dem Titel angezeigte Promtuarium iſt eine kunſtreiche, 
aber umftändlihe Stäbchenrechnung. Auf langen ſchma⸗ 
len Platten ſind die Vielfachen der erſten neun Zahlen auf 
eine eigene Art in Quadraten mit 18 dreyſeitigen Faächern, 
wiederholt vertheilt. Bey dem Gebrauch werden die aus⸗ 
geſuchten Platten neben einander, und darauf andere 
quer über gelegt, worauf bloß leere Fächer gezeichnet ſind, 
von welchen einige ausgeſchnitten worden. Nun erſchei⸗ 
nen die Vielfachen des Multiplicandus durch die offenen 
Facher eben fo wie bey. dem Gebrauche der gewöhnlichen 
Rechenſtäbe. Die Arithmetica localis:ift eine dyadi⸗ 
Ihe Nehnung: mie Marken. Bey der Nodition umd 
Subtraction genügt ein: bloßes Lineal; bey der Multipli⸗ 
‚cation werden die Vielfachen nach onadifcher Ordnung auf: 
die Felder eines wie ein: Schachbrert eingetheilten Viel— 
ecks gelegt, und darauf fummirt. in der erfien Reihe 
unten bedeuten fie die Zahlen 1, 2, 4, 8, 16, etc., in 
der zweyten das doppelte, in der dritten Das vierfache, in- 
der vierten daß achtfache, u. f.f. Hier finder man den 
älreiten Gebraud) der Dyadif. Das Funftreiche Büchlein 
verdiente diefe Anzeige, da Käftners Machricht in der: 
Geſchichte der Mathematik, III. ©. 95-51 unvollſtaͤndig iſt. 
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Die von Neper angewieſene Art, die Vielfachen 
einer Zahi zu finden iſt ſchon in einem deutſchen Rechen⸗ 
buche.aus dem. 16ten Jahrhundert ‚gelehrt. Es hat den 
Titel: Ein Newe vnd wol gegrundte vnderweyſung aller 
Kaufmans Rechnung in dreien buchern mit ſchoͤnen Regeln 
und Fragſtucken begriffen. — Durch Petrum Apianum 


von Leysnick, der Aſtronomie zu Ingolſtadt Ordinarium, 


verfertiget. Aufs new durchaus überſehen — und gebefs 
fer. Anno M. D. XLIII. Aufdem Bogen P. find 
zwey Multiplicationg « Erempel völlig nach dem Verfah⸗ 
ren: mie den Meperifchen Stäben vorgeftell: Die Viele 
fachen der Ziffern in dem Multiplicanous ftehen in Qua⸗ 
draten unter jeder Ziffer, durch eine Diagonale geſondert. 
ur nimmt Apian Feine beweglichen Stäbe, ‚und ſetzt 
bloß die Vielfachen durch die Zıffern des Multiplicators: | 
unter einander. Auch fagt er: MNicht von nutz oder von 
kürtz wegen, hab ich Diefe zwo nachfolgende figuren der 
Multiplication geſetzt, ſondern allein don wegen der fiir 
witzigen Schüler, das fie do mit jre köpff ſpitzen — 
Man iſt in Deutſchland Mepern mit: feinen Staberech⸗ 
nung beynahe fo zuvorgekommen, wie der Schweitzer Juſt 
Byrg mit ſeinen Logarithmen, die freylich noch nicht die 
bequeme Anwendbarkeit hatten, welche Neper ſchon den 
ſeinigen gab. me”; IS EIER 

.. Cafpar. Schott har die Rechenſtäbchen in chlin⸗ 
driſche verwandelt, und auf jeden. Enlinder die Vielfachen 
der Zahlen ı bis 9 und der o verjeichner. Die Cylinder 
liegen in einem, Kaſtchen neben: einauder, und find auf 
Zäpfchen durch ein Außeres Rnöpfchen beweglich , ſo daß 
alle Bielfachen der Ziffern in dem Muleiplicandus zum 
Dorfchein gebracht. werden koönnen. 
zeupold hat die Vielfachen der Ziffern nach Art 
dei Meperifchen Stäbchen auf die ſchmale Seite vieledi- 
ger oder runder Scheiben getragen, welche auf eine Achfe 
gefteckt und in ein Kajtchen eingefchloffen werden. Jede 
it für fich beweglich, und Fann durch einen Stift unbe. 
weglic gemacht werden. Er har diefe Einrichtung in ſei⸗ 
nem Theatro arithm. befchrieben, Daſelbſt ift $. 35. 
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noch eine, wie es fcheint künſtliche, mechanifche Verbin⸗ 
bung der Meperifchen Stäbchen aus dem Iournal des 
Scavans, 1678. p. 170, befchrieben. Ihr Erfinder heiße 
Sriller. 


Reyher, Profeffor ver Rechte in Kiel, batim 


Jahr 1688 in einer deutſchen und einer lateinifchen Schrift 
gezeigt, wie die Bielfachen der Zahlen von ı big 60 nad) 
der Seragefimal-Abtheilung auf Stäbchen getra« 
gen werben, zur Nachahmung der Deperifchen Stäbe. 
Ein Holiteinifcher Edelmann, von Qualen, bat es zus 
exit angegeben. : 

Die Fünftlichften Hülfsmirtel zum Rechnen find die 
Rechenmaſchinen, welche nur das Stellen der Ziffern in 
den aufgegebenen Zahlen, und bloßes Drehen erfordern. 
Die erfte diefer Art ift eine von Paſcal erfundene, als 
er erſt 19 Jahre alt war. Sie iftin dem Reeueil dee 
machines approuvees par l’Academie des Sciences 
abgebilder und befchrieben,, allein fo dunkel, daß, wie der 


Verfaſſer des Artifels, Machine arithmetique, in des | 
' Encyclopedie methodique (Diderot) fagt, es faft fo | 


fehwer iſt, diefe Befchreibung zu verftehen, als eine folche 
Mafchine zu erfinden. Die Befchreibung in dem gedach⸗ 
ten enchflopäpdifchen Wörterbuche ift auch ſchwer zu verftes 
ben ‚ wenigftensin dem italiänifchen Nachdruck, wo die 
Figuren nicht zu der Befchreibung paffen. « * 

Im Jahr 1725 iſt eine Rechenmaſchine von PEpi 
ne verfertigt, die einfacher iſt, als die von Paſcal erfundene, 
und als andere, die berfelben nachgeahmt waren. Sie 
ift in der gedachten Sammlung von Mafchinen befindlich, 
wo noch eine andere von Boitiffendeau befchrieben it, 
Die. Afademie urtheile von beiden rähmlich: 

Leibnitz bemerfte einige Unvollkommenheiten an 
der Paſcalſchen Rechenmaſchine, und ſann auf eine neue 
Einrichtung. Dieſe zeigte er ſchon im Jahr 1673 der 
Londoner Societät vor, und als er ihr noch Verbeſſerun⸗ 
gen gegeben hatte, der Parifer Mfademie ver Wiffenfchafs 
ten, vonder fie mit Benfall aufgenommen ward. Das 
Äußere und das Verfahren bey dem Gebrauche hat Leibnitz 
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in den Miscellaneis Berol. a. a. 1709 beſchrieben und 
mit einer Abbildung erläutert. Er ift aber doch mit feis 
ner Rechenmaſchine nie vollig ju Stande gefommen, #6 
er gleich einige faufend Thaler, ja nach Einiger Angaben 
24000, daran gewendet hat: Da er felbft Fein Micchas 
nifus, und wie es ſcheint, auch ein fchlechter Zeichner war, 
ſo mochte er fich den Künftlern nicht gehörig verftändlich 
wachen können. Er hat, wie Leupold an dem a. D. ers 
zahle, feine Mafchine an einen gefchickten Mechanifus, 
M. Zeubert in Zeig,. geſchickt, daß diefer verfuchen follte, 
fie vollig in Stand zu ſetzen. Da aber nach Leibnitzens 
Tode die Erben dazu Fein Geld. hergeben, felbft Ben Vor⸗ 
Schuß jenes Mannes nicht vergüren wollten, fo ift das 
Merk ganz liegen geblieben, Ein Eremplar der Mas 
fine, aber nicht vollendetes, ift vor diefem in Hannover 
auf der Foniglichen Bibliothek befindlich gemefen, und her⸗ 
nach: nach Göottingen geſchickt. Ich erinnere mich, da 
ich. fie in Göttingen gefehen habe, daß die Getriebe un: 
gleich lange Triebftecfen, wie die Drdinaten an einer cylin- 
driſchen Spirale, haften, um bie Mäder mirtelft ihrer 
‚Stifte oder Zahne mehr oder weniger zu drehen. Käft: 
ner bat eine Befchreibung derfelben zu Pürters afademis 
fchen Gelehrtengefchichte der Georgauguſtus⸗Univerſität 
geliefert. Eine kurze Machricht giebe ‚derfelbe in feiner 
Kortfegung der Nechenfunft S. 568. ff. Das göttingi⸗ 
fche Exemplar ift vollftändiger als das von Leibnitz felbft 
in den Misc. Berol. befchriebene, weldyes auch in Leu⸗ 
polds Theater angeführt if. In der Sammlung der 
Leibnigifchen Werfe, Th. III. N. 74. ift die Beſchrei⸗ 
bung aus der Berliner Sammlung eingerüickt. 
Polenus, Profefjor zu Padua, der durch Nach: 
richten von Pafeals und Leibnitzens Rechenmaſchinen ge⸗ 
reitzt wurde, über die Einrichtung eines ſolchen Werks 
nachzudenken, erfand eine andere, die er in ſeinen Miscel- 
laneis, Venet. 1709. bekannt machte. Leupold hat die 
Beſchreibung in fein Theater eingerückt. Sie hat meh: 
rere Gewichte, und ein Pendel gleich einer ihr, — 
aber wegen ihrer GOröße unbequem zu ſeyn. | 
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So ward auch Leupold, da er fein Verlangen, : 
den Bau einer Rechenmaſchine zu fehen, nicht befriedigen 
fonnte, dadurch veranlaßt, felbft eine zu erfinden, die er 
in dem mehrmals angeführten Werfe befchreibe, und au 
nach ihrer Einrichtung abbildet. Sie hat im Außern 
manches Ähnliche mit der Mülleriſchen, wovon unten . 
Machricht ereheilt wird. | | Ä 
Dreer wirtembergiſche Pfarrer Hahn hat eine Nies 
chenmafchine erfunden, vermittelft welcher man bis 100 
Millionen in den vier Species rechnen kann. Fine Bes 
fchreibung des Außern diefer Maichine ift in dem. Deutz 
fhen Merkur, May 1779, anzutreffen. Ein Eremplar 
befigt der Leibmediens Beireis in Helmſtädt. u 
Der Heffen : Darmftädtifche ingenieur : Haupte 
mann Müller erfand eine Nechenmafchine, deren Bes | 
fohreibung 1786 herausgefommen iff, mit einer Abbil⸗ 
dung des Außern begleitet. Der Gebrauch iſt ſehr deutlich 
gezeigt. Sie muß eine ſehr einfache Einrichtung haben. 
Es find viele Proben damit gegen Rechnungen mit Zif: 
fern von einem fehr fertigen Nechner angeftell. Bey 
Fleinen Srempeln ward der Rechner etwas eher fertig als 
die Mafchine, bey großen aber ift die Mafchine fchneller. 
Wenn die Zeit. aller berechneten Erempel (an der Zahl 
. 103), vom größten bis zum Fleinften, zuſammen addirt 
wird, fo ift die von dem Rechner zugebrachte Zeit 4 St, 
32 Min. 49. Gec., mittelft ver Mafchine aber nur 2 St. 
50 Min. 23 Sec. In jener Zeit ift Die auf der Probe. 
der Rechnung zugebrachte Zeit mit begriffen. Die Mas 
ſchine kann Reſultate bis zu 14 Ziffern liefern. Sie 
Fann auch zu Rechnungen mit benannten Zahlen verfchier 
dener Sorten angewandt werden. Tin derfelben ijt ein 
Warnungsglöckhen angebracht, welches anzeigt, wenn 
bey dem Gebrauche ein Verſehen gemacht ifl. Es find 
auch noch einige Vorrichfungen vorhanden, wodurd möge 
liche fehlerhafte Wehandlungen verhitet werden. Kine 
Vergleihung der Müllerfchen und Hahniſchen Mafchine 
ift in dem Görtingifchen Magazin herausgegeben von Lich⸗ 
senberg und G. Zorfter III. Bd. 53. St, anzutreffen 


744 Inſtrumentale Arithmetik. 


Hahn ſuchte die Vorzüge ſeiner Maſchine vor der Mülle⸗ 
. Tifchen zu zeigen im deutſchen Merkur, Jun. 1785. 

‚Müller hat den Bau der feinigen und ihre Wirfungen 
ber Göttingiſchen Societät der Wiſſenſchaften gezeigt, 
wovon die Gotting. gel, An ‚784. St. 120, asıid: 
ertheilen, 
Lambert hat in feiner Jugend, da er Pafcals 
Mechenmajchine erwähnt gefunden hatte, auch eine erdacht, 
von der aber weiter nichts bekannt geworden iſt. Diefe 
Anzeige it aus Lamberts gelehrtem Briefwechfel, II, ©. 12. 
Mechenmaſchinen find ohne Zweifel zu großen Rech⸗ 
nungen, oder. zur Prüfung folcher ſehr brauchbar, vor⸗ 
ausgeſetzt, daß fie zuverläßig find, und auch nicht leicht 
Durch fehlerhafte Behandlung unrichtige Nefultate geben 
fönnen, Müller empfichle feine Mafchine ‚befonders zur 
Verfertigung weirläuftiger Tabellen, wozu fie ſehr ge⸗ 
ſchickt ſey. 

Rechnungen mittelſt einiger Maaßſtäbe zu voll⸗ 
führen, zeigte Michael Scheffelt in einer deutſchen 
Schrift, betitelt: Pes mechanicus 'artificialis, oder 
Maaßſtab, auf welchem alle Proportiones ber ganzen 
Matheseos ohne mühfames Rechnen, allein durch Hülfe 
eines Handzirkels gefunden werden, Ulm. 1699 in 4. 
Es ſind acht Maaßſtabe, für die Laͤngen unmittelbar, fuͤr 
ihre Quadrate, Würfel, Kreisflachen, für die euorden 
ber Winfel, die Sinus, die Tangenten und für die Loga⸗ 
rithmen. Die leßtere heißt die arithmetifche Linie. Die 
Sängen ſelbſt verhalten fich mie die Mantiſſen in den Loga⸗ 
rithmen Der nn Zahlen, Dadurch dient die: 
fer Maaßſtaab sum $ Multipliciren und Dividiren. Huf 
ähnliche Art find Die andern Maaßſtabe bezeichnet, Der 
guadratifche giebt die Große der Quadrate der Darauf ges 
tragenen Laͤngen, Der eubifche ihre Würfel an, u.ſaf. 
Es braucht nicht erinnert zu werden, daß ein folcher 
Maaßſtah wenig Genauigkeit gewährt; für Handwerker 
und ungelibte Mechaniker koͤnnte er nützlich fen, für welche 
auch ber Berfaffer Diefes Inſtrument insbeföndere beftimme 

hat. Es ift viel wolfeiler als der Proportionalzirfel. 
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Eine von Grüfon im Jahr 1791 berfertigte 
Mechenmafchine, oder vielmehr Mechenfcheibe, enthäle auf 
den Sectoren eines Kreisringes die Vielfachen der Zahlen 
2 bis 9 in der Richtung eines Halbmeflers, und darunter 
die Summen jedes Vielfachen und der Zahlen ı bis zu 
der. vervielfachten Zahl weniger Eins, d. i. wenn .n eine 
. der Zahlen 2 bis 9 iſt, die Producte ın bis on, bar, 
unter, die Summen n +1 bis 9n + ı, darunter die 
Summen n +2 bis 9gn+2, u. ſ. f. julegt Die Sums 
men in — ı bi 10n — 1. Man fann diefe Mechene 
Scheibe bequem in ein Mechtecf verwandeln. — 

Eine aus papiernen Scheiben zuſammengeſetzte, ſo⸗ 
genannte machina arithmetica portatilis gab Prahll 
in Kupfer geſtochen heraus, wovon in den Götting. gel, 
Anzeigen 1790. St. 104. Rachricht zu finden ift, 


Integral iſt eine Funetion einer veränderlichen 
Größe oder mehrerer in Beziehung auf ein gegebenes Dif⸗ 
ferential, das aus jener. Funetion entſteht, z. B. x” iſt 
das Integral von mx" "!dx;.odber Y(aa-+-xx) 


son — ° nd 8 b ® x 
RT 

(ax tey)dxt(aby-rex)ey,... '. 
MDa eine Differentialgleichung-aufs neue wieder dif⸗ 
ferentiirt werben, und dieſes noch mehrere mahle gefchehen 
Fann,, fo Fann ein Integral noch Differentiale enthalten, 
Mämlih das Integral eines. Differentials vom zweyten 
Grade enthält Differenriale vom erften Grade, fo daß 
das Integral immer Differentiale enthält, die einen Grad 
‚niedriger find, als die in der Differentialgleichung , mot: 
auf fich das Integral unmittelbar bezieht. Doch iſt In⸗ 
tegral ſchlechtweg Die endliche Zunetion, worauf man durch 
die fuccefjiven Integrationen kommt. 

Ein Integral wird in Beziehung auf das zugehö⸗ 
rige Differential durch das dieſem borgefegre / bezeichnet, 


I 
b nax= 
Plan, 
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V(eaa -xx); oder [(2zax-+cy)ox+ .. 
[(zby+ex)dy = ax’--by’+oxy; ober 
[fin$.90*. = —col9.8.9; oder ſexdx = eöx. 
Diefe Bezeichnung vertritt die Stelle der endlichen Fun⸗ 
ction, wenn das Integral noch erft zu finden iſt, oder 
nicht vollffäandig ausgedruckt werden Fann, auf ähnliche 
Xrt, wie X die mte Wurzel aus a vollftändig anzeigt, 
-insbefondere bey allgemeinen Formeln, wenn die Function, 
die in ein Differential multiplicire iſt, unbeſtimmt gelaffen 
wird. So bezeichnet [X 9x den Slächeninhalt zwifchen 
zwey Ordinaten einer Curve, bes jwifchen ihnen liegenden 
Stücks der Abfeiffenlinie und des Bogens der Curve, da 
X die Ordinate als Kunckion von x bedeutet, _ 

Das integral, [X Ox, iſt die veränderliche Größe, auf 
Heren Differential ſich das Differentialvonx bezieht, Wenn 
in der Rechnung, wodurch jene Größe. gefunden wird, Dies 
felbe auch nicht durch ein befonderes Symbol bezeichnet 
wird, fo.muß man doch in Gedanken immer eine Function 


Ov: 
y ſetzen, von ber Befchaffenheit, daß > X fey: Denn 


ein Differential iſt keine ſelbſtſtändige oder abſolute Größe, 
Sondern hat nur einen relativen Werth in Vergleichung 
mit andern Differentialen. ©. Th. I, ©. 8ı2, 


Dad Zeichen f deutet urfprüinglich auf eine Sum⸗ 
me. Allein ein Integral ift Feine Summe unendlich vies 
ler unendlich Eleiner Größen, da Differentiale für fih al: 
lein genommen feine Duantität haben. Das Zeichen 
rührt von Jeibnig her, f. Th. I. ©, 843. Es wäre 
ſchicklicher der Buchftab I dafür gewefen, den Johann 
Dernoulli anfangs gemahlt hatte, wie man aus dem 
Commercio phil. et mathem. Leibnitii et Bernoul- 
hi ſieht. Aus Gefälligkeit gegen $Jeibnig nahm er die 
Bezeichnung durch fan. | 

Wenn der Werth eines Integrals gefunden ift, ſo⸗ 
fern daraus das Differential entſteht, fo ift noch eine 


Antegral 


an); ee [warten)ist 
* ex)dy zart rbrtran? 


a u cold. do; fear 


Re‘ 
mens dad ntegral noch ee 
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Eonftante zuzuſetzen, weil bey der Differentidtion der une‘ 


veränderliche Theil in einer Sunction wegfälle, oder man 
muß ſich verfichern, daß die Eonftante Null ſey. Ihr 
Werth wird dadurch beffimme, wenn man den Werth des 
Integrals für einen. gewiffen Werth der veränderlichen 
Größe beftimmen kann. Der leichtefte und häufigfte Fakl 
ift, da ein Integral yo ift, wenn bie dazu gehörige, 
x o genommen wird. 

Integrale höherer Differentiale enthalten mehrere 
Eonftanren. Iſt das Differential vom zweyten Grade, 
fo kommt in-das erfte integral eine Eonftante, und in 


Das zweyte noch eine. Ge viel fuccefjive Integrationen, 


fo viele Conftanten. 
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werben kann. Eul er erinnert dieſes allerdings, und hat 
Das 4te Kap. der 2. Gection im 1. Theile der Unterſu⸗ 
chung gewidmet, wie man beitimmen möge, ob eine ge⸗ 
fundene Relation, die der Differentialgleichung Genüge 
thut, zugleich ein wahres particuläres Integral iſt, ohne 
daß man das vollſtändige Integral Eennt, nd 

Eine Differentialgleichung kann nämlich in zwey 
Theile zerfallen, deren jedem durch eine gewiſſe Funetion 
von x und y Genuͤge geſchieht, ohne daß diefe die eigent: 
liche Integralgleichung if. Oder die endlichen Differen⸗ 
kialfactoren der Gleichung, POx+Q9yz=o, fönnen 
einen gemeinſchaftlichen Factor haben, der alfo, wenn er 
— 0 geſetzt wird, die Gleichung erfüllt. Oder in der 
urfprünglichen endlichen Gleichung, :V = o, werde eine 
ber darın enthaltenen unveränderlichen Größen a, als eine 
. veränderliche behandelt, fo daß dadurch die Differentials 
gleihung werde, POx-+- Q&y+ Rda =;0, wo R 
eine Function von a ſey. Setzt man hir R=o, fo 
erhält man, wenn ber Dargus hervorgehende Werth von 
a in P und Q gefegt wird, eine Differentialgleichung für 
x und y allein, deren integral audy, bey gehöriger Ber 
ſtimmung der Epnffante der Sleihung POx-+ Qdy =o 
Genuͤge thut. * 

RD, die Gleichung | 

xox + yoy+oyy(xX+y—bt) 0 zerfällt 
in zwey Theile, die durch die Annahme, x? + y?—— bo, 
. jeder Null werden. Die eigentliche Integralgleichung 
iſt, x 2ay—at—b? — o, und. die einfachere Dif⸗ 
ferentialgleihung it, zOx—ady—o. Setzt man 
aus der enblichen Gleichung den Werth von a in die Dif⸗ 
ferentialgleibung,, fo wird jene, vorgegebene erhalten. 
_ Differentiire man die endliche integralgleichung,, ſo daß 
a zugleich als veränperlich betrachter wird, fo erhält man 
xox— ady— yla—adanzo Nimmt man 
a+y=o, undfest für a feinen Werth in dem zweyten 
Zerminus, ſo it xöx-+yoyo,ale x +-y! = 
gonst. Gest man conlt. = + b*, fo ift 
»’+ y’—b’ = o die Function, welche der vorgegebe⸗ 
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nen Gleihung genligt. Beide entftehen aus derſelben 
endlichen Gleichung durch Elimination derfelben Größe a. 
Ein anderes Beyſpiel ift die Gleichung, \ 
y—ax—by(ı+aa)=o 
Hieraus if Oy—aox == 0, und aus’ beiden, durch 
Wegſchaffung von a, i Er | 
(xx—bb)öyxydx+boxyixx+yy-bb)=o,. 


Dieſer thut die Öleihung, xx-+ yy—bb=o, Genuͤge. 


Man findet dieſe Relation auch durch die Differentiation 
der endlichen Gleichung, wenn a veränderlich genommen 


— 
vb’ 
xöx. 


wodurch witd &y— ———— 2 = 5, und 
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haben ſich die Analnften viel mit den beſondern Auflöfuns 
gen der Differentialgleichungen beſchäftigt. Euler in 
den Schriften der Berliner Akad. 1756, und in dem 
Werke über die Integralrechnung, T.I. Sect. II. Cap .IV.; 
dD’Alembert inden Mem, de l’Acad. des Sc. 17695, 
allgemeiner Laplace in denfelben 17725 LZagrange in 
den M. de VAc. de Berlin 1774, und in der Theorie: 
des fonctions anal. nr. 69.5 Trembley in den Schrif⸗ 
ten der Turiner Geſellſchaft für 1790. 94. Man ;fehe 
auh Käftners Analyfis des Iinendl. ©: 575. 
Eine duplicirte nregralformel ift eine 

folhe, die eine ziweyfache integration nad) einander er⸗ 
fordert. Das dazu gehörige Differential Hat die Form 
23xOdy, worin Z irgend eine Function ven x und y ift. 
Das integral davon wird duch [/ZO9xdy bezeichnet, 
Bey der erften Integration wird eine der veränderlichen 
Größen, fie fey x, als unveränderlich befrachtet, und die 
integration bloß in Abficht auf die andere, y, vorgenom⸗ 
men. In dieſem erften integral wird x allein veränder⸗ 
lich geſetzt, wenn nämlich x und y nicht von einander abe, 
hängen; die willführlichen zujufegenden Tunctionen find. 
eine von x und eine vony. Wenn aber x und y in irgend: 
einer Verbindung ftehen, fo muß das erſte integral fon 
genommen werden, daß es alle Werrhe von y. begreift; 
und in der mit ©x behafteten Differentialformel wird num 
für y fein Werth durch x gefest, um ſie in Beziehung - 
auf x zu integriren. Euler har von diefen Integralfor⸗ 
meln eine. Abhandlung in den Comm. novis. Acad. 
Petr. T.XIV. geliefert, die in den 4. Theil der Integral⸗ 
rechnung eingerhekt ift. Er gebraucht fie zu einigen Fünf: 
lichen Eubirungen und Complanativnen. Die Slorenti: 
nifche Aufgabe hat er dadurch auf einem von geometrifchen ; 
Eonftructionen ganz befregeren Wege, und fehr allgemein, 
aufgelöiet. Ben der Nechnung über die Anziehung eines: 
Körpers auf einen andern kommen auch friplicirte In— 
fegrale vor. Jedes Element eines Körpers mag als ein 
vechtwinflichtes Parallelepipedum angefehen werden, deſſen 
Seiten die Differentiale dreyer vechtwinklichten Coordina: 


Integralrechnung 751 


ten x, y, 2 find, und der ganze Körper. mag durch 
0x8x0z begeichner werden, oder Die anziehende Kraft’ 
deſſelben durch [[[Voxdy®z. ©. la Place Theorie 
du mouvement et’de la figure des Planetes. 
Joh. Bernoulli gebraucht auch das wervielfachte‘ 
Integrations zeichen, aber in einer andern Bedeutung als 
die von Euler angenommene, in dem Commercio 
epistolico Leibnitii et Io. Bernoullü, T.I. p. 75. 76 








ihm i => 3 /2 zZ — ; 

Bel nd 1.2.30z0’ 
es 24 1J — ng 
52 — — 1.0 OZC t iſt. 
[?z : Et; uf. fe wo conftant iſt. 


Deutlicher und allgemeiner ift folgende Erklärung dieſet 
Notation. Es fen Z eine Funetion von z, und 
fZ°z=P; [P92z=0; [Q92=R, uff fo 
ift Poz = 092/202 —= /[Z209z°. Denn da Oz-cone. 
ſtant ift, fo Fann man eg, wie jede conſtante Größe, vor 
oder unter das Integralzeichen feren. Kolglich iſt [fZ82*% 
oder ZOO. Ferner ift [Q9z, oder [?POz°, 
oder PZRA—R, WS f. | Zu 

Bernoulli betrachtet auch die Integrationen vers 
fehiedener Ordnungen als Differentiafionen im entgegen⸗ 
geſetzten Verftande in Beziehung auf die eigentlichen, und’ 
bezeichner fie dem zu folge. Alſo ik 9”°'2 = fz; 
9:2 = f!z; 97°2 — fdz, uff. Deutlicher: 

2 e — 
— — = an 
02 2? 
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— u. ſ. f. 


Integralrechnung iſt die Methode, aus der 
gegebenen Relation der Differentiale zweyer oder mehrerer 
veränderlihen Größen die Relation dieſer Größen zu fin⸗ 
den. Das Verfahren, wodurd man dazu gelangt, Heißt 

‚die Integration. | | 

Die Integralrechnung ift das Limgefehrte der Difz 

ferentialrehnung, da die legtere aus der Melation der vera 
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änderlichen Größen das Verhältniß ihrer Differentiale, 
es fey der erften oder der höhern ſucht. Jene aber iſt 
fehwer und noch unvollender, diefe iſt leicht und mag als 
gefchloffen betrachte werden. Zu jeder Kunction kann 
man leicht ihr Differential in Beziehung atıf die Differens 
tiale der darin enthaltenen veränderlichen Größen finden ; 
allein von jedem Differential laßt fich nicht das Integral 
angeben. Es ift hier, aber auf eine Viel höhere Art, ein 
Sal, wie in der gemeinen Arichmetif mit den Irrational⸗ 
zahlen. Nicht aus jeder Zahl läßt fich die Wurzel von 
einem gegebenen Grade volljtändig angeben. Ja es Eon: 
nen Differentialgleichungen fo_befchaffen feyn, daß gar 
feine Melation der veränderlihen Größen möglich. ift, 
woraus jene entftänden, und daß fie erſt durch einen zuge: 
festen Factor eine Korm erhalten , bey welcher ein reales 
Integral State hat. n = 
+ Die Differentialgleichungen enthalten entweder nur 
zwey beränderliche Größen, oder mehrere. Diefes -giebt 
zwey Hauprabtheilungen der Integraltechnung. Jede 
derſelben enthält zwey Theile. In dem erſten wird die 
Integration ſolcher Differentialgleichungen geſucht, worin 
nur Differentiale vom erſten Grade vorkommen; in dem 
andern ſolcher, worin Differentiale vom zweyten Grade 
und höhern enthalten ſind. Der erſte Theil der erſten 
Hauptabtheilung iſt bisher am vorzüglichſten bearbeitet 
worden; der zweyte Theil noch nicht hinlänglich. Die 
zweyte Hauptabtheilung aber, und insbeſondere der zweyte 
Theil derſelben, iſt ſo ſchwierig, daß dasjenige, was darin 
geleiſtet worden, unbeträchtlich iſt gegen dasjenige, mas 
noch darin zu wünſchen übrig bleibt. 
Ddeer erſte Theil der erſten Hauptabtheilung enthält 
drey Abſchnitte zu Folge der Beſchaffenheit der dahin ge: 
börigen Differentialgleichungen, zwiſchen zwey beranderlis 
then Größen xımdy. — 

Erfter Abſchnitt. Die Differentialgleidhung habe 
die Som, dy = XOx, wo X irgend eine Function 
von x iſt. Diefer Abſchnitt iſt der leichtefte, der in den 
deutſchen Lehrbüchern beynahe nur allein vorgetragen wird. 


⸗ 
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Euler nennt den Ausdruck, worin eine Function bon x mit 
dem Differential von x verbunden iſt, eine Differen— 
tial : Kormel, | | | 

Zweyter Abfchnitt. Die Differentialgleichung habe 
die Sorm POx+Qödy=o, wo Pund Q jede irgend: 
welche Sunctionen von x und y find. Hier hat man noch 
feine allgemeine Methoden, fondern nur für befondere Salle 
Auflöfungen gefunden. Iſt P bloß von x eine Function, 
und Q von y, fo läßt fich die Sintegration durch die Me: 
thoden in dem erften Abſchnitte bemwerfftelligen, Diffẽ— 
rentialgleichungen, worin die veränderlichen Größen und 
ihre Differentiale nicht gefondert find, heißen insbeſon— 
dere Differentialgleichungen, 

Dritter Abſchnitt. Die Differentialgleichung ent; 
halte Potenzen von 9x und Oy, und Producte diefer Dif- 
ferentiale. Diefer Fall ift fo ſchwierig, daß nur äußert 
wenig Disher darın geleiftee worden if. | 

Der zwepte Theil der erften Hauptabtheilung berrifft 
die Aufloſung folcher Differentialgleichungen, worin nebft 
den veränderlichen x und y und ihren erften Differentia- 


fen noch höhere vorkommen. Man fege Ss =P; 
dp. oq — 
—4 *53 u. ſ. w., fo iſt hier die 


Frage, wie aus einer Gleichung zwiſchen x, y, p, q«r, 
etc. die Gleichung zwiſchen x und y gefunden werden 
moge. 
Die zweyte Hauptabtheilung, worin Gleichun— 
gen mit mehr als zwey veränderlichen Größen behan— 
belt werden, enthält die Nechnung mit parriellen 
Differentialen, wie man fie in Sranfreich befonders 
zu nennen pflegt. Die Differentialgleichung fey diefe: 
P2x + 0Q2y-+Roz=o,mwoP,Q, R Runctionen 
pon X, y,z find, fo ift die Öleihung POx-+ Qöy=o 
eine partie, weil nach derfelben die veränderliche z als 
underanderig Betrachtet wird. Go auch die Gleichungen 
Pox Ru, — S,umd Qöy+Rozz=o, Es beveute 
Bbb 


— 
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oz . . . “ B * 2 2 | 
(—) den partiellen Differentialquotienten für z in Be⸗ 
x . 


ziehung "auf x allein, und (>) ben partiellen Diffes 


rentialquotienten für z in Beziehung auf y allein, fo enf- 
hält der erfte Theil der zweyten Hauptabtheilung ſolche Auf⸗ 
gaben, worin eine gewiffe Relation zwifchen den Größen 
oz 0z „230% 
x, Y, 2, und (2): eo) borgelege wird Am 


daraus eine Gleichung zwiſchen x, y, 2 allein herzuleiten. 

In dem zweyten Theile Fommen außer den Kormeln 

82 Oz 002 

= — Tormeln -———a 
=) und ( pe ) auch folgende Formeln ( 
902 90z | 

Far) und 2, in Rechnung, m. 

die erfte bedeutee den Differentialquotienten für (2 ) 

: Ox 


in Beziehung auf x allein; Die zweyte den für (=) 
in Abſicht auf y, oder welches dafjelbe it, den von 
(- in Abſicht auf x (zufolge Differentialgleichung, 
12); und die dritte Formel den Differentialquotienten 
für ( = ) wieder in Beziehung auf y allein. Nun 





13) 
fey eine Öleichung jwifchen x, y, z, den partiellen Dif: 


02 0) 
ferentialquofienten (——) (5) ‚„ und den zu⸗ 
x 


legt angezeigten des zweyten Örades gegeben, fo iſt die auf: 
"zulsfende Aufgabe, daraus eine Gleichung zwoifchen x, y 
und z allein herzuleiten, Dergleichen Aufgaben fommen 
in der höhern Mechanif und Hydrodynamik häufig vor, 
daher die Methoden zu ihrer Auflöſung ſehr wichtig find. 
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Zu Gleichungen mit höhern Differentialen iſt noch bisher 
keine Veranlaſſung geweſen. 

Wenn die Functionen, welche durch die Integral⸗ 
rechnung geſucht werden, algebraiſch nicht können darge⸗ 
ſtellt werden, fo find fie fransfcendente, Doch werden 
logarithmiſche und eirculare Functionen mit den algebrai⸗ 
ſchen faſt für gleichgeltend genommen, weil man hier die 
zuſammengehsrigen Größen mittelſt der Tafeln oder der 
entwickelten Formeln immer hinlänglich genau eine aus der 
andern bejtimmen kann. Daher wird eine Integration für 
vollendet angefehen, wenn fie auf logarıthinifche oder eir- 
eulare Functionen, es fey allein oder in Verbindung mit . 
algebraifchen gebracht ift. 

Ben der Integration einer Gleichung von der Form, 
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ven. Montücla beengt ſich in feiner Geſchichte der Ma- 
thematik, auch ben der Integralrechnung, den Raum das 
durch, Daß er dem Leſer zugleich Unterricht von den Ele—⸗ 
menten der Wifjenfchaft ertheilt, der doch nur unvollftäne 
dig feyn Fann. 
In dem Artikel: Differentialrechnung, Th. J. ©, 
832. iſt gezeigt, daß Newton feine Schrift: Methodus 
fluxionum et ferierum infinitarum ſchon im J. 1671 
aufgelegt habe, In diefer macht Die Anwendung der In— 
tegralrechnung auf Duadrafuren und Nectificationen ver 
Curven den größten Theil aus, daher Horslen in feiner 
Ausgabe der Newtonſchen Werfe ihr den Tirel giebt: 
“Artis.analyticae [pecimina, vel Geometria analyti- 
ca. Die Abhandlung: de quadratura curvarum, wels 
che 1704 mit der Optif heraus Fam, enthalt allgemeinere 
Integrations-Formeln, als jene Abhandlung, welche durch 
viele Erempel die neue Merhode erflart. Doc) haben bei: 
de die Tafeln für, gewifje algebraifche Tintegrale, und fols 
che, die auf Quadratur der Ellipſe oder Hyperbel gebracht 
. werden fonnen, gemein. Wbrigens find auch die Drimis 
pien der Maturwiffenfchaft, die Newton 1686 juerft hevs 
ausgab, ein Beweis „daß ihr Verfaſſer Die Integralrech— 
‚nung, mwenigftens fo fern fie die Kormen, wie XOx, be 
triffe, im Beſitz hatte. Die Differentialgleihungen, in 
welchen die veränderlichen Größen nicht gefonderr find, lö— 
fer Newton in der erften Schrift, der Methodus flu- 
"xionum, durd Verwandlung der einen veränderlichen 
Gräfe in eine, nach Potenzen der andern geordnete, Neibe 
auf, wovon er ein Glied nach dem andern findet, aber doch 
auf eine nicht bequeme Art. Es würde leichter feyn, eine 
Reihe mit unbeſtimmt gelaffenen Coefficienten zu gebraus 
chen, eine Merhode, die Newton nichf entgehen konnte, 
wenn er fie nicht aus gewiffen Gründen zurückſetzte. Eine 
- befondere Methode, durch eine endliche Anzahl von Ordi- 
naten eine Curve faſt genau zu quadriren, lehrte Newton 
in der Schrift: Methodus differentialis. a 
In England blieben Newtons Merhoden noch uns 
befannt, oder wurden nur wenigen anvertraut. Erſt im 
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&. 1699 erfchienen Newtons Briefe. an Leibnitz in dem 
dritten Theile ver Werfe von Wallis. Die zwey Uber: 
fegungen der von Newton gebrauchten geheimen Schrift . 
soaren ſelbſt noch Rathſel. Craig bediente fich in feiner 
zweyten Schrift über die Duadratur der Frummen dinien 
(London, 1693) der Leibnitziſchen Differentialrechnung. - 
Er nahm dabey eine zweyte Eurve zu Hülfe, an welcher 
die Subnormalen den Ordinaten der vorgegebenen Eurve, 
bey gemeinfchaftlicher Abfeiffe, gleich find; daher das 
Quadrat einer Ordinate an der zweyten Curve das doppelte 
. der zugehörigen Area an der vorgegebenen ift. Das Quas 
drat diente ihm ftatt des Sintegrals, die Subnormale ftart 
des Differentiold, Er nahm die Korm des Integrals 
an, differentiirte es, verglich diefes Differential mit dem 
-vorgegebenen, und-beftimmre dadurch die Coefficienten in 
der angenommenen Sorm. 
In Deutfchland zeigte Leibnis die Anwendung 
feiner nfinitefimalrechnung, ganz unabhängig von Mew⸗ 
tons noch nicht befannten Entdeckungen, durch mandherlen 
wichtige und ſchwere Aufgaben aus der Geometrie und 
Phyſik. Dadurch machte er einen der fcharffinnigften 
Geometer feiner Zeit, Jakob Bernoulli, auf feine 
Methode aufmerffam, und erwarb an diefem und deſſen 
Bruder, Johann Bernoulli, für den neuen, her: 
nach fo wichtig geworbenen Theil der Analyfis die eifrig: 
fien Beförderer, für fich felbft an dem iegtern einen ſehr 
warmen Freund und Bertheidiger. Cr felbft, durch vie 
lerley Befchäftigungen zerſtreut, Fonnte.nurfeine Gedan⸗ 
ken flüchtig in Zeitſchriften hinwerfen. Auch hat er für 
die Integralrechnung ſelbſt wenig gethan. In einem Huf 
ſatze in den Actis Erud. 1684 zeigte er an, daß er eine 
Methode habe, Eurven zu quadriren mittelft anderer Eur: 
ven, erklärte fie aber nicht. Im J. 1686 fagt er daſelbſt, 
die Quadraturen fenn ihm nur ein befonderer Fall einer 
viel größern Aufgabe, welche er die umgefehrte Mer 
thode der Berührenden nenne. Wieder nichts, als etwas 
hingeworfen! Endlich im J. 1693 erflärt er in dem 
Supplemento Geometriae dimenforiae feine Methode 
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ber Quabraturen, die auf die Conſtruction einer andern 
Curve anfommt , deren Ordinaten den Flaächenräumen der 
zu quabrivenden proportional find. Dieſe Curve foll:durch 
eine gewiffe Bewegung befchrieben werden. Leibnitz hatte 
alfo damahls noch feine Merhode unmittelbar zu integri: 
ren. Tin den A. Er. 1694 giebt er die Conftruction 
ber Ifochrona paracentrica ; aber das Integral, 
Jsz : V(az—az5), worauf fie berußt, findet er. nur 
durch Eonitruction einer Curve, deren Nectification bon 
dieſem Integral abhängt. Das heißt freylich nur Die Form 
des Differentiald verwandeln, nicht es integriren. In einem 
Auffage, Supplementum Geometriae practicae, cet, 
A. Er. 1693 gebraucht Leibnitz die Merhode des Lnbe- 
ſtimmten zur Integration durch Reihen, und macht die 
Anwendung auf Logarithmen und den Kreis. Aus einer 
ganz kurzen Bemerkung in den A, Er. 1696, Mart, ber 
eine von Jakob Bernoufli vorgegebene ungefonderte Dif⸗ 
ferentialgleichung fieht man, daß er nicht allein dieſe nicht 
leichte Gleichung auf eine einfachere Form zn bringen wuß⸗ 
fe, fondern aud) darin die veränderlichen Größen: fondern 
konnte, welche Methode er aber nur in Briefen andern 
mitgerheile hat. In dem Auffage: Specimen noyum 
Analyleos, cet. A. Er. 1702 zeigt $eibnig, wie rationale 
gebrochene Functionen in einfache zerlegt werden, aber auf 
eine undeutliche Art. Hierauf gründet er die integration: 
der Differentialformeln Xdx, woX ein folder Bruch iſt. 
Er bemerkt, daß bey unmöglichen Wurzeln des Nenners 
jedes Paar einen quadratifchen Factor giebt, macht: fich 
aber wegen Nenner, wie xt + as; x + adeine Schwierig: 
feit, da er fie nicht in quadratifche zu zerlegen weiß. (Th. J. 
©. 163) Frenlich können fie nicht in binomifche,, aber 
wohl in erinomifche, quadratifche Faeroren zerlegt werden. 
S. Th. J. S. 158.ff. mit Zuziehung von Soniometrie, IX. 
In denn Commercio epiltolico Leibnitii et Io, 
Bernoullii finder man, wie manche Integrations-Me⸗ 
thoden Durch die gegenfeitige Miteheilung  diefer beiden 
ſcharfſinnigen Männer entwickelt worden find. Bernoulli 
möchte den größten Antheil daran haben; er Eonnte aber 
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auch ſich der neuen Analyſis ohne Zerſtreuung widmen. 
Man muß dieſe für die literariſche Geſchichte dtr Mathe—⸗ 
matik und Phyſik in dem Zeitraume dieſes Briefwechſels 
reichhaltige Sammlung ſelbſt nachſehen. Nur ein paar 
Bemirkungen von Leibnitz laſſen fie) hier in der Kürze anfühe 
ren. Er zeigt (p. 21), wie die Integration der Formel 
x=(1x)"Ox erhalten wird. Er differentiirt das Pro⸗ 
duct xP(1x)2, welches ein zweytheiliges Differential giebt. 
Nun werden fucceffiv für q die ganzen Zahlen von ı an 
geſetzt, wodurch für ein gegebenes n das Integral mittelſt 
der für Fleinere Werthe des Erponenten gefundenen Inte⸗ 
grale erhalten wird. Diefe Reduetions-Methode it bes 
quem, und auch auf andere Formen der Differentiale anz 
wendbar. Joh. Bernoulli ſcheint fich ihrer auch bey der 
Differentialformel MOx : Vlat —x!"), bedient zu 
haben, da er (p. 285) meldet, daß er die Kalle angeben 
konne, wo fie fchlechrhin integrirbär ift, wo fie die Nectis 
fication der Kreisbogen erfordert, und wo weder das eine 
noch das andere Statt hat. Don der Reihe, die Ber: 
noulli für das integral der Formel, yox, angegeben 
hatte, nahm Leibnig Veranlaſſung eine dergleichen Reihe 
auch zur eriten Integration einer höhern Differentialforz 
mel: x” O%y, zu fuchen, moben er einen Nechnungsfehler 
begieng,, den Bernoulli verbeflerte. 

Durd die Aufgabe von der Ifochrona (der !inie 
des gleichformigen Kalle), die Leibnig im J. 1687 bore 
‚legte, erkannte Jakob Bernoulli die Brauchbarkeit 
der neuen Analyfis. Sein erjter Verſuch in derfelben bez 
traf diefe Curve, in den A. Er. 1690. Die Aufgabe führt 
auf eine Differentialgleichung, die leicht zu integriren iſt. 
. Erfelbit aber gab dagegen eine ſchwerere auf, die don der 
Figur einer an zwey Puncten aufgehangenen, fehweren, 
vollfommen biegfamen Linie, ohne doch ſchon die Auflöiung 
gefunden zu haben, zufolge der Nachricht, die Joh. Ber: 
noulli in feiner nachher gefundenen Auflsfung (A. Er. 
1691. Iun., Opp. T.I.p. 48) von der Beranlafjung der 
Aufgabe giebt. Diefe Aufgabe überzeugte die Geometer 
von ber Kraft der neuen Analyſis. Die Differentialgleis 


"60 Integralrechnung 


chung für die Curve führt auf ein logarithmiſches Integral. 
Die horizontalen Ordinaten verhalten ſich wie dielogarith: 
men einer Function der Abfciffe. Hierauf folgten im J.1691 
Anmwendungen der Integralrechnung auf die Geometrie der 
Eurven, als die fpiralifche Parabel, die logarichmifche 
Spirale, die lorodromifche Linie ‚, die Klächen fphärifcher 
Dreyecke, und eine Erweiterung der Nufgabe von der Ker: 
tenlinie auf ungleich ſchwere oder dehnbare Fäden. Er 
gab zugleich die Frage von der Figur ber elaftifchen, durch 
ein Gewicht gefrlimmten Linie mie der in Chiffern ver: 
ſteckten Auflsſung auf, und erwähnte auch ber Segellinie, 
oder ber Figur eines vom Winde gefpannten Segels. 
Hierbey bemerkte er, daß Durch Feine andere Methode, als 
durch die zeibnisifche Infiniteſimalrechnung es möglich fen, 
bergleichen Aufgaben aufzulsfen, und legte diefer Nechnung 
großen Vorzug vor der Barrowſchen bey. Won der Krum⸗ 
mung eines Segels, als einer einfach gekrümmten Linie 
betrachtet, gab er 1692 die Reſultate in demfelben Jahre 
auch die Aufloſung der Vivianiſchen Aufgabe von dem Ge: 
wolbe mir vier Öffnungen, und der Aufgabe von der Jah⸗ 
reszeit der kürzeſten Dämmerung. Im J. 1694 machte 
er feine Conſtruction der elaftifchen Sinie nach einem unbe: 
ſtimmt gelaffenen Gefege der Dehnung in Beziehung auf 
Die dehnende Kraft befannt, und insbefondere für den Fall, 
da die Dehnung fich wie die Dehnende Kraft verhält. Er 
‚gebraucht dazu im Allgemeinen die Quadratur einer andern 
‚ Eurve, die dabey vorausgeſetzt wird. Für den befondern 
vorher erwähnten Fall integrire er aber die Gleichung, 
xxOoxXx' 
BE Vazıy' ſchon durch Verwandlung des 
Factors von dx in eine Reihe, und fagt (P-647), daß 
er dieſes durch die von Wallis gelehrte Interpolations— 
Methode gefunden habe; zufolge einer feinen Bemerkung 
von 2eibnig werde die Reihe auch durch Erhebung des B 
nomium auf eine unbeftiimmte Potenz erhalten. Nach 
biefer Methode integriert er auch das Differential des Bo- 
gens der Elaſtica. Zu gleicher Zeit gab er die Conſtruction 
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der von Leibnitz aufgegebenen Curva iſochrona paracen- 
trica (der Curve der gleichfermigen Annäherung oder Abs 
rückung in Beziehung auf einen firen Punct), welche die 


ou 
& 75 x — —— 
integration der Sormel VG uw) erforbert, Er 
conftruirt fie mittelſt der Nertification der Elaftica , auch 
durch eine algebraifche Curve vom vierten Grade. Im 
J. 1695 legte er die Aufgabe vor, die-ungefonderrei Dif⸗ 
ferentialgleihung, ady=ypdx-H-by"gdx, worin 
p und q Functionen von x find, zu conftruiren, wenige _ 
ftens durch Quadraturen, das iſt, die veränderlichen - 
Grsgen zu fondern. Die Auflöfung gab er in dem fol 
. genden Jahre, nachdem er ſtatt jener Gleichung dieſe: 
aay—yOdx+-gdx, gefegt hatte, worauf fich jene, wie 
er ſagt, bringen laffe, Tim J. 1698 bediente Bernoulli 
zur Integrirung von Differentialformeln mit einem irras 
tionalen Factor ſich noch der Methode durch Gubftitufion 
diefe rational zu machen. Bey der Beſtimmung der fange 
auf der Lorodromica wird diefes Werfahren weitlaufig, da 
drey Subftitutionen nöchig find; Doch findet er zugleich 
befjere Subftitutionen. Im J. 1704 zeigt er: in einer 
afademifchen Schrift Die Verwandlung der Wurzeln aus 
Binomien in eine Reihe, und Dadurch die Sintegratien ver 
damit behafteten Differentiale. 5 
Was Jakob Bernoulli vorzüglich als einen fcharfe 
finnigen Analyften zeigt, ift das berlihmte ifoperimetrifche 
Problem, wozu er durch frines Bruders Aufgabe von der 
zinie des fchnellften Falles ( 1696) veranlaßt wurde, dass 
felbe, was bende Brüder fo fehr entzweyte. Kine Auf 
gabe ähnlicher Art harte Newton fchon aufgelöfer, in fo 
fern, daß er die Differentialgleihung für diefelde gefuns 
den hatte, nämlich die Yufgabe von der Figur des Körpers, 
bey welcher ver Widerſtand des Mittels, worin er fich be: 
mwegt, am fleinjten wird. Jakob Bernoulli fand nicht 
allein eine furge und feine Auflöfung jener Aufgabe, fons 
dern legte zugleich eine viel allgemeinere vor, dieſe: unter 
“allen Eurhen gleichen Limfanges über einer gemeinſchaftli— 


— 


— 
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chen Grundlinie diejenige zu finden, durch deren Ordina— 
ten oder Bogen die Ordinaten einer andern Curve nach irs 
gend einem zufammengefegten oder getheilten Verhältniſſe 
ju einer gegebenen geraden fo beſtimmt werden, daß diefe 
zweyte Curve. den größten Raum einfchließe. In der 
Schrift: Analyfis magni problematis ifoperimetri- 
ci (Bafileae, 1701), bemerkt Dernoulli mie Recht, daß 
diefe Aufgabe zu einer höhern Claſſe gehöre, als die bis 
dahin behandelten, ‚und daß Dadurch neue Gegenden der 
Wiſſenſchaft entdeckt würden, Es genügt bey derfelben 
nicht an zwey Elementen einer Curve, fondern es find drey 
neben einander liegende zu betrachten, oder «3 iſt eine hies 
mit gleichgeltende Bedingung einzuführen. Diefe Schrift 
wird für ein Meiſterſtück ver Erfindung und des Scharfe 
fi inns ‚gehalten, 
| Koh. Bernoulli war zwar in der Xuflsfung die⸗ 
fer. neuen fehweren Aufgabe nicht fo glücklich .als fein Bru⸗ 
der, da er noch einen wichfigen Umſtand aus der Acht 
ließ, allein in vielen andern Stücken hat er die Nechnung 
des Ilnendlichen ungemein erweitert. Die erfte Probe 
von feinee Vefanntfchaft mit der Infiniteſimalrechnung 
war die mit einer ausführfichen Anzeige ihrer Eigenfchaf: 
ten begleitere Auflofung der Aufgabe von der Kettenlinie 
in ven A. Er. 1691, wo die Analyfis noch nicht beygefügt 
war. ‘Die Lectiones mathematicae, welche er wäh, 
rend feines Aufenthalts in Paris in den “fahren 1691 und 
1692 für den Marquis de l' Hopital aufiegte, enthalten 
ſchon einen fehr merhodifchen, und wegen der vielen An: 
mwendungen auf geometrifche und dynamifche Aufgaben noch 
jest zu empfehlenden Ulnterricht von der Integralrechnung, 
wvcil man darin nicht blog Differentiale zu integriren vor: 
‚gelegt befommf, fondern zugleich-die Weranlaffıngen zu 
ven Differentialen felbf Die Differentialformeln, die 
darin integrirt werden, find folche, die entweder integrir- 
bar find, oder von der Duadratur des Kreifes oder der 
Hyperbel abhangen. Alnter der Rubrik: methodus tan- 
gentium inverfa, werden Methoden zur Integrirung 
von mancherley Differentialgleichungen, auch einige von 


| Integraͤlrechnung 763 


höhern Graden, vorgetragen. Von der Abſonderung der 
veränderlichen Größen nur ein leichtes Bepfpiel, Wichtige 
Demerfung, daß den Differenrinlgleichungen manchmahl 
ein Sartor oder Divifor benzufügen ift, um fie integrirbat 

ju machen. Zuletzt wird einiges von dem Gebrauche um: 
endlicher Reihen zu Integrationen bengebracht, auch der 
binomifche Lehrſatz in feiner Allgemeinheit wird biebey, 
doch ohne Beweis, angeführt, Wenn diefes Werk gleich 
anfangs fo befchaffen gemwefen ift, wie es in der Samms 
lung aller Werfe feines Verfaſſers im X, 1742 Erfchienen 
it, fo hat derſelbe den Geift der Integralrechnung gleich 
anfangs volltommen gefaßt. Sein Bruder und Leibnitz 
felbjt bebalfen fih mit Duadraturen und Mectificationen 
ftart wirklicher Sfntegrationen, dagegen Joh. Bernoulli 
meiftens durch Nechnung und Reduction auf Kreis und Hy⸗ 
perbel die integration vollführe. Als Beweis, daß in den 
Zectionen nichts verbeffert fey, Fonnte dienen, daß. das 


x 

S = infin. gefeßt wird, ald pag. 388, 417, 420, 

Dagegen es ſchon in einem Aufſatze vom J. 1697 heißt, 
O | 

daß — das Differential des Logarithmen zu der Zahl 


x iſt. Im Jahr 1694 machte Bernpulli eine allge: 
meine Feige für [XO9x bekannt, biefe: [Xox = 





xx x:oX x>0°X x05X ; 
— . — — — — — — eic, 
1.20x 112,30x° 1.4 0x5 — 


Die Methode hiezu, welche ſehr einfach iſt, wandte er 
in der Folge auf Integrationen von allerhand Formeln 
an. Im J. 1696 legte er die ſchöne Aufgabe von der 
Linie des fchnelleften Nalles vor. Er feheint durch die Un— 
terfuchung über die Trajecroria eines Lichrftrahls darauf 
gefommen zu feyn, bey welcher angenommen ward, daß 
rer Strahl von einem Puncte in dem einem Mittel zu 
einem Puncte in dem andern Mittel in der Fürjeften Zeit 
‚bey einem gegebenen Berhältniffe der Geſchwindigkeiten 
gelange- Da durch ‚das Geſetz der Geſchwindigkeiten die 
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Trajeetoria des Lichts in jener Hypotheſe gegeben iſt, ſo iſt 
auf gleiche Art die Linie des ſchnellſten Falles gegeben, weil 
auf einer Fall⸗Linie die Geſchwindigkecten den Wurzeln 
aus den Fallhoͤhen proportional ſind. Hernach iſt er auf 
einen directen Beweis aus dhnamiſchen Gruͤnden gekom— 
men. Er theilte aber nur den indirecten, aus optiſchen 
Prineipien hergeleiteten, mit, um jenen noch geheim zu 
halten, Mit der Abſonderung der veraͤnderlichen Großen 
in einer Differentialgleichung befchäftigre B. fich Früß. 
Im J. 1694 fchrieb er an Libnitz, daf er dazu mehrere 
befondere Wege habe, Im J. 1697 jeigfe er, wie dieſes 
ben der Sleihung, ady=yp9x-+by"qdx, wo p 
und q Functionen von x find, gefchehen könne, die Inte⸗ 
Hration gegebener Differentialformeln ju dem Ende voraus 
gefest. Die Größen x und y werden durch eine dritte eins 
geführte veranderliche gefunden. Auf ähnliche Arc con: 
ſtruirt er die Curve für das Solidum des gerinäften Wi: 
deritandes. Er finder für daſſelbe die Differentialgleis 
hung, yoy3ax=ads*, wo dy conftant if. Nach 
geraumer Zeit gab er eine Methode an, homogene Diffe⸗ 
renfialgleichungen zu infegriren, in den Petersb. Commen: 
tarien, 1726. Hier behandelt er umftändlich die Glei— 
hung axOy HOxV(xx+4yy) = o, und bdiee, 
xoy+-OoxyV(xx+yy) = oe, welde man in Paris 
um die Zeit, als Bernoulli fich da aufhiele, noch nicht 
hatte integriven Fönnen, Auch mag bemerft werden, Daß 
Bernoulli aus gegebenen Reihen un gefonderte Differential 
Hleichungen hHerleirete, in einem Briefe an Leibnig vom 
Decemb. 1696. Im J. 1702, zeigte er in den Mem. 


Po 
de l’Acad. des Sc, die Tintegration der Formel = 





- 


wo P und Q rationale F Functionen von x ſind, deutlicher 
als es Leibnitz zu derſelben Zeit in ven A. Er. that. Im 
Jahr 1719 lehrte er die Integrationen der Formeln, 


z"i7t:(e+fzi+gzti) und z7I7’:(e+fz 
+gz*°4-+-hz31), die Zaylor aufgegeben hatte, wo m 
ein pofitiver oder negativer Bruch ift, defjen Nenner eine 
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Potenz ber 2 iſt. Zugleich zeigte er an, in welchen Fü. 


len. die Kormel "9x: (e + fx?)" integrirbar ift,' oder 
von der Integration einer einfachern Formel abhängt. Tin 
den geometrifchen und miechnnifchen Linterfuchungen hat 
B. noch manche fcharffinnige Anmendringen der Integral⸗ 
rechnung gemacht. Auf die von Diemton fo glücklich ans 
‚gefangene hohe Mechanik der Welrforper bar er fich aber - 
nichr eingelaffen, es fen aus unrichkigen Borftellungen, von 
der Phyſik des Weltſyſtems, oder aus Abneigung mit einem 
Geometer wie Newton hierin einen Nberrftreit einzugehen. 
tur die umgefehrre Yufgabe der Eentralfräfre löfere er alle 
gemein auf, (Mem. de PAc. des Sc. 1710... New⸗ 
ton hatte eigentlich nur bewiefen, was das Geſetz ber 
Schwerkraft ift, wenn der Körper fich in einem Kegels 
fchniete bewegt, und der Mirtelpunst der Kraft in dem 
(einen) Brennpuncte ift. Bep dem umgefehrten Gase 
hatte er angenommen, daß der Körper fich nicht anders 
als in einem Kegelſchnitte bewegen könne, und nur die 
Gattung deſſelben gefucht. 
Roger Cotes, der Erfinder eines geometriſchen 
Satzes, wodurch die Binomien ar — x" und aa - x" in 
einfache Factoren zerlegt werden, bemerfte, daß anſtatt 
der Quadratur ver Hyperbel und der Ellipfe bey Integra⸗ 
tionen beſſer Logarithmen und Kreisbogen gebraucht wer: 
den. Jenes Verfahren ift wirklich zur Anwendung ganz 
unbrauchbar, und ‚bringe nur eine Aufgabe auf eine 
andere. Es bleibe dabey ja noch die Frage, mie ein 
hyperboliſcher oder elliptifcher Raum, der durch gemiffe 
Eoordinaren gegeben wird, durch dad Quadrat einer ges 
gebenen Linie ausgedruckt werden möge. Dazu dies 
nen die Sogarithmen und Winfel oder Kreisbogen, für 
welche Tafeln berechnet find, fo daß man zu jedem Ver—⸗ 
haͤltniſſe oder jeder Zahl den zugehörigen Logarithmen oder 
umgefebrt, fo wie zu jedem Winkel die zugehörigen trigo: 
nometrifchen (cyklometriſchen) Linien, oder diefe aus jenen 
binlänglich genauı Finden Fann. Cotes hat denWeg zur der 
gegenwärtigen Form der Integralrechnung für die Källe, 
mo das nregral on Logarithmen oder Winkeln abhängt, 
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gebahnt. Er machte feine Jehrfäge in den Schriften der 
Sondoner Gefellfchaft 1714, Nro.338, unter dem Titel: 
Logometria, befannt, Es waren 18 Formen von Dif- 
ferentialen,, worin ver Differential Kactor eine Potenz 
von 2 enthält; zugleich mit einem Binomium e-f2? 
im Divifor, oder det Quadratwurzel aus einem folchen 
Binomium, oder zweyerley Binomien, einem rationalen 
und einem quadrarifeh irrationalen, aüch zwey irrarionalen, 
ferner mit einem Trinomium oder der Quadratwurzel dar⸗ 
aus, auch mit einem Binomium verbunden. Bep der 
weitern Ausführung ward Cotes durch einen ‚früßzeitigen 
Zod (1716) unterbrochen. Robert Smith, Pro: 
feſſor zu Cambridge vollendete nach Anleitung der von Cotes 
nachgelafjenen Papiere das angefangene Werk, welches 
man als das erfte völligere über die Integralrechnung ans 
zufehen hat. Er gab es zugleich mit den von Cotes / ſchon 
in den Transactionen darüber gelieferten Nuffagen zu Cam⸗ 
bridge 1722 Heraus, unter deinZirel: Harmonia men- 
furarum, five Analyfıs et Synthefis per rationum 
et angulorum menfuras promotae, 250 ©. in 4, 
nebft einem Anhange Fleiner Abhandlungen von Cotes. 
126 © Was hier menfurae heißen, find Logarithmen 
von Verhältniſſen mir ihrem Modulus, und Kreisbogen 
für zugehörige Winfel mie ihrem Halbmeffer. Die Har- 
monie diefer Maaße beruht darauf, daß Integrale, die 
nach dem einem diefer Maaße unmögliche Größen find, 
nach dem andern möglich werden, fo daß die analyrifche 
äußere Form diefelbe bleibt. (S. Differentialformeln, III.). 
Cotes bezeichnete in den von ihm ſelbſt ausgearbeiteten In⸗ 
tegralformeln beiderley Maaße auf einerley Art, Z. B. 








39 —1 
das Integral von giebt Cotes an durch 
e-+-12” 
2 > R +T — 6 x 
— nn — 779: 
ye R S ’ 100 R=y f ; cz > 
e+fz” 





S=y. 7 iſt. Bey der Berechnung wird aber 
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RZYV = genommen. Diefe Sormel bedeutet 
2 e E f e 
— Vz: Ang. tang z?” — .Iſt — nega⸗ 
tiv, fo giebt Cotes das Integral ganz durch dieſelbe Kor: 
R+ 
S...’ 





| a: 
mel an. Sie bedeutet aber num — Rlog, nat. 
7 


fz!—e | 
wm 8 — Au Ser iſt. Man fieht, daß die Bes 


zeichnungsart noch unbequem und gejmungen ift. Auch 
har Smith fie indem von ihm allein ausgearbeiteten Werke 
geaͤndert. . Gr bezeichnet den natürlichen Logarithmen eines 
Verhältniſſes mn durh (m:n) mit Vorfesung des 
Modulus; die Tangente eines Winfels PBO durch 
(P'BO) mit Borfesung des Radius, indem der Winfel 
ſelbſt durch einen Kreisbogen mit dem Halbmeffer als Ein⸗ 
heit ausgedrückt wird, Er hat 94 Formen mit Einfluß 
der darunter aufgenommenen 18 Normen, die Cotes fhon .. 
bearbeitet hat. Diefe bringt er auf 11 Elaffen verwandter 
: Kormen. Für jede Form iſt eine Tabelle berechnet, nach den 
verfchledenen Werthen Des Eirponenten der veranderlichen 
Große außer dem binomifchen oder frinomifchen Sactor, 
mit einer Anmeifung vie Tabelle zu erweitern. . Das 
Werk it ung gegenwärtig noch brauchbar als ein Reperto— 
rium für viele, zum Theil verwickelte Integrale, wenn 
man nur die Bezeichnungen ander. Da nur einige Gr: 
läuterungen, aber keine Beweiſe beygefüge find, fo hat 
MWalmeslen, ein englandıfcher Benedictiner, dem Wers 
fe eine neue Geſtalt durch die Entwickelung der Integrale 
gegeben. Diefe Bearbeitung hat den Titel: Analyfe 
des me[ures des rapports et des angles, ou reduc- 
tions des Integrales aux Logarithmes et aux arcs 
de cercle, par D.C. Walmesley, B. A. à Paris, 
1753. ©. 445 in 4. Die Tafeln für die Sormen von 
Cores find hietia enthalten. Auch hat W. die Theorie 
derjenigen Sal, Hesygefügt, wo die von Cotes gebrauchte 
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Methode die Integrale nicht gab. Die Nechnungen find 
noch nicht genug gefchmeidig, und die Vezeichnungsart 
noch unbequem, befonders was die eyklometriſchen betrifft, 
ingwifchen war one Zweifel das Werk zu feiner Zeit ſehr 
nützlich, und mag auch jetzt dienlich ſeyn, er daraus in 
fehweren Fällen Raths zu erholen. - 


Eotes fand durch Hülfe feines analytifch geometri⸗ 
ſchen rehrſatzes bie Integration der Diſferentialfechat: 


—D———— 


e4f224825* 
ſich nicht in zwey binomiſche Factoren zerlegen läßt, wo— 
fern nur A eine der Zahlen aus der Reihe 2, 4,8, 16, etc. 
und ö eine ganze Zahl ift. Die durch 4 Oezeichnete Zahl 
ift eine ganze bejahte oder verneinte. Für A—=2ımd 4 
find die integrale in den Formen XXX und XXXII von 
Smith angegeben, Diefe integration fihien in England 
wichtig genug, daß Taylor fie allen Mathematifern außer 
England aufgab. Joh. Bernoulli leiftere fie in den zot. 
Erud. 1719, doch ohne die Theilung eines Winkels zu 
gebrauchen. Auch von Hermann erfchien i in den A. Er. 
deffelben Jahres eine Auflöfung , wozu in den Petersbur⸗ 
ger Commentarien T. VL ein Nachtrag folgte, -Die Ein: 
fchränfung der Auflöfung wegen der Form von A. hob 
Moivdre durch feine Erweiterung des Eotefifchen Lehr, 
fages (Th. J. ©.564:), fo deß der Erponent von z jede 


», für den Sal, da der Seenner 


gebrochene Zahl feyn darf, in den Mifcellaneis analyti- 


cis, Londini 1730. L.I. Probl, V., L. III. Probl, XII, 

Zur Erläuterung diene folgendes, Henn die Function 
e+fz”? + gz*” fi in zwey reale binomifche Facto⸗ 
ren auflöfen läßt, welches möglich ift, wenn ff>4eg 
ift, fo laßt fich der Differential » Kactor in zwey Brüche 
zerlegen, die rational werden, wenn x* für z* geſetzt 
wird. Läußt fih aber jene Function nicht in zwey res 
ale binomifche zerlegen, fo muß fie in trinomiſche zerz 
fälle werden, Iſt A eine Potenz der Zwey, und wird 
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willkuͤrliche Funetion w von x eingeführt, bie fo u wäh: 


len ift, daß die Differentialquotienten - — * 
leicht zu finden ſeyn. Davon in dem Artikel: Integral⸗ 
formeln. In dem zweyten Abſchnitte jenes Buchs macht 
Taylor die Anwendung der Differential: und Integral⸗ 
rechnung auf einige geomefrifche und phyfifo: mathemati⸗ 
fche wichtige Aufgaben. Es iſt nur übel, daß das Wert 
durchidie zu große Kürze und unbequeme Bezeihnungsart 
dunkel ift. 


In Italien warb die Integralrechnung mit Fleiß 
und glücklich bearbeite. Gabriel Manfredi gab 
1707 eine Schrift über die Conftruction der Differential 
- gleichungen vom erſten Grade heraus, die wegen der Ge: 

* chicklichkeit in der Behandlung gerühmt wird. In den 
Abhandlungen des Bononiſchen Inſtituts und in Zeits 
fehriften find von ihm gute Xuffäge enthalten. Der Conte 
Giacomo Niccati und fein Sohn Vincent haben 
über die Integralrechnung viele tieffinnige Abhandlungen 
geliefert. Der erjtere gerierd auf eine Differentialgleis 
Kung vom erften Grade, zwiſchen zwey veranverlichen 
Größen, eine dem Anfehen nach fehr einfache, die er nicht 
allgemein auflöſen konnte, und fie daher den Analyften 
inden Act. Er. 1722. T. VIII. supplem. vorlegte. Sie 
hat daher von ihn ihren Damen erhalten. Jakob Ber: 
noulli harte ſchon einige befondere Fälle derfelben aufgelo: 
ſet. Drey Bernoulli, Mifolaus und Daniel (Söhne 
von Kohannes) und Mifolaus der Meffe, und Golobach 
Haben fich damit nad) verfchiedenen Merhoden befchäftigr. 
Die Gleichung ift diefe: Oy + yyox = ax"dx. Für 
eine gewiſſe Torm des Exponenten m lafjen ſich die verän— 
derlichen Größen von einander fondern, wodurd die Auf: 
gabe aufdie Integration einer Differentialformet gebracht 
wird. Boſſut vergleicht die Riccatiſche Gleichung mit 
der Dundratur des Kreiſes in der Geometrie. Wenn eine 
Aufgabe auf die Muflöfung derfelben gebracht ift, fo wird 
fie ala aufgelöfer angeſehen. 


etc. 


. 
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Unter den italienifchen Mathematifern in der erften 
Hälfte des 18ten Jahrhunderts zeichnete fid) auch der 
Eonte Sagnano durch manche Unterfuchungen hohes 
rer Art ſeit etwa 1720 aus, ingbefondere durch. die Wer 
ſtimmung elliprifcher oder bnperbolifcher Bogen, deren Un— 
terfchied eine algebraifche Größe iſt. Leibnig und Johann 
Bernoulli, die dajjelbe verfucht hatten, urtheilten, daß 
die neue Rechnung nicht darauf anwendbar ſey. Euler 
bat in. der Folge diefe Aufgabe auf eine viel allgemeinere 
Art nach einer andern Methode behandelt. (Comm. Ac, 
Petr. T. VIIL) Mit der Curve, die man Lemniscata 
nennt, befchäftigte ſich Fagnano fo viel, daß er fie vor 
der Sammlung feiner Werke (Produzioni matematiche, 
ın Pesaro, 1750. 2 Voll. in 4.) auf dem Zirel abbils 
Den ließ. . . ‚ v 

Maclaurin lehrt in feinem Werfe über die Klupis 
onen (Edinburg 1742) viele Anwendungen der Integral— 
rechnung auf geometrifche und mechanifche Aufgaben, die 
aber mehr in Abſicht auf die Gegenſtände und die Kunft 
der Behandlung, als für die Rechnung ſelbſt wichtig ſeyn 
möchten. Diefe ift auch gegenwärtig in der Form beque: 
mer eingerichtet, da fie von der ehemaligen Lehnsverbins 
dung mit der Geometrie befrent ift. Unter den Arrifelm, 
welche von der Integralrechnung felbit handeln, wird ders 
jenige am merkwuͤrdigſten ſeyn, worin gezeigt. wird, wel⸗ 
che Integrale fich auf Die Nectification eines hyperboliſchen 
und ellipfifchen Bogens mit einander verbunden bringen 
laſſen. Man vergleihe mit Maclaurins geometrifch:fyne 
therifcher Mierhode die rein analytifche von D’Nlembert 
in den Mem, de l’Acad. de Berlin, 1746 u. 1748 
Vineent Riccati hat fich fehr umftändlich mie der In— 
Ooxy(i+gxx) 

V(a+bxx) 
ſchäftigt. Das integral ift in einigen Fällen ein Bogen 
einer Ellipfe, jn andern einer Hyperbel, in andern eines 
Aggregars bon Beiden, oder ift Feiner dieſer Formen fähig. 
(Vince. Riculi, S. I. Opuscula. Luccae 1757°1772, 
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5 
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tomi 2.). Landen hat in feinen MathematicalLueu- 


brations, London 1755. einige hieher gehörige merk: 
würdige Integrale ohne Beweis mitgetheil. Die Ne: 
duction eines Tintegrals-auf Bogen einer Curve iſt freys 
lich nur der Aufgabe eine folche Geftalt geben, wodurch 


die Auflefung faßlicher wird, 


Die integration der Differentialformeln bedurfte 
noch mancher VBerbefferungen und Erweiterungen. Diefe 
erhielt fie vornamlich, ja faft gänzlich, durch Euler, defs 
fen unerfchöpflih fruchtbarem Geiſte die ganze Analyfis 
einen großen Theil ihres Neichthums, und faſt ganz ihre 
gegenwärtige Geftale zu danken hat. Er fündigre fich 
ſchon im zoften Jahre feines Alters (1727) durch eine 
ſchöne Auflöfung der Aufgabe von den reciprofen Trajecto= 
rien an, woraus Joh. Bernoufli, fein Lehrer, die Fünf: 
tige Größe feines Zöglings vorher fagte. In dem folgen 
den Jahre zeigte er eine neue und allgemeine Methode an, 
ganze Claſſen von Differentialgleichungen des jwenten Gra⸗ 
des, mit Vorausſetzung gewiffer Bedingungen, zu inte 
griven. Nicht allein in einer langen Reihe von Jahren 
(ev ftarb 1783) fondern atıch noch , gegenwärtig nach. feiz 
nem Tode durch feine zahlreichen hinterlaffenen Abhandlun— 
gen bar Euler die Analyfis theils durch neue Unterſuchun— 
gen erweitert, theils den nach ihm gefommenen ihm am 
Geiſt ähnlichen Geometern die Wege eröffner, theils die 
von andern gefundenen Methoden verbefjert, erleichtert, 
und fowohl allgemeiner ale zur Anwendung gefchmeidiger 
gemacht. Die Anwendungen Analnrifcher Pechnungen, 
welche Euler auf die fchwerften Fragen in der mathemati⸗ 
ſchen Phyſik und der phyſiſchen Aſtronomie insbeſondere 
machte, find alle zugleich Erweiterungen der Analyhſis ſelbſt. 
Denn das Phnfifalifche macht hier nur die Bedingungen 
der Aufgabe aus, und fobald diefe auf irgend eine Art 
durch Gleichungen ausgedruckt ind, geht die ganze Bears 
beitung in das-Gebier der reinen Analyfis über. Dadurch 
werden die Fortſchritte in der höhern mathematifchen Phy: 
fiE zugleich Erweiterungen jener, und die Schwierigkeiten, 
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die in jener zu löſen ſind, werden Veranlaſſungen zu neuen 
analytiſchen Aufgaben. 

Euler hat alle ſeine Unterſuchungen über die Inte⸗ 
gralrechnung bis gegen das Jahr 1770 ſelbſt geſammelt, 
und in Verbindung mit den von andern Analyſten gefunde⸗ 
nen Methoden ſyſtematiſch bearbeitet, in einem. großen: 
Werfe, Institutiones Calculi Integralis, Petropoli 
1768-1770, 3 vol, in 4. Nach feinem Tode it eine 
neue Ausgabe diefes Werks mit Werbefferungen, aber mie 
derfelben Anzahl der Paragraphen, herausgefommen, und: 
mit einem vierten Bande vermehrt. Diefer enthält vie 
zur Integralrechnung gehörigen Abhandlungen von Euler, 
welche rheils noch nach der. erfien Ausgabe jenes Werks 
in die Schriften der Petersburger Afademie der Wiffen- 
fchaften eingerücke find, theils :hanpdfchriftlich vorhanden 
waren, in allem 27 Abhandlungen. Die neue Ausgabe 
ift von den Skahren 17921794. Das Berzeichniß aller 
Werfe und einzelnen Abhandlungen Eulers finder man hin 
ter der fchönen Gedächtnißrede von Fuß, Perersburg, 1783. 

Die integration der Differentialgleichungen if 
hauptfächlich von den Geometern des Continents betrieben 
worden. Leibnitz und die beiden Bernoulli hatten die- 
Lege eröffnet. Goldbach, Hermann und Micoz 
laus Bernoulli, fanden bie Integrationen verfchies 
dener vielcheiliger Differentialgleichungen, die bis dahin 
noch nicht verfucht waren. Ihre Auffäge findet man in 
den erften Banden der ältern Petersburger Commenta— 
rien. inter den ältern franzsfifchen Analyften befchäftig- 
ten fih Earre, Nicole nnd Saurin mehr mit An: 
mwendungen der Integralrechnung, ald daß fie diefelbe er— 
weitert hätten. Clairaut und Kontaine fanden die 
Bedingungen der ntegrabilität für Gleichungen vom erz 
ften Grade, wiewohl Euler fie noch etwas früher fehon 
angewandt bar, wovon im I Th. ©. 885 ff. gehandelt 
ift. Von einer allgemeinern, die Euler gefunden bat, ſ. 
26.1.©. 905. | 

Slairaut.gab in dem Memoirevon 1740, wo er 
von den Veringungsgleichungen handelt, einige Negeln 


774 Integratrechnung 


zur Entdeckung des ſchicklichen Factors, die aber gar 
nicht allgemein, und dabey ſehr unbequem in der Anwen⸗ 
dung ſind. In Eulers Werke über die Integralrechnung 

iſt ſowohl für Gleichungen vom erſten Grade als von hö⸗— 
hern hierin vieles geleiſtet. Er hat die Methode ſehr ver: 
vollkommnet, fo daß la Eroir fie ihm auch zuſchreibt. Am 
Ende jenes Werfs zeigt Euler noch in einem Anhange, 
wie vorzüglich die Merhode vermirtelit Multiplicatoren 
zu integriren ſey. Liebrigens ift Clairauts Werk über die 
Geſtalt ver Erve (Theorie de la figure dela terre, ti- 
ree des principes de l’Hydrostatique, 1743) wegen 
ber Dabey angewandten Tintegralrechnung auch für diefe 
wichrfig, und zum Theil ein CSommentar über Maclaurins 
fynthetiſche Darſtellung. Seine Theorie der gegenfeitigen 
Störungen der Planeten und ver lingleichheiten. des Mond— 
laufes gehören beide zu den erften genauen Auflofungen der 
fehmwerften Aufgabe aus ver analytiſchen Mechanik, Es 
verdient noch angeführt zu werden, daß Clairaut Diffes 
tentialgleichungen des erften Grades in einigen Fällen 
mittelſt einer zweyten Differentiation integrirt hat, — 


dy 
das Differential des Quotienten * Spy aus der — 


ten Differentialgleichung durch — herausgeht, ſo 
daß man eine Gleichung für p erhält, welche mit der / vor⸗ 
gegebenen verbunden wird, um p mwegjufchaffen, worauf 
eine endliche Gleichung zwifchen den veränderlichen Grö— 
gen allein erhalten wird. Euler hat diefes im der Folge 
mehr auseinander geſetzt. | 


D'Alembert hat in feinen vielen Schriften über 
Dpnamif und phnfifche Aftronomie aus dem Innerſten der 
Analyfis die Hülfsmittel zu den feinften Linterfuchungen 
geholt. ehr häufig fand er neue Wege zur Integration 
verwickelter Differentialgleichungen. “Auch hat man ihm 
die Finführung einer neuen Art zu integriren zu danken, 
die nicht allein in der abftracten Rechnung, fondern auch 
in der höhern mathematiſchen Phnfif von der größten Wichs 
tigkeit ift, die integration der Gleichungen mie partiellen - 
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- Differentialen, Euler war frenlich ſchon daraufgerarben, . 
in einer Abhandlung in dem 7ten Theile der Perersburger 
ECommentarien für 1734. T. VIL und hatte auch bey feis 
ner ganz allgemeinen Auflöfung ver Aufgabe vou der eur- 
va synchrona (Mechanicae T. I. %. 106.) davon Ge: 
brauch gemacht, allein er vernachläfligte gleichfam diefe 
neue Anficht von allgemeinen Auflöfungen, bis daß d’ANleme _ 
bert in feiner Schrift: sur la cause gengrale des vents ' 
1747. und in den Llnterfuchungen über fehwingende Gais 
ten fie benußte, welches er noch mehr in der Schrift über 
den Widerftand flüfliger Mittel that. Dun fah Euler 
ein, daß die Auflsfungen verfchiedener Aufgaben, bie 
er für allgemein gehalten hatte, e8 noch nicht waren. Er 
bemächtigre fih nun gleichfam feines Eigenthums wieder, 
und gab der neuen Methode eine befjere und einfachere 
Form, als in welcher d'Alembert fie eingeführt harte, und 
in diefer verbefferten Geftalt wird fie von allen Analyſten 
gebraucht. Kuler hat ihr den ganzen dritten Theil feines 
Werks über die Tfntegraleechnung gewidmet, Vorher 
hatte er ſchon in einer wichtigen Abhandlung: Investigatio 
functionum ex data differentialium conditione, 
(NoviComm. Acad. Petrop. T.IX. a. a. 1762.) diefe 
Methode von Grund aus entwickelt, undden Algorithmus 
derfelben angegeben, 

Die Integrirung der Gleichungen mit partiellen Dif: 
ferentialen veranlaßte eine Unterſuchung, über welche die 
größten Analyſten fich nicht ganz vereinigten. Cie betraf 
die Befchaffenpeit der willfürlihen Runctionen, 
welche in die Tintegralgleichung einzuführen find, wie die 
conftanten Größen in den gewöhnlichen zwifchen zwey ver: 
Anverlichen Größen. D'Ale mbert behauptete, daß die 
willfürlichen Functionen dem Gefege der Stetigfeit un: 
terworfen bleiben müßten, daß fie durch irgend eine Eur: 
ve dargeſtellt werden könnten, daß diefe aber einen ſtetigen 
Zug haben müfle, fo daß fie ganz durch eine und diefelbe 
Gleichung zwifchen ihren Eoordinaten ausgedrusft würde, 
Euler hingegen behauptete, daß jene Functionen auch 
:unftetige (discontinuae) feyn dürften, oder daß die abbils 
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dende Curve auch eine geſetzloſe, wie eine aus freyer Hand 

gezogene ſeyn möchte. Den Schriftwechſel darüber zwir 
ſchen beiden findet man in den Berliner und Petersburger 
Abhandlungen, und in den Opuscules von d'Alembert. 
2a Grange trat (Miscell. Taurinensia, T.I.IL.) zu: 
erft Eulern ganz bey, fehränfte aber in der Kolge die Ge— 
.ı feßlofigfeit etwas ein. Condorcet gab fie auch nur mit 
gewiffen Einfchränfungen zu. Die Curve möhre aus 
Portionen von verfchiedener Norm beftehen, diefe follten 
aber zufammenhängen, und bey Gleichungen vom zwey— 
ten Grade an ihren Endpuneten eine gemeinjchaftliche Be⸗ 
rührende haben. (Mem. de Paris, 1772). a Place 
gab zu, daf bey der Aufgabe von fchwingenden Saiten, 
wobey die Srage entftanden war, die unferigen Funetio⸗ 
nen Statt haben könnten, und fehränfte überhaupt die 
Zulaſſigkeit derfelben nur auf gewiffe Weife ein. (Mem. 
de Paris, 1779). Arbogaft vertheidigte in der Preises 
fohrift, Die von der Petersburger Afademie 1790 Bean 
‚eu , Eulers Behauptung. 


Integrationen einzelner Differentialgleichungen von 
d'Alembert findet man in den Mem. de l’Acad, de 
Berlin 1746, 1748, 1750, und in der Sammlung 
feiner Opuscules. Won jenen ift ſchon vorher efwas ans 
geführe. Eben daſelbſt (1748) zeigt er, wie Differens 
tialgleichungen-integrirt werden, worin außer dem Diffe— 
rentialquotienten dx : dy nur x und y in der erjten Po: 


| dx 
ten; vorkommen, wiex—yPßz-+0Q'’z, wo 2=I— 
24 


it, und GO, ©’ Runetiongzeichen find, Doch dafelbft, - 
wie ein Syſtem von zwey Gleichungen, 
0x+-(Cx+ Dy) ot=o, 
ox+-(Kx+Ly)ot=o, 
oder ein Syſtem von noch mehrern folchen, worin meh: 
rere beränderliche Größen enthalten find, integrire werben 
fann. Er ift darauf durch feine Unterſuchungen über die 
Urſachen ver Winde ‚ und den Widerſtand flüffiger Mittel 
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geleitet, Montücla fehreibt ihm auch eine Methode 
zu, -die Gleichung , 
AXy"dy+By"t:X'’ox-+ Cy!X’"dx=o, zu 
inregriren (Hist. des Mathem. T. IIL p. 177.) Es ſind 
bier X, X’, X’ Se von x, und A, B, C, 
underänberliche Grsßen. Die Merhode findet man in 
Bougainville's Traité du Calcul integral, T, II.Ch. 7. j 
Man vergleiche die Auflöfung der Gleichung, 
oy + Pyox = Qy”t!aox, | 

in Eulers Integralrechnung, T. J. 0. 429. Hier find 
P und Q Sunctionen von x. In den genannten Memoi⸗ 
ren ift eine Merhode von Alembert, Gleichungen von ho⸗ 
— Graden, wie 

ytamıydx +barmyox,...+Xö9m— 0, 
M en. Euler hatte fchon in dem zeen Dande der 





Bo 
Miscell. Berol, 1743, die Öleihung, o=Ay+ * 
| zu x 
Co? Dod3y 
— + — . etc ‚ aufgelöfet, wo das Glied X, 
O3 


eine Sunction Se x, — fehlte. Hernach aber hat er dieſe 
Einſchränkung beſeitigt, und in den neien Petersb. Com⸗ 
mentarien gezeigt, wie eine ſolche Gleichung allgemein, 
ohne daß Xo iſt, integrirt wird. Man ſehe auch die 
Institt, Calc. integr. T.II. Cap. 2et3. La Grange 
hat in den Mem, de Berlin 1772 fogar die Bedingun⸗ 
gen gefunden, unter welchen eine folche Gleichung ſelbſt 
. bey veränderlichen Coefficienten integrirbar iſt. 


Der Staatsrath Fuß in Petersburg, Eulers Füge 
ling und arbeitfamer Gehülfe in den vielen fahren feiner 
Blindheit, hat in den Schriften der dortigen Afademie 
der Wiſſenſchaften viele wichtige Abhandlungen zur höhern 
Analyfis des Linendlichen geliefert. 


| Die beiden erſten Analyften unferer Zeit, [a Örange 
und Ta PIace , haben fowohl durch ihre Linterfuchungen 
über Die Inreg ralrechnung unmittelbar, al3 durch die 
bochſt feinn Rechnungen in. ver phyſiſchen Aſtronomie 
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mehr geleiſtet als man vor einiger Zeit noch vielleicht nicht er⸗ 
warten durfte. Ich muß es dem künftigen Verfaſſer einer 
ausführlichern Geſchichte der Integralrechnung, als in die: 
ſem Artikel möglich war, überlaſſen, die Verdienſte dieſer beis 
den Analyſten würdig darzuſtellen. Aus dem unten anzuzei⸗ 
genden Werke von la Croix, über Differential: und Inte—⸗ 
gralrechnung, Fann man fich von ihren Ermeiterungen der 
höhern Analyfis am vollffändigften und bequemften unter: 
richten. Das Regiſter liefert eine fehr gute Ueberſicht 
derfelben. In Abſicht auf die phyſiſche Aftronomie findet 
man ıhre wichtigften Unterſuchungen ziemlich ausführlich 
angezeigt. in dem vierfen Theile der Geſchichte der Mathe: 
matif von Montücla, die durch Ja Jande vollendet ift; 
29 Örange iftder Erfinder einer neuen und fehr 
berbefjerten Methode die Veränderungen in der Nelation 
zweyer oder mehrerer veränderlichen Größen zu betrachten. 
Zwey veränderliche Größen x und y haben irgend eine Mes 
lation, wodurch fürjedes x die zugehörige y beftimmt wird, 
Giebt man allen y oder einigen y Werthe, die unendlich 
wenig von den durch jene Relation beſtimmten Werthen 
verichieden find, fo find die Linterfchiede der Werthe das, 
was Variationen heißen. Die ganze Unterſuchung 
von der Erfindung einer Function, welcher eine gewiſſe 
Eigenfchaft im größten oder Fleinften Maaße zufommt, 
beruht auf dieſer Methode. Die beiden Bernoulli hats 
‚ten Fragen diefer Art aufgelöfet, aber nicht ſowohl nach 
einer jichern Methode, als durch eine fehr feharffinnige 
Bemerkung des Eigenthümlichen der Frage, worauf fie 
ſehr Fünjtlih die Aufloſung gründeten. Euler harte in 
feiner vortrefflihen Schrift über das ifoperimerrifche Pros 
blem im allgemeinften genommen, 1744 , viel geleifter, 
aber die Methode noch zu fehr an die Geometrie gebunden. 
Ja Grange gab feinen eriten Entwurf in den Abhandlun: 
gen der Turiner Sefellfehaft für 1760 und 1761. Euler 
erkannte die Vorzüge diefer ganz analytiſchen Methode, 
und feßte fie mit mehrerer Deurlichfeit auseinander, gab 
ihr aud) den Namen, Calculus variationum, in den 
Metersburger Eommentarien für 1766. Kine ausführliche 


* 
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Behandlung derfelben ift in dem dritten Theile feiner In⸗ 
tegralrechnung befindlih. Aus dem 16ten Bande der 
Perersburger Schriften für 1772 iff in den Gupplemene 
ten eine Abhandlung darüber beygefügt. 
ſdoch eine Nachricht von einigen allgemeinen, aber 
nur vorgefchlagenen ,. ntegrationg : Methoden. 
Hermann lehrt eine gewifje Methode für alle Dif- 


_ ferentialgleichungen, (Comm. vet. Acad. Petrop. T. I.), 


und wendet fie auch auf leichte Fälle an; allein fie erfordert 
ju vieles Herumfuchen, und iſt auch nicht allgemein hinreis 
chend, daher auch nicht weiter befolgt, 

Mit den beiden von Font aine angegebenen Merhos 
den ift e8 eben fo gegangen. Man bat fie gerühmt, und 
ſich ihrer nicht bedient. 

Condorcet hat in feinem Werke über die Integrale 
rechnung (1765) den Abriß einer allgemeinen Integrations— 
Methode, für jeden Grad der Gleichung und jede Anzahl 
veränderlicher Größen, geliefert. C{n dem Dictionnaire 
encyclopedique ijt diefer Abriß auch mirgerheilt. Er. 
verlangt gewifje Hülfstafeln, wozu er den Entwurf giebt, 
Aber niemand hat es gewagt, fich auf diefe Arbeit einzus 
laffen. Die Methode feheint mehr wegen des dadurch ges 
zeigten Scharfjinns gerühmt, als für ausführbar erkannt 
zu ſeyn. 

Der Freyherr von Pacaffi hat in einer Abhand⸗ 
lung über eine neue Methode zu integriren, Wien 1785, 
und in einem Aufſatze, der in die phnfifalifchen Arbeiten 


der einfrächtigen Freunde zu Wien, 2ter Jahrg. 1786, 


eingerücktift, eine allgemeine Integrationsmethode ange⸗ 
ben wollen, wovon in Lamberts gelehrten Wriefwechfel, 
Bd. V. S. 344. ff, eine von 2. Oberreit verfaßte Nach: 
richt und Beurtheilung zu finden ift. 

Einige Annäherungs: Methoden, das [X9x durch 
einzelne berechnete Werthe von X zu finden, lehren New— 
ton in der Methodus differentialis; Thomas Gimp: 
fon in Mathematical dillertations, 17435 $ambert 
in feinen Qeyträgen zum Gebrauch der Mathematik, Th. 
II. Nro. IX, 


s 
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Verzeichniß einiger Werke zur Integralrechnung. 


D' Alembert ſchlägt in dem von ihm herrührenden 
ganz kurzen Artikel, Integral, in dem Dictionn, ency- 
clopedique, folgende Werfe zum Nachleſen vor, etwa 
in der Ordnung, wie fie genannt find. Zuerft die Lectio- 
nes von "oh. Bernoulli, die ſchon oben von mir empfoh— 
len find. Dach diefen der zweyte Theil von Maclaurins 
treatise on Auxions, wovon eine franzöfiiche Lleberfe: 
zzung vorhanden iſt. Ferner die Abhandlung von Newton 

| dequadraturacurvarum, und das Werk von Cotes: Har- 
monia mensurarum, wozu man in den Act.Er. 1718, 
1719, undinden Petersb. Comment. T. VI. gute Erlau⸗ 
terungen finde, mehr in dem auch fchon angeführten Werke 
von Walmesten. Insbeſondere empfiehlt er den Traite 
du Calcul integral par de Bougainville, le jeune, 

aParis 1754, 1756. 2 Voll.in4. Der zweyte Theil diefes 
Werks, der von den Differentialgleichungen handelt, fcheint 
mir fehr gut abgefaßt zu ſeyn, und das beite, was bis dahin 
ber die integration derfelben befannt war, zu enthalten 
Der erite Theil, von den Differentialformeln, möchte hin 
und wieder Fürzer und netter ſeyn konnen. Monrücla 
rühmt auch das Werk wegen ver guten Merhode und der 
Klarheit des Vortrages. 


Die PP. Leſueur und Jacquier, aus dem 
zöfischen Haufe der Minimen zu Nom, gaben 1768. zu 
Parma in jwey Quartbäanden heraus; Elemens du calcul 
integral, welche Montücla auch wegen der Ordnung und 
Deurlichfeit ruͤhmt. Einige neue Theorien,’ die um die 
Zeit der Ausgabe dieſes Werfs nur erft waren gegründet 
worden, find darin fchon aufgenommen. Don dem Werke 
ijt eine neue Auflage 1782 zu Parma und Leipzig (bey 
Weidmanns Erben und Reich) erſchienen. 

Von Eulers großem Werke über die Integral⸗ 
rechnung iſt ſchon eben Nachricht gegeben. Die Deut: 
lichkeit des Vortrages dieſer ſchweren und weitläuftigen 
Wiſſenſchaft iſt ein merkwürdiger und auszeichnender Vor⸗ 
zug dieſes Werks. 
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Den gegenwärtigen Zuſtand der Integralrechnung 
nach den Methoden und Erweiterungen durch die franzö 
fifchen Analyften lernt man aus folgenden Werfen Fennen. 

Traité du Calcul differentiel et du’ Calcul inté- 
sral, par J. A, J. Cousin, a Paris, Fan IV. 1796. 
2 voll.in 4. 320 u. 284 ©. Die erfte Musgabe er⸗ 
fchien im Jahr 1777 in zwey Octavbänden. Man ver 
Binde damit zur Anwendung der allgemeinen Nechnung die 
Introduction a letude de’ ’Astronomie physique 
deſſelben Verfaſſers, A Paris‘ 1787. in.4. 324 ©. / 

Traite du calcul differentiel et du calcul inte- 
gral par $. T. la Croix, a Paris, An. V. = 1797. 
VI. = 1798. 2 voll. in 4. 520 u. 732 ©. Damır ift 
verbunden Traite des differences et des series, à 
Paris, An VIIL.= 1800. mn 4. 578©. Die Num— 
mern der Paragraphen laufen aus jenen Werke in diefes 
fort. Ein ausführliches Real-Regiſter von 34 Seiten ers 
feichtert den Gebrauch diefes Werkes gar ſehr. 

Traites du Calcul differentiel et du Calcul in- 
tegral par CharlesBossut, aParis AnVI. 2 Tom. 
in 8. 600 und 562 ©. Go fchäsbar auch das Werk 
durch manches dem Verfaſſer Eigene ift, fo fieht man doc) 
auch, daß er fich mehr nad) altern Anolyften gebilver har. 
Daher findet man auch in Abſicht auf die Tinregrarionse 
methoden nicht die Allgemeinheit und VBollftandigfeit bey 
ihm, wie bey la Croix, dem er überhaupt an philoſophi— 
ſcher Behandlungsart nachiteht. | 

In Deurfchland fehlrjes zwar nicht an guten Lehrbuͤ⸗ 
chern über die Integralrechnung, allein wir befisen noch 
fein ausführliches Syſtem, das dem jegigen Zuftande der 
Wiffenfchaft angemefjen wäre. Die keichtigfeit, womit 
wir uns anslandifcher Werke bedienen, ift vielleicht Schuld 
daran. Kaſt ners Analyfis des Linendlichen Fam zuerſt 
1761 beraus. Die neuern Theorien Fonnten in den fols 

genden Ausgaben nur kurz eingeichaltet werden. Um die: 
felbe Zeit (1750) fam Karſtens erftes ehrbuch der Ma— 
chemati, Myılzesis thcoretica elementaris et subli- 
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nior, 1760. heraus, worin die Eulerifchen Schriften fehr 
gut benutzt find, und die Integralrechnung einen beträcht— 
lichen Theil einnimmt. Gegner bat in feinem Cursu 
mathematieo nur den Anfang zur: Integralrechnung in 
dem 5ten und letzten Bande geliefert. Zum eriten Unter: 
richt iſt zu empfehlen: ‚Das quichs marhematifche Analy: 
ſis, zweyter Band, Leipzig 1791, und zur feiern Aus: 
biloung, deſſelben Werfaffers;Elementa Analyseos et 
Geometriae sublimioris, ex evidentissimis no- 
tionibus principiisque deducta, Lipsiae 1799, 4, 
wozu als zweyter Band eine Sammlung von ſtatiſch⸗ me⸗ 
chaniſchen Abhandlungen gehört, 


Integralformel iſt die Funetion einer einzigen 
veränderlichen Größe, die durch die Integration einer Dif— 
| ferentialformel entſtanden iſt. Wenn namlich der Diffe: 


4 | 
rentialquotient = eine Function von x allein, —X. ift, 


fo it X 9x eine Differentialformel, und diejenige Function 
von x, weldhedem Werthe von y gleich iſt, iſt die Integral⸗ 
formel, welche fich auf jene Differentialformel bezieht, 
oder auch ‚ wie man gewöhnlich es ausdrückt, das Inte— 
gral von XOx. Man bezeichnet fie fo: y=/Xox. 


Die Function X ift entweder eine algebraifche_oder 
fransfeendente, Die algebraifchen Functionen find ent: 
weder rationale oder irrafionale. Die rationalen Tunetio- 
nen find enfweder ganze oder gebrochne, Die trangfeen; 
denten find folche, die Logarithmen oder Exponentialgrößen, 
oder Winkel und frigonometrifche Sunctionen enthalten. 
Zufolge diefer Eintheilung der Functionen wird auch die 
Eintheilung der Differentialformeln mit ihren „sntegrals 
formeln am bequemften gemacht. 


Durch ſchickliche Subftiturionen kann man dem Di 
ferentialfactor oft eine bequemere Korm geben. 3.3. in 


x zu I 
dem Differential etze man x ——b,fe 
Diff | ſet 25 ſi 


aox 
bb—xx 


a5 


, 176c heran, worin De Eulen Eh 
base Gb mund de Jutegraltehnung ent}. 
3 Iminsat. Grgner ja a bus 
ıhpemaacheo auz den Nalanz jüt En 


1) 


© 
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or at Segen Dante grleiat zu tin 
dy m: Pasauıds mama A 
aan Zaed Lung uzat und RP 
Mindes Ritiaſers: Lementi “a 
rise ablimioris, € — 
zus pri · pusque dedutz, Lu * 
poman Bind une Cana! Ko 
un Yeyasstungen ziel. 


>, e Gi 
2 at } 


im nd, 
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8 
verwandelt es ſich in — 


— — 


2b2 


ſetze man x = 


Ferner in dem Differential 
ox 1 

Verbb xx) Zappr fo ensfieht 

20z x 
— Oder es ſey ers 

feße man ax—ı x _ und ed it dy = = 


2 u 
Noch ſey 8 =, um aat-xx-uu, 
fitoy =Ouy(2aa-uu), 


Unter den Integralformeln hat man ſich beſonders 


daraus 





ſo 
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und es iſ y=-ZX—ZXH/X'0Z. Auf die. ge: 
zeigte Art wird mie der Zerlegung foregefaßten, 


I. Ciſe, in welcher der Differentialfactor eine railonale 
Funetion von x iſt. 
1. ↄꝰVYX Ox. 


* 


xm+tı 4Counst. 





y — 
m-+ı 
Aus Differentialformeln C1.). Die Function gile 
für jede Befchaffenheit von m. Kine Potenz mit, einem 
gebrochenen Erpenenten braucht bey einer eintheiligen form⸗ 
loſen Größe nicht als irrational angeſehen zu werden, da 
x x ſelbſt nicht nothwendig eine rationale Groͤße iſt. 


Benfpiele. | 
I ox —4x+C; fx — 


 [a?ox=2x’+6; [x ?dx—=C—ıx-? 7, 


"m. dy- (ax +bxP+cxY+ etc.) @x, 











— s “+1 b P+ı 
era — x 
1 
4 cx + etc 
e ie, 
.OxX 
3. 50y — —. 


oO, 
y = log.nat. ee 
Olus Diff. Sormeln 14.). Die Eonftans eines logarith⸗ 
mifchen Integrals wird am bequemiten als ein Logarith: 
mus angenommen, deffen Zahlein Multiplieator oder Di- 
pifor der zu dem veränderlichen Logarichmen - gehörigen 
Größe if. Wenn in dem obigen Integral x eine Linie 
oder font eine benannte Größe it, fo iſt dazu als Con 
ſtante im Nenner eine Größe derſelben Ark zu feßen, de. 
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7x zv+[wez. Yu, Lgarithmen ſich immer auf abſolute Zahlen beziehen. In 
sady=zX\ + + ae Irntegralformeln werben immer die natuͤrlichen Logarith⸗ 
ste Ne med mat da zugang MEET en verftanden, wenn ed auch nicht ausdrücklich bemerfe 


jafie, un weicher det Dicennnaſutn rates wird, 


q nam 4. Symlar+bxt)axnmıdg 
! r 1 
ug? ! — 4 n\m+ı — 
En iin | y amt ı)b® bx") rG 


EU gnsid Con — * 
— Die Formel gilt auch für negative und gebrochne Erponen⸗ 
— tn Di wi ten, f. Differential: Formeln (8.). 5 | 
Yat Trpernnaiformen "7 





‚gl x 
Ca cfrnheit den m. IR pP” 8y —. 
a Beh — brauche hop in an ; _=7 +bx 
— als wratenal * — ER En bx 
N mechanendng sıne varmmal URPF —»b conft. * 


Rx 
xt 
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8, Löoy= EIERN. ZUHEN 
5 | 

. y — — Ra BER. 

ba "b+rx a-b "a+x 
Durch Zerfällung des Differentialfactord in die beiden 

. I 
Brüuche, (b—a)(a+ au (b—a) (b+ x)" 
x 


II. —— 


8x 1 x — a 

















—— — — log, C. 
— 2a 5 x+a = 
xox I xx—aa. 
10. — u log, ——— 
— 2°  conli. ° 
f x I)... xx—aa Le 
iI. — o2. . 
x(xx—aa) 2aa 5 
x I a 4x 
12. — — lo C 
re rar A j 
Ä xöx 1 conſt 
13. S- = — log. ——————, 
aa — xx 2 aa—xx 
x I xx 
1 * — nn IT . loe. 5 C 
a Van 35) aaa. 8* — 
OX I : x 
15, —  — — Ang. tang — C. 
a a XXx a 5 5 a * 
XOx 1a44-4 xx 
ı6. — *7 log. es 
Jaatxx 2 conft, 
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Öx L xx . 

. — — — log. —— + C 
* — — oe 
Die logarithmiſchen Integrale duch Zerlegung Bes Differ 
rentialfactors in zwen Brüche, außer 13 und 16, welches 
Formeln wie (3.) find. Die Fastoren in (14. u. 17.) : 


* 2 1 
müſſen in die Brüche, — ———— 


legt werben, worauf ſtatt log. x geſetzt wird log x”, 
"Die Kormel 15. aus Differentialformel 31. oder 38. 


18. Wenn in den Differentialformeln 8 bis 17. 
das Quadrat oder höhere Porenzen von x ald Factoren 


im Zähler oder im Dienner vorkommen, fo fondert man 
Go anf eine Ähnliche Are ah mie in 7. durck Die 


jere 
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Durch die Subſtitution, a+bx—z, verwandelt 
| nn 
fih das Differential in diefes, Oy— ee, 


Darız. ® 


Nach der in der Einleitung iu diefem Artikel ange⸗ 
gebenen Methode iſt auch 


(n—ı)b (a+bxj,": 
m xya-ı09x 
+ 


are 


Wenn n Fleiner als m iff, fo ift diefe Integralformel 
KAX 


brauchbar, weil man dadurch zuletzt auf das f an r 





komme, welches nah (7.) gefunden wird. 


Ä 1) 
20, era 
x ®(a+bx)® 
I 1 
— Be —— 
= (m—ı)a ger (a+bx)"”: 
(m+n—.2)b | °x 


(m—1)a "x®T:(a+-bx)=' 
Durch die Subſtitution, = — ,versoanbelt fih das Dif⸗ 


m+tu=29 
ferential in diefeg, Oy—— z = 
3 (aurbar 


1 
— Corf. - —— — — 
” * Ta (a+bxx)"-: 
2n—3. OX 


2(n—ı)a — +bxx)u-ı* 


3 Antegralfermit 
Dark da Eubuicuten, a+br=1, 9* 


ei? 


dab Deherennal and, = 


Rad er im dr Sen a JR 


m x 

pt ya" 
m x dt 
rennen 

Son m fleiner ab m if, —J 


ee 
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Bey der Entwicklung diefer involutoriſchen Formel fommt 
dx’ 
man julegt auf das integral, [ — welches aus 
einer der Formeln, 9, 12, 15, gefunden wird. 
SE xzedx 
7 
1 x mi 
wen (m—2n+ı)b'’(a+bxx)”"* 
(m—ı)a f mx. 
— (m—2n+ ı)b' (a+bxx)” 
Für ein ungerades m kommt man indem Z(m-+ ı)fen 
Gliede auf das Tintegral, ) 


22, 9 
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2 dy— — 
— —— 
1 1 
*0.— 


— — — —————— 
(m—ı)a x" "'(a+-bxx)amı 
(m-+2n—3)b f Ox | 
(m—ı)a xm2(a- bxrex)= 
Durch diefe involutorifche Kormel wird der Erponent von’ 
x fueceffiv um 2 vermindert, Iſt m eine gerade Zahl, 
| Ox 


fo formt man zuletzt auf das Integral, Fear 


i : . Ä Ox 

Iſt m ungerade, fo würde Be 2 FT 
viſor in den Eoefficienten beider Theile des Integrals nach 

jener Formel Null. In diefem Falle dient die nächitfols 
gende Sormel, nachdem man auf das gedachte Integral 
gekommen iſt. | 


25— —A 
*75— bxx)» 


y=C+ 


24. 


I 1 
2(n—ı)a (a+ bxx)"-: 

I dx 
El 


Hierdurch kommt man zuletzt auf das Integral, 
Ox oo or 

JS xCay baxy’ Melhes in einer ver Formeln, 11, 14, 

37, gefunden ift, 


—, 10 aabb oder 


2 8 Ze 
” Te latabır ss 


ſubtractiv iſt. 


Integralfomet | 


_ dx 
Tysfarban)® 
1 | 
nt 
*6 (m-ı)a zer 
(m+2n—3)b er 
— — 5 


(m—ı)a 


M imelutoriſche Sermel air de m? 
„zun um vernnden. pump 


un mn u Je — 


er 
u. La in — 
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x+b—vibb- aa) 


=6r+ —— aa) Sb rVbb-aa) 


‚Denn es fep axtp2bx Hxx=(p+x)(4+%s 


Ox 
(PHR+N" 
TE 1) Nunikaus 
p+x 


fo it pg=aa;p+ q=2b,undoy= 





Dadurch iſt — ze log 
ben bewen Gleichungen für p und q, die — 
p=b+Yv(bb-aa), wenn die andere q=b-V(bb-aa) 
iR. Aus diefen Werthen wird die für y aufge For⸗ 
mel erhalten. 
X 


pr Bas... 
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ER 1 — XV(aa—bb) 
el 17 PT Sa ms Der yen yo Ei 


Denn manfegex —u—b, fo verwandelt ſich dad Diffe⸗ 


su 
rential in Tai alfo ift 


n Ba o oa ER 2 
I 7 (aa— bb) Ang.tang. V(aa—bb) ” 


C15.), woraus ber. angegebene Werth für y fogleich 
folge. — Das integral konnte auch unmittelbar aus 
37. des Art. Differentialformeln gefunden werden. 


aus 


Da Ang. tang ern den Winkel zu der 
| b 
Tangente Ta bb) enthält, welcher unter der Con⸗ 


ftante begriffen werden mag, fo nehme man den Unters 
ſchied dieſer Winkel, welcher iſt 


xVcCa a—bb) 
ar (Eoniometre, 33,), und 


es erhält nun y den zweyten angegebenen Werth, welcher 
von dem erſtern in der Conſtante verſchieden iſt. 


28. Sf * ER: 

"Jaa +2zax xx xx “iR + x" 
Diefes algebraifche Integral macht den Übergang von eis 
nem der transfeendenten Integrale (25, 27.) zu dem 
andern, 








| Ang, tang 





CXOX 


aa -2 xx 


y=Hlog.(aa+2bx-+exx) —/[ 


29, = 
box 
aa-+2zbx-+cxıx 

+ Conft, 
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ıyla-ll), | Erhellt ſogleich durch die Differentiation. Der zweyte 
ET A ee ur —t Theil wird aus den Formeln (25 — 27. ) gefunden. i 
— fo erman iuh | — 2x 

IT naar abx-+-cxx)' 
ul — — x al if I ‘ XX 
un yz—— lo 08; — — — 
2aa aatzbxtcxx 
ib. | £ 
*7 nah — 
x 
, merad Der angegebene A, * 
= Det Jutegtal fett Der Differentialfactor wird in zwey Brüche, 
va Xrt, Duforentalfornen gend aca. Bx+C j 
a a Salt x +aaFabxtexz cxxX” zerlegt, wo Asazı3 


Gas Äne tun. —- rn a1 m * \ 
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tegral /, wwird auf ähnliche Art gefunden, und fo 


u n— 1 
=. x 
ferner bis zu dem / — auß ben Formeln in (25—27.). 


— xOx 
© nn — . 
= 4 (aaf2bx+cxx)" , 


Es fen wiederum die Wurzelgröße — u, fo iſt 





I b .ox 
Ya rjeunm: is 
(A+Bx)ox 





* ie +2bx-+cxıx)” 
wo A und B gegehene Größen find. Die Function y 
“wird mitteljt (32. 33-) gefunden. 


35. = N ox, wo M und N rationale ganze 


Funefionen von x find, Auch fey die höchfte Potenz von x 
“ in der Function M niedriger als die höchſte in N. Gollte 
diefeg nicht ſeyn, fo find durch Divifion die höhern Po: 
tenzen abzufondern, fo daß die Function im Zähler einen 
niedrigern Grad erhalte als die Function im Nenner, Der 
abgefonderte Theil gehört für den Fall in (2.). | 
I. Die Tunction N werde in ein Produet aus 
Sactoren von der Form x + p, oder -2ax-4t a 46, 


= gerwandelt, dadurch daß man No ſetzt und die Wur⸗ 


zeln dieſer Gleichung ſucht. Jede mögliche Wurzel p 
giebt einen Factor x — p; je zwey unmögliche, deren 
Summe möglich iſt, geben einen trinomifchen Factor. 
Eind zwey unmöglihe Wurzeln, adv —ı und 
a-ßY -1,fogeben diefe den Kactor x’-2ax+ a®+-B°. 
(Gleichung, 42.), welchem man auch bie Form, 
x:-2axcoll+ aa, geben fann, 


Y II. Nun werde der Bruch * in partielle Brü⸗ 
he zerlegt. Sind alle Factoren ungleich, fo, entſteht aus 
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| | > A 
j chen Factor von N ein partieller Bruch — 
j & . x+p r 


„= ee em Doppelfactor der partielle Bruch, 
und 9 — x)d 
(ABIT — Sind zwen gleiche einfache Facto⸗ 
in N —orhanden, fo entfichen Daraus die partiellen 
nr. A - B 
— —, und aus zwey glei 
Brüche, C Zar pP)! . Dong green 
5 pelfae ⸗ zen bie partiellen Bruͤche, 
Dr ia —Bx 4 C+Dx 
(aua a mw oofg+ aa)’ xx-2axcofgtan" 
Aus Die) glescHen einfahen Factoren entſtehen die partiek 
j A B ,,- 6 
fen Brüche, c EST und aus 
en gleichen oppelfactoren, die man zur Abkürzung durch u 
Dr AtBx 0+Dx E+Fx 
3 = Tr J 
Auf ähnliche — xrt entiichen aus vier oder mehr gleichen 


Ttoren vier > Der mehrere folcher Brüche, deren Menner 
SS grenzen vorn > em Factor find. ©. Sunefion (28. ff.) 


1. ZT üe Integration jeder der Differentialfors 

eln mit nee SI Saetor ju x, ber ein Bruch, wie die in 

LE. angegebene ze_, ift, ergiebt ſich aus den vorher behan⸗ 
Selten Kormele — 


vv Es wird hiebey vorausgeſetzt, daß die Wur⸗ 

a ein der Gleich rg, N=o, alle gefunden werden Fon: 
nen- Diefes ist Freylich durch beftimmte Methoden nur 
r Gleichungen Bis zum vierten Grade möglich, und bey 
pehern Sraden muß man mit Annäherungen zufrieden 
Senn , wie es ſelbſt bey jenen niebrigern wegen der Irra⸗ 
gionalität ber Wurzeln ver Fall ift. Bey den Fortſchrit⸗ 
gen in der hoͤhern Analyſis muß das, was fie aus der 
yiepern vorausſezt, ais volllommen gegeben betrachtet 


) 











+ 


Gezeichne, die 5 rüdıe, 
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werben. Es kommt Bier nicht auf Erweife von Sägen 
an,. fondern auf Methoden. Die Integration der For—⸗ 


M 
mel — leidet dadurch als Methode nicht, wenn 


man auch in einem und dem andern Falle die Faetoren von 
N nicht angeben könnte. Das gehört nicht für die ns 
tegralrechnung, fondern für Die Algebra, 
xnmox 
36. a rer, wo m<nift, und beide 
x" 


ganze pofitive Zahlen find. 


Der Nenner bat zn oder Z(n—ı) Paare frind: 
mifcher Factoren von der Form xx-2axcol®-+aa, 
2k41 
n 
Zahlen von ı bis n—ı oder bis n— 2 bedeutet, Je⸗ 
der diefer Factoren giebt einen partiellen Bruch, 
‘ (A-+Bx)öx 
xsx—2axcol® -+-aa 





wo O= rift, und ak + ı jede der ungeraden 





„ worin iſt 


IL gam+te m 
A= tn eof äh ı)r 3 


gamrı m-+ı 

— — (2k+ı)r 
Für ein ungerades. n Fommt zu den Z(n— ı) Brüchen 
mit dreptheiligem Nenner noch der Bruch, 
(—a)" 8x 
n a ı1-ı ® xX + a 
bequem gefunden werden, f. in dem Zufage zu dieſem Abs 
ſchnitte. 


Aus den partiellen Bruchen findet man mittelſt 
(25. ff.) die Integrale. 








„hinzu. Mie die Werthe von A und B 
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PR j 
. S lennt dur midt uf Emmen ñ 37. Erempel. [ — SF 
5, kortern anf Netheden. Due Juttun ie} r xt-+1 5 j 
ee logy (xx—2x sol — +1) 
xsin(m:4) i 
ı—xcol(r:4) 


“ 
1. nö Idee daderh ala Nethoe u $ 
—V 
+3zsin — Ang. tang 
Xt angehen fonnte. Das gehört m ſi : 3# - r 
vu ordern, Fondern für die Marbte —zc0ol—logy(xx— 2x col +1) 
weix za Y | \ 2 . 
s a — mac 2 +4 PR Ang. tang za a . 
BE 4 ı1—xcol(3r7:4) 
Es iſt ver Logarithme von der Wurzel des Trino⸗ 
mium genommen, und dagegen der Factor 2 vorgeſetzt, 


deiane Zahlen fir 
‚n-ı)lr* . : m! n 
\ un die numerifchen Coefficienten gleich groß zu haben. 


m. Nm ae Im oder i 
Tet Am t 7 m er 


— 





* 
» 
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GB 

39. —** — — das iſt, 
8x Ox x 

x—1I x-1 
Der trinomiſche Factor iſt hier in einen binomiſchen üben 
gegangen, weil colP=col — —0 iſt. Es iſt 
A——2.15B=o, Die Integration dieſer Bruͤche giebt 
y=4log(x—ı)—2log&+ 1) — 3 Ang, tang x. ' 





x 
Erempel II, Ber Das iſt 
(1 + xeol72)dx 
A J o 
xx—2xcol72°+1I 
a 'Ox 
Ex—2xcol144 FL 








oy=3.- 


„ wo 


+3. 

— 

coſ ——cof 720, und cof 4 cof 144° iſt. Zus 
5 


_ folge (27,29.). da aa— bb in (27.) hier ift 1 —co[9* 
—sın 9°, iff hieraus 
y=+3log(x—1) 


x sin 72° 
—25in 72°. Ang. tang 





1— x col 72° 


+ 2c0[ 72°, logy (x® —2x.c0[72°-+ ı) 
x sin 144° 


— 251 2 Ans. tan EEE 
zsın 144 8 87 _ xcol 144° 


+ 2cof144°.log Vat—2xcol144’ +1) 
x"ox 
a ET ggroolatxın. 
Der Differentialfactor Täßt fih in mn partielle Bruͤche 
ABX 


1—2xcolP xx’ erlegen, wo @ bie 


don der Form, 


Ze ER >22 3 22 air Man fegex— zit, ſo iſt x ° =z’, und 





05,2 1) ° pn — — 
ex ix da 2 — p-ı ; 
— wi x 9x —pz?='dz. Daraus if 
—XR I. * vl i 2 
| ( et. — zP10z 
ehtt alt In azioolatze’ 
Igel welches die Differentialformel in (40) ift. 
|: us trat EN ; Oder man fegex—.z°, fo ift 
rt Trom day gzenm'0z 
. , mat 12210 00[a + 2210 
(zo, ch 42. Wenn in (41.) der Factor q in dem Re " 
; RRRBANT IC) 2, j qn und 2qn der jwenfen Sormel eine Potenz der Zahl 2 
se 2%,3% = - ift, fo läßt ſich der Nenner in zwey trinomifche Kactoren 
HELFE 1 5. ı . ‚serlegen, worin bie Erponenten von 2 halb fo groß find, 
„o+jlesum! sa | als in jenem ‚ alfo Potenzen von 2 bleiben. Denn es 


| fey die Function 
u) A'+bur $us=lf+guruN)d—gurut), 
+ Bitfe—at. nd zf—o:—b. alſo 2?—>oa-h, 





— — — — 5 — — —— En > — — — 
| 
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fege u 20”, fo iſt u—z aAn⸗e, wo der Exponent 
gn:2 eine ganze Zahl bleibe. Mit den durch diefe Sub: 
ftitution erhaltenen beiden Brlichen wird eben fo verfahren, 


wie mit dem Bruche ‚ und fo ferner, bis 


I 
a-+-bu’+ut 
daß man auf Menmer, wie 1—2z"colO + zen, 
kommt. Zulegt werden alle partiellen Brüche mit dem 
Zähler inOy, nämlihb qgz?* 292, multiplieirt. * Das 
duch erhält man Differentialformeln von der Form 


zZ rn—ı ° z } 
—— , deren Integration von derienis 
ı—2z"colO-+zen’ Intes 


zu=m19z hä a 
VE EB Eee SS oe rege ) . 
1—22"col® +z?* abhäng 

Diefes weitläuftigere Verfahren als dasjenige, 
welches in (40.) angegeben it, bat Eotes gebraucht, da: 
ihm das letztere noch nicht befannt war, Man ſehe in 
der Harmonia mensurarum, Forma XXIX, XXX, 
cas, 2. und die Analyse des mesures par Walmesley, 
pag. 202. ’ 0 


gen der Kormel 


43, Hier fieht man, wie man die Porenzen der x mie 
gebrochnem Erponenten wegichaffen köͤnne. Die Diffe 
x n:r=ın X 
tentialformel ſey )yy = — —. Naben m 
entialformel fey @y — .) und n 
feinen gemeinfchaftlichen Factor, fo fege man x — 2 ſo 
iſt — gar ze mb AN 


= rzemrgadT 
—x"möx—mz®n:dz, aloay= — —. 
r ‚a+-bxr 


Haben m und n einen gemeinfchaftlichen Factor, fo 
daß m=eyzsn—vy, fo fee man X’—zr, und 8 


— r2—2 
iſt Sl u A) ey—-—, 
y a4 2” 





+ 


® 
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Bufas. 
— ⸗ ælegung gebrochner rationaler Functionen. 


Die | 
x Sea —ufg. Es find M, N, P,Q,R, S, ratio⸗ 
M pP R 
— =Sunefionen von zu — = — tt —, 
nale gans® — N Q * S 


ie Rune #5 =>nM fey von einem niebrigern Grade als N, 
Die Near alte jeden Factor nur einfah, auf melden 
— er a— — ſteige: es ſoll der Zähler P des partiellen 


- aus dem Menner deſſelben gefunden ‚werben, 























Bruchs 
gne daß 227 Schig fey, den andern Nenner S zu kennen. 
ee Ei | 
Mm PS+QR. 
a N Q S; 
oN 580 + 958. 


a PS von Fe =E em hohern Grade ald M, alfo von einem 
zeprigenale IT , das ift QS,- ift, fo iſt P von einem 
nieprigern Grazı>e als Q. 
u. Es fen /p eine der Wurzeln der. Gleichung 
— iſt, Henn xp geſetzt wird, und M',P',$‘, 
= oN s>3 bon M, P,S EN ige 
fo wie sg: “= erthe | ‚8,9, 50 frx=p 
“ind, wurd CD ==o mir, 
, Wz SP; BN220. 8 
alfe MRQ = am)=P. | 
II. Es ſey juaft Q=x—p, fo ift P eine bes 
gkinmmte Größe A. Davurch it P°=P, und 
Pp—A=M'C Ox:ON). 
= iv. Es ſen zweytens Q ein frinomifcher Factor, 
gu —rıx + b, und die Wurzeln der Gleihung, Q—o, 


; ö 
ſeyn, Po 9; Die Werthe von M,P,S, — für x=p 
Er Se 





—— re De 
— — —— > J 


—— > — 


” 
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aN' ‘ 
feyn wie vorher M', P', s, 5° Kl ‚und für — fepn 


biefflben MA, Pl, sw, * joift P=MEgHN): 
P"=M'" (© Q’; ON“), 


V. Nun ift P eine gumeion des erften Grades 
vonx, oder P=A+Bx, wo A und B zu beſtinn⸗ 


find. Es iſt 


E? —aA + Bp, 
PY =: A+ Ba. 


VI. Es ift er. alle 
2Q0'—=(2p—2a)0x; 20"—(2qg -za)dx. Nun 


itp+g=aa (&leicjung, 4e. ), alfo nn. * 


2(4 - p)x. Dadurch iſt 


dx 
A=-cm 
en 


Bz; Mi, = 


VII. Auf ähnliche Art kann man die Pe er 
finden, wenn Q einen hohern Grad als den zweyten bat 





Krın 
—A+Bp, 
P=A+Bb4 
Kurz — 
—V m 
p_P 
——— 
: — 
id aM En 
er] A 
vi 2Q 0 | 
ri | 
u) 4 
u Kalk * Kan‘, 
er —20)05; 00 = a 


des ſeyn durſte, als 0, Da Der Zahler A gar nicht ın - 
Rechnung kommt. Daher darf auch M höhern Grades 
feyn als N, wofern man nur nicht alle parriellen Brühe 


auf bie Gier für den Bruch — gewieſene Art ſuchen will. 
Den letzten muß man, wenn dibeben Grades als.N ift, 
durch Abfenderung der gefundenen Brliche von — bes 
flimmen, | | 
45.. J. Es fy Q=(x—p)’, fo ift Function, . 
28.) der Bruch TI ju zerlegen in die Brüche, | 
at + —. Es ift alfo P=A-+B(x-p), 


mb M=AS-+BS (x — p) 4 Rix —py. Daraus iſt 
M'=AS’, aber 5‘ kann aus der Gleichung, 


@aN=590-+09$, nicht gefunden werden, da °Q 


wie O—-Aailt. für wv—n. Man nohıne nad smonte Nite 
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das iſt OoM = AaS'+S'. Box. 
II. Um 9S° zu erhalten, differentiire man N zum 
drittenmahle. Es iſt 
NS. 850 -+395.%°Q0-+398.90-F88.Q. 
Daraus it © N’=—398',5°Q', weil 85Q=o, alfo 
os —55N': 3080, wrdS'—A®N’:60x*. ° 
IV. . Hierdurch it oOM'=A(9N’: 60x?) 
-B(iN’: 20x), fo daß 
B=209M'ox:®N'—A(09N’:30*N’Ox) 
oder 
B—=29M/öx: ®N’—aM’(d5N’öx: 3(0*N‘)*), 
M xm 
V. Erempel. N artist Ein 
Dundratfaetor des Menners ift O=(x—ı)*. Es iſt 
eN=—ı2x?d9x-+t ı2xd0x ; ®N——24x0x*® 
+ 36x9x’; dN=—2489x5+72x0x?, alfo it 
ON’—=o ; ®N—+ ı129x ; 95N’— + 480x°. 
Serneit oM=mx"":9x;M'=1;59M=mdx, 


m A 
Daraus A=+%; I=—-—5: und der partielle 
Bruch, der aus dem mu (x—r)* des Nenners X 


entſteht, it — + — nn 


6(&x—ı)' — 18 (<— za) 
Diefes Beyſpiel Fann zur Erläuterung von 44, 
‚VIII, dienen, wenn m größer als 4 genommen wird. 


VI. Aus der für den Factor (x — p) gezeigten 
Methode wird man abnehinen, wie man für höhere Po: 
tenzialfactoren den zugehörigen Zähler des partiellen Bru⸗ 
ches jfinden könne, wenn man nicht unmittelbar den Factor 
S in Rechnung bringen will, der allerdings aus dem Mens 
ner N durch den Factor Q gefunden werden Fann. 


VOL Dach derfelben Methode fann man auch. die 
Zähler der partiellen Brüche fuchen, die aus dem Dun: 





B=;2Mix:  N-AENTT 


pier 


va 


„ff 
2 —— Nennetẽ it = (% fl 
giir;e BN=-H 
aut rast? 
——— 


mon? 


= +13 
ars y ON 


zo; et 
—R Momx®'is; 


32 Mir: —— 


D ſuchen, jeden durch dieſelben Wurzeln p und q, 0 
wie vorher in (IV.) B gefunden iſt. 


VII. Das bier gezeigte Verfahren iſt ein anderes, 
als das von Euler in der Differentialrechnung, P, IL 
Cap. XVIIL. gelehrte, wovon in dem Artikel Function 
(52 — 55.) etwas mitgetheilt iſt. Fuͤr Doppelfactoren 
ſcheint jenes deutlicher zu fepn. Vey Potenzialfactoren 
gebraucht Euler den Factor S zur Berechnung des Zäh⸗ 
lers P, ob er gleich Anfangs ($. 403.) es als einen Vor⸗ 
zug der Methode durch Differentiiren die partiellen Brü⸗ 
che zu finden, angiebr, daß man nicht nöthig habe, den 
zweyten Factor Des Menners zu fuchen. 

Die folgenden Zerlegungen dienen zu Benfpielen ber 
bier gezeigten Merhode, und liegen zugleich bey den Inte⸗ 
grationen (36. ff.) zum Grunde. In dem Artikel, Ans . 
wendung der Geometrie auf die Analyfis, VI, und VII. 
ift fchon von dieſen Zerlegungen gefandelt. Wegen ber 
befjern Überficht des Ganzen fey hier eine Wiederholung 
geſtattet, die aber auch ihr eigenes hat. 

































— ae m mu . 
re a —— ! 


= 


— 






— 


Iſt col ¶ ⸗ i, ſo ſind dieſe Winkel für an gerades n, 


nur die Winkel unter zwey Rechten zu nehmen nöthig, und 
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(acof$+asin@. Y-ı)?—ar (cofn$ Aæsin n 
Man ſetze sinn$>=o, fo iſt eofnp—=+ı, ober 
cofn$=-— ı, jenes, wnnn$=a2kr, diefes wenn 

nd=(2k-+ı)r, ift und J 

(a coſ & a sin . ⸗ i⸗an 
oder (a col ꝓ a sin O. ⸗ )⸗⸗ꝰaꝛ... 
II. Der col© und sin ö erhalten in — Sal 
len m verfchiedene Werthe (Goniomerries V.). Diejenis 
gen Winkel, welche verfchiedene Sinus und Cofinus ge⸗ 
ben, find, wenn colnP= + ı genommen wird, für 
ein geradesn, ins — 
2% 4m nr an—2, \ 
TE er N Ne 2 
für ein ungeradesn, A 

27 n—ı -mw+rıi an—2 
"OO, — 0% 7, T. Te 

n na n 














® Im n--1 2n—1 k 
” * n — 
für ein ungerades n, a 
m. 538 He zn—r N 
— — — — * Tr 
zn n n 


Die MWinfel, deren Summe vier Nechte oder 2 7 berfrägt, | 
haben einerley Coſinus, und gleiche ‚aber entgegengefente, 
Sinus. Man bat alfo, aufer den Winkeln o nnd nn, 


für. die Sinus derer über zwey Nechte zu ſetzen — sin 9. 
Solchergeſtalt find für +a" je zwen Factoren, | 
col$+ sind. y—ı und col$—sin 9. worin 
9 denſelben Werth hat, In den Werthen von 9, fie feyn 
2k .2k a 
-- oder - — 7, iſt 2K ſo wie 2k1 nicht größer 
als a zu nehmen, | Br 
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— Man bezeichne jeden der n Faetoren in 
i — ——g — — — in durch — wie in einer 
ac «de ıhrer Wurzeln durch daſſelbe Zeichen be— 

er < F age 3 
— — — zo daß ein Paar Wurzeln, mic demfelben 
guet >o ==er’ m | 


—=acol$ +asin 9.V—ı, 


— —acld—asind. y—ı 


eichner zman diefe beftimmten Werche von x durch p 
an _ Fand p und q zwey Wurzeln der Gleichung, 
un 9 8 ——— 0, oder der Gieichung, x"-aro, um 
a guncioze zen,x"—a";x"+a", haben die einfachen 
—— *— — —p 5 x—qg, oder den Doppelfaetor, 
== —(p+- ZTD>Dx+pg das iſt, x’— zaxcolP-Faa, 


nf g=e 2 > err, fo hat die Function den Factor x —a 
oe Las _ Die Function arg? bat für eingerades n 
Die Kgacroren — —aumx ra, für ein ungerades n den 
gactor sa — In jenem Falle iſt für sin$=o ber 
Zserth bon æ —— +a, in dieſem bloß s=+a Die 
unetion x —J— a” hat für ein gerades nn feinen einfachen 
Sactor, für CE ma ungerades den x+a. Hier iſt bloß für 
sin ungeradeS m dev. Werth sınP=o, nd x=—.a. 
er 
Vv M Sr Bruch — werde in die partiellen, 
gi 5 
I 


= 5 - erlegt, und Q fey ein trinomifcher Factor, 


sr G aa. In der Formel (44. VIL.) iſt 
M=xs", IN =y"+a" ; M=p"; Mg"; 












— 






FR * 


FT 
- FR ) 
z 








ya öx I x 1 
N=nx" — Dx: ei — 
re] E 9 EN np’ an" ng’ 
alſo | 
A —— _ap” pqg” 
np"mı ng": 
pn gm > 
B= 
nn pm tage 
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Da p=a(cof$-+sing.y—ı), 
g=a(colP—sind,y—ı), 

fo ift pq=aa, alfo P=T und g= 


Dadurch A=— — a’ (prR, Cco 44*52) 
⸗ 1 a⸗ n=-m n—-m | 
Bad a an ad trPp I, 

I a® -m-ı n-m-ı 
und B= a ap )» 
Nun iſt 
p®’"==a"0n (coſ (n-m) + sin (n-m) O,Y-ı), 
g’"za”"t”(cof (n-m)P —sin (n-m) 6, V-1) 
Alſo 

prer4 an-oJ —-), 
pPrrmmi L gummi gatnmnıcol(n-m-ı)P. 
Dadurch ift | 
A=— — U ool(n-m)b, 


na”"”m 
Ber 2 _cof(an—m—1)$. 


"Da für die — * — am zu ſetzen iſt coln 9 =—ı, 
fo ft np=(2k+ ı)r, und (n—m)P 


=—=(2k-+ı )r— (2k-+ı)m. Dabercof(n-m)® 
cool — (ek+ ı)m,( Soniometrie, 17.). Eben 


"(kt ı)m 


fo iſt cof n—m— 1 p=-or”t 


Folglich 





- 
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A=+ rer ol— (sk+ı)m; 

"za m-+ı 
en f = (2k+ı)m. 


Sole, 
Ger an ZF voird jeder partielle Bruch von der Form, 


4 Bx xm 
en —— — der er entfteht, ge» 


funden, Sir 24 1 werden alle ungerade Zahlen bon 
na. => der n— 2 gefeßt. In dem Salle, dan unge⸗ 
tade iſt, gie — ber Factor x 4a der Function xa + aa 


h a)” — 
nach (44.1. Sen partiellen a — 
a) za 1 


oder = xta ' Es ift nämlich IN 


zs sad ON'—=n(—a)"-:9x, | 





y. Der Bud —— wird auf gleiche Are 


an 
2kr 
Yırpaa se Pbie Form > 100 für die trino⸗ 
Sen Nenner m Halle gerade Zahlen von 2 bis n— a 
mild _ıbtezcet, da bie Werthe o und n für die bi⸗ 
od“ ifgen Nenne == gehören. Es ift nun (Aa—m)9— 
np 





3 e rlegt ˖ 


kr =, undcol(n-m)9—cof —_ ‚kr, 
2 n - 

[3 > m 
giometrie,17.2> FS wiecol(n-m-r)P==cof — 





GSo 
DSadurch iſt 
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——— er 2 RS, 
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Ex 
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Für ein gerabes n geben die Factoren x—a und — 

der Function x" — a" noch die partiellen Brüche, 

(Ham: 2 dir 

nanı 2a name 'x+a' 

rades m giebt der Factor x — a ben sel vu 
a)” BE 2% 

bar zu, 


na"! x—a 
vi De Bruch — — wird in — 
he, wie ber in V. — nur daß die Werthe der⸗ 


ſelben den daſelbſt gefundenen entgegengeſetzt ſind, und 
daß a—x ſtatt x— a zu ſetzen ift, 


v4 


Für ein unge 


EM ITE 3 

a7: Kfz, Dan Bonh u agree 
A+Bx 
— 


— 
7 


in partielle Brüche von der Form 


zu zerlegen. 


Es ift — — ein Produet zus n 
Saetoven,  —2ax + xx5r—2bx+ xx; 1 —2cx 


+xx; uff, ſo daß a⸗ col — ;bcof- 


— 


* > J * 
c=eol ‚wm f. mw. (Goniometrie 107. 108,), . 


Man — die Winkel dieſer Coſinus überhaupt durch 
O, fo iſt der Nenner eines der partiellen Brüche 
—ı—2xcold +xx. Es iſt alſo in — 
für dieſen Fal M=x"; N—=ı— 3xncola + xeu 
Q=ı—2xcol® +xx 3 u— p"; Man, 
wenn p und q die Wurzeln der Gleichung Q=o bir 
58 
2 


==2n — g"r—cola), Dapımd.q i Sarc der 


* 


an’ 
fen; 55 = 2np""'; (pPr—cofa) ; 5 
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En U Sing, 

,» 2—2x colÖ+xx=o, und auch der 

un 2 WR Rcole + x" o, find, fo it pg=ı, 


362,5, jor=ö a a. — am O. 
DON“ Damudilgz De 
Ox Ing == 72(g’—p"), und 


* 


— ———— 
A — * -n(p' '—qg) ’ 
nr rer: 
— n(p"—q"') = i 
— Durjeln der Öleihung, xx—2xcol® 
Da ferne — zıD p=col$ + sind. — I. und 
sin sınd.yV-—ı, filt p"=colnp + 
q v— — und q"=coln$ —sinnG.y—ı, 
sinnd. _q=> =—2snn®d. Y—ı Üben fo ifk 
alfe_P” — — 28sin (n — m)0. — 13 un 
Er —— —MZz2sin(n—m—ı)$. V—ı. 
Doc — iz € FR — ne, für — Werth von 9. 





* 





ae we sz=a(n—m)9 


A= 


x 


“ 
T 7 
r 
2: 
ri fi 
Fr 
nr} 
ar? 
Ir, N 
Furt, 2 
Bir: 
sh? 
tr, 
ern! 
EINE 
BE 
ste 
263 2m 
£- > 9 
ker 
N 
5 
——— 
J 8* 
—— 
Mo .. 
— 
—— A 
Er ht 
Er RATE 
N 
„Et IR 
F IP 
Rirzs Hi 
ar . 
% 34 
} re 
. 
* 
„ir u 
‘ h 14 
Ne F 
Rt 
INA 
if 
x ” 
7 hi 
* 


nsin« 


— — 
— 











— sin(n—m— 1)0 Eat 
— nsin« ä Bye 
— a. 2mta, SE 0 
o für 6) nad) Dem Meihe die Werthe 2 — 
—— Be | 
er etc. je Feen find, bis daß man n berfelben | 
— 2kr+ta | 
zen ommen hat- Frgend einer diefer Winfel, — 
2mkr —(n— m 
giebt am S kr N, alfe 
-m)p=— si —— 
—— — — (Go⸗ 
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niometrie, 16). Setzt man n — Kſtatt K, fo iſt 
k — m) 
sin(n-m)P=-sin (2 m tat 
2m] n—m 

+ sin ra, In Dem Coefficienten B 
ift m+ 1 ſtatt m zu fegen. Man fehe noch Eulers Dif⸗ 
ferenrialrechnung, p. 879. 

Eine von diefen Merhoden, rationale Brüche in einfas 
che aufzulöfen, ganz verfchiedene, hat Euler inden Actis 
Acad.Petrop. T.IV.a.a. 1780. vorgeträgen. 


II. Elaffe, in welcher der Differentialquotient eine irra⸗ 
tionale Function von x iſt. 

48. Die mit Wurzelgrößen behafteren Differen- 

tialformeln fonnen manchmahl rational gemacht werden, 
wie in folgenden Beyſpielen. 

I. Die Kormel Xöx(a+bx)*'”, worin X eine 

Function von x iſt, wird eine rationale Dadurch, daß 

z’—a 





at bx=z” gefegt wird, Diefes giebt x = 


v * 
und ox=z2""'0z, Durch die Subſtitution für 
x wird X eine rationale Function von z, Die Z heiße, 


und es erhältdaher die Formel die Geſtalt a. Z —— 02. 





a-+bxN\«:v 
m Es ſey — .Man 
a+bx_ cu: a—fz’ 
—=2’,hifx=--——-, und öx= 
feße a fo ift — 
— 1 
v(bf—ag)z’” dz Durch die Subſtitutionen dies 
(g2”—b)* | 
fer Werthe wird die Differentialformel rational. 
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Dran gÜ. Es fy Oy—=x"n'9x (a+bx")#'?r, - 


Sa +bx"—=u’, fo verwandelt fich die For⸗ 


mer. ; ; a 
rel). nen 





. — m 2 
rationat, — m - > olien eine ganze Zahl, poſi⸗ 





Die zz a feße a + bx"—x"z’, fo wird dadurch 


2 s, — mint a: — 
die Formel ve ne Zu wandelt in 
m 
Sie iſt ratiorx a! , weun ——+ — eine ganze Zahl iſt. 
— XOXx M 
ww en MIT Tg 
‚Biel z-0ße—=x+z, fo iff, duch Erhebung 





tze d a — 2 2 
ſe PR. z —- bz>=222 2, md = ——,, 
an s(a—bz+zz)z0z 


gon das Diff e E ntial Fe — 
nittelſt dieſe r D Verthe wirdd y 22, wo Z eine var 
Be Qunction &> aD z iſt. 
MT ler Dy=KVlatbz—ar). Man 
ax bx— =—(x—p)(x+ 9), fo find p und 
fe? die mögliche ac Wurzeln der Gleichung, xx — bx 
— 0, und sit a +bx— xx=(p—x)(4+ x). 
— un java => are N 
iger: = ra ur — 





RUE TER TEE [ er 8 — — - 
re — NER Wr — TE 23 Mi, 7 
wa J Ari —— NE Ti na Be Ra 2 CH Yen — 
Sana 0 RN) 1 * N hr 
5 . 7 * ha u 6 


F 







nt 


= 
2 
— 


— — ⸗ 
DET 
— 


* 
— — — 
en J * 
mei sang — 
* FE ee 
ne — — 
— 
Feet 


—— 


ge 


— — 
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vi Es ſey —— — —— 2bx4CxxX). 


bb— 
Man fege at abx toexx— —— 


er bbc—acc. 
oder ac+2bex+-ox— Er ger 
er (bb ) 
»b—ac)uu 
-2b Bun nn 
bb-+2bcex+c’x ee : 
und, bb—ac=e? gefegt, wenn namlih bb>ac ift, 
i eu | 
eg 
dx edu eu?ou 
cox = — 
Y (wu—c) | (uu—c)i 
e’ou eus du 


= nu—c Hau 
Iſt b ac, fo fyac—bb=ee, und 
ee 





a+2zbx+texx = er Dadurch iſt 
RN eedu eeuucu 
— c—uu (c—uu) ® 
Auf gleiche Weife ift 
Öx uudu 
Io due, 
Va+t2zbex+exx) LUU—c 


in beiden Fällen des Verhaltens zwifchen ac und bb. 


VII, Wenn X in dem Differential X 9x auffer 
V(a+bxx), und den ganzen Porenzen diefer Wurzel 
Feine andere irrationale Function von x, noch eine franss 

z’-a 
feendente enthält, fo fege man V(a+ bx?)= =: j 
2 
zz—a (zz + a)0z 
nd es it x ——— 5 0x 
EN 2zVYb ’ azzyh ’ 
ud z=xyb+Y(a+bxx) e 
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SS UTYe E Tır. Mehrere Arten der Subſtitution fehe man in 

Tr ** © Ybbandlung: de integratione formudarum 

. . "Ualaum irrationalium, Acta Acad. Petrop. 

Vers I MWe>rch eine hieher gehörige Abhandlung aus Eus 

Der x or QSLErB iſt in dem vierten Theile der neuen Ausgabe 
a “Gr af z <bnung, 5 ee 7a — 

ER e A Eenwärtige Abficht geht aber mehr dahin, uns 
mitreldn, 9° "ntegrale zu finden, als auf jenem Wege, 
Der wi Vie = — ckb 2242 s 

dr EN Zurückbringung von x nörhig machen 

it Sen einfachſten Tjntegrationen, deren Ges 

au 5 giten if, wird es dienlich ſeyn, anzufan: 

br Hampz „== figften ift ienlich fi fan 

e llgemeinern auf fie zurückgebracht werden. 
gen, da bie —— 

Die Beweife and aus dem Artikel, Differenrialformel, 


zu nehmen. 
Ox 2 


49. 09 —— Vaa—ız)” 


: x 


y — ANS- 
. x 
2 — — 5 fo if 
Iſt 325 * gs (aa—xx 
x ‘ 


= a 


a ie x zugleich — o ſeyn ſoll. 








Ox 
50. 07 V(aa+xx)’ 
Vaa4- xx)+x_,, __an:C 
yWe Tori. au: Vlaa+xx)-x 
Es ſey — 9, foilt Vlaatxx)+x 


eg +WISPI = atang (45°4+3P) (bw 
= metrie , 48.) uud 
wie log. rans(4 5° #39)+C 


— 


REEL ———— SOHN 
A ET ur — ee 
r x * an rer 2. TE: 
7 ner Yer are ie He 8* 2a 
h = — — "OR i 


a 
* 


— 
— — 


I, r 
55 
P% 
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— 2* 
| or y —yax—aa) 

— x+ V(xx— — aa.C 
ne conft. IR Gars) 


In = fec 9, fo if 
y==log. tang(45°+3P)+C: 





| 9 — aox 
52 97T yycaa—xx)" 
BEE RL. -Vlaa—xx) Br x 
ve — — —log Tylaa-xx) 
BE — V(a—xx) 
=3% atyiaa—ıx) 


Die dritte Formel für y entſteht durch Halbirung der 
Summe der beiden erſten. 


— ſo iſt ylog, tang 49 +C. 


= —y(aa—xx) = 1—col$_ 

Denn — z = 

tangP, (Goniometrie. 38.). . Der dritte Ausdruck 

ü del en | 
für y verwandelt fin} ur + oo * 

— ad x 
| 53. en xyY(aa-+xx) ' 
| ® V(aa+t xx)—a 
y = log. — 40 


110 Vlaatxx)—a 
———— — © Yaatxx)ta" 


Iſt * tang ®, ſo iſt y=log. tang ẽC. 
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IA o ee. 
. XV (xx—a) .. 


Ir- Bingen £ C 
a * x 2 
- x an 
38: — 75 —* 


V(ax—-Xxx) > 
— AÆn verſ. C=Ang cor + c. 
Es x 

sc. — "  Vlzax+xx) ° 


== 1x+tV(2zaxX+xx) 
vzlos Tin 


I 





— 





* 


— — — — fec. 9, fo iſt tang p* 


® 
RE — u 2ax—-xıx 
2 





P und 


— a a 
ea (art). 





si oy ———dxyl(a+bxx). 


x 
a Bzs)Eiaf — 
—+VC * 4 | Far’ 
die durch ie D ifferentiation, oder aus (59, V.) 
se 87 OxY(2zax+bx?), 
— arbr u Czax-+bxt) 
— = 
a® x 
— Yi2zax+bxx)’ 
Es ſey Oy—mxntt(a+bze)?dx, wo 
ganjeoder geBrochne, pofitive oder negative Zahlen, 
zn” gen. Sind 222 — ı und m gebrochne rationale 
ey € s 
f fen , jene = 5 Diefe— —, fo feße man 


8 
3° Kr if 












7 u RUE, * 
—— I Fee SE NT “ 
x F 


ART BT 


— 
LITE 
—— 


Ta: 


RT ZT: 
— 


Ku Te 


* 
* 


zur 


—— 





































1 Wu — 
zu, md it P—u“?, und xy d’—uPY 
Ox—ßBöuf?-'du, — die Erponenten der eins 
theiligen Größen alle ganze Zaplen werden, Vergl. 37 
Es ſollen nun alle Arten gefunden werden, wie das 
vorgegebene Differential auf die Integration eines einfa⸗ 
chern Differentials zurück gefuͤhrt werden kann, entweber 
Durch Verminderung des Erponenten von x in dem mono⸗ 
mifchen Factor, oder durch Verminderung des Erponenten 
von dem Binomium, oder beider. 
Man differenfiire das Product x" (a+ bx"PP=v, 

did fege noch zur Abkürzung a + bt 2, fo Bf 
xt,t=v Es iſt 

ax !zPöx-+Bx“ 2-92 —0v ; 
alio, für 92 feinen Werth gefegt, 1% 

L ax '2P9xtnBbxt” 2 For. 
In * erſten Gliede des erſten Theils ſetze man 
(a 4bxt)261t fürzP, ſo iſt — 

IL. aax""!2P=19% 

+(a+nß)bxt°":2 Ei. 

In dem zweyten Öliede des erjten a (1 fege man 
2 — a für bx", fo ift ' ' 

UL (a+nß)x*"'zP Senat Big 

=dy. 

Hieraus ergeben fich, indem ®y den einen ober ben am 
dern Theil von @v bedeuten kann, drey Paare Differen⸗ 
tialformeln, deren Integrale einen algebraiſchen und einen 
involutoriſchen (fummatorifchen) Theil enthalten, 


I. [rat ber 0x = — x" (a + han m fr | 


bb; ——— 
ap» — 7!Ca Fri y 
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ao, (a+bx")P dx — 6 


m—n 
ng erben 


IT. * x ———— x" (a+-bx")pt: : 
| Cm+np+n)b 


n+n=-ı n 
Eier x (a+bx")p dx. 


> (a +bxnpta 





IV, Ja Ga —bx"} = ae" ah banen 


ın—n)a ka Bu, 3 

— aha — — (a+bx")? dx. — 

t n — I | 

v. fe" (a4 E>x Fox Fe np | 
+ — * xuoi (a-bxryx⸗ qx. . — 

zız —Z EB AHIE 


I 
(a+ > "Por — 


n(p+1)a 
—— nl x" (aHbxr)pträ, 
n 


6, LES Iym—kn— 1=a—ı,mwok eine 

. pofiive Zap z ar, fo wird nach den Formeln IL, oder 
gars pie Anngralz z>n von x” (a-+ bx")r Öx auf 
1V- on la —H-bxrPtkdx oder die von —J—— 
pie Ziurb>r DI x gebraht. Iſt nunan, das —J 
2* —(k+ı , fo iſt das Integral algebraiſch ER 
—A 4.), Der Sra>ente Theil enthalt den Eoefficienten 
na =>. 
PT ir Es ſey mı A kn-ızı 1,fo wird durch 

five Integration 22 Ach den Kormeln, I. oder IIL die 
fuc gration von Xu — = (a+ bx")P9x auf die von f 
NT, (a+ bst)?-= 8 x oder auf die von J 


Ze F 





x" (a-+-bx")r 





x" (a+-bxt)pt 
vl” | 
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klar bxr)Pox gebracht. Iſt en, fo if in 
dem erfion Kalle (J.) das integral algebraifch. Iſt 
pe+np-+n=o, fo iſt in III der Coefficient des zivens 
ten Theils —=o, und das integral iſt algebraifch, name 
id = x" (a+bx")et', Sn diefem zweyten 


pa 
Falle ifim—=— (k+p + ı)n, oder SHp=—kon 
I. Es fyp+k=g, udm+n(g+r)=o. 


Nach der Formel VL wird die Integration von 
x"'(a+bx")POx auf die von x" "'(a+ bx%)’öx 





algebraifh, und = are 


In dieſem Falle iſt - — (— +k+ 1). Die . 


Bedingung ift dieſelbe mit der nächſt vorher gemachten. 

IV. Iſt p eine ganze pofitive Zahl, fo wird deu 
binomifche Differentialfactor in eine endliche Neiße verwan⸗ 
delt, nach dem binomiſchen Lehrfage, und das Differential 
iſt aus einer endlichen Reihe monomifcher Potenzen von x 
zuſammen gefest, wovon das Integral nad) ( 2.) Leicht ges 
funden wird. | 

V. Iſt p eine ganze negative Zahl, und find m 
und n ganze Zahlen, oder werden auf ſolche gebracht, fo 
“ wird nad) den Formeln II. oder VI, die Integration von 


m-p 
xmr'(a+bx")POx auf die von = 


— 98* 


a b xu 


—— 
—— oder von 


gebracht, welche in (36. 38.) gezeigte iſt. 


VI. Sfen=z und p ein Brud) von der Form 


k * — 
+ — fo wird nad) den Formeln I. V. ein poſt⸗ 





— — — — 
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Orr tvonene des Binomium, und ein negativer nach den 
7 IT. VI. fuceeffiv um ı vermindert, fo dag man 
ul egr q P x’öx 
uf e in Differentid —— kommt. Diefed 
läße 5; V(a+ bx°) ; 
wenn Ic d, Ch fucceffive Verminderung des Erponenten r, 
der, gr eine ganze, pofitive oder negative Zahlift, auf 
Diefeg x ' IE was 
— — — ET 
> = — ba)’ oder bez bs) bringen, 
wovon die 5 ntegrale in (32.53. 54.) angegeben find. 
vo Iſt n=2r, undm durd r teilbar, fo 
+ . 2— 138 m — mM:Te». 
feße ma 2 m fo it w=u®, ud x"—=u ; 


m 
z — gps, DER 
mem Tidse — iz 


— 3 u: Daher laßt ſich in dieſem Falle das 
I (a 4 bx”)Pdx auf eine der gleich vors 
NE tern so rmen bringen. 
ger be yı SED: fferentialformeln von der Korm, 
: _sx)® = =©x, mo p eine ungerade ganze Zahl ift, 
” ch vollFEE ze Dig durd) Functionen eines Winfels in« 
icon, die Ex g> onenten m und p, mögen pofitiv oder 
ei ſeyn, nz == fen m wie p eine ganze Zahl, Man 
nes sn — filtv (1—xx)=col, und 
fese Vbcocꝙ — Folglich jenes Differential = 9 P in @", 
— wo m die Integration in dem vierten Ab⸗ 
en itte dieſes DEm-rüfels gezeigt wird. Das Differential 
an bb: — > r:29x läßt fich leicht auf jene Form 
Die Differential, "(ir +xx)?'’Ox, und 
an (xx )" "2x, laffen ſich auf ähnliche Art duch 
tionen von Byperbolifhen Sinus und Cofinus voll 


* 
Zune 
fi 


andis int egtiten, da der Sector einer gleichſeitigen 


rbel iſt / = ; menn x her hyperboliſche 


—— — — 
Hype 2y(=x+ı)', 


—— 


— — 


ee 





— 
ee? nn 
—8* 


A PATE 
* —E — 
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Sinus iſt, und —7 nn ;Wenn x dp 


perbolifche Eofinus if. Es — * für die hyperbo⸗ 


lifchen Fe Tafeln berechnet fen, wie ‚man fie für 
Kreisfectoren oder Kreisbogen hat, 
















x Or 

De ee 

x 5 

= —— V(a+bxx) 

| (m—2)a a3 xmo5öx 
(m—ı)b Varbıx) ' 


62. Hieraus fließen folgende Formeln, die oft ge⸗ 
brauche werden. Der Kürze wegen ſey VIIi—xx)—z 








x 
Vo = haus. sin x, 


x’öx 


‚Ivan } Ang: inx—}xz. 
f xt0x 
ia = 





= Ang finx— — xz- x5z, 
V(ı-xx) 2.4 R 
xs ↄx — — —— 
An ‚fin — 4 
Vli—ıx) 2.4.6 — 2.46 y Ex 
u — α. — 


x®0x 1 3.5. 7 1.3. 5.7: ya 
— — 2. 4 6. 9,9 2.468 


uff. Die RE ift noch beyzufügen. Soll das An 
tegral mit x—o anfangen, fo ift die Eonſtante — 
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3. Daher ferner folgende Integral — 





* Ox — 
—— —xıı) — 
Fe) Ir 
ne — ri 


" ==&G 
Vi — xx) 3.5 
— 5x ie, 2.4.6 1.4.6 














S —— = —— zu. A; 
V(ı ——ıı) 35.7 27 
. +6 ’ - ; 
— gan. : 
Sit ne Integral mit <= o anfangen, fo iſt — 
⸗ ‚zn JE vi 


2.4.0 — wen 2 7.) 
C = T=- — ‚an+ı" 5 “ — der Exponent 


: 3 .5. z oz , u 
u De Dh ya | 
. „0 ‚fo SE fürx=ı ber Werth dejfelden 


geilen m DB 2. 
6.8 .— — 2n - a : 

eben diefer W >Drausfegung iftder Werth des Integrals, 
Beiy gear —— — m: 2.4.6...2n j 

J FG — == x) 3.5.7220 

qm unendliE> DNoß genommen,’ fo ift es einerley, ob 


= 9.4 


ae eine od e Das andere Integral nimmt, Das Kin: Ei 
man = —2.4. 4. 6. 6. 8. 8... 2 "| 

in —— — — — — , vie in dem J 
durch iſt * Z > 3 .3.5:5-.7:7:9:. ö ; x AAN 
Acctitel Eytlometrie, 29; und dem Art. Einſchalten, 49. 

6 NV x - 


— — 


i 
u 
j 
i 
i 
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= Conft. - — .,_V’(a+bxx) 
a 5 — 
_Am—2)b. fi x. 5 
(m-ı)a, ' zer Fi) 


Das Integral ift algebraifch,, ‚wenn m. gerade ift, 
nach (60. T.), und hängt vom Brei oder von den Jos 
— ab, wenn m ungerade 


Para Es ſey x a ——— 


pe dx 
— ——— — 
J 


Are neele e + #log.tung49. 


Yu — — * iz 
Er — 3 og ung 29. 
O3 0 F 
35 z 
—— — 3 * 
— — — I. = — * 
Re ni gmedsje 
67. — — 


ae ' 





— 
a | 
Veen 
ya) ee 
ee # | 

. 3-5 : ‚x < t 29 — 
u. ſ. f. * 

\ 
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S3. Es ift, wen V(x—ı * geſetzt wird, 


aD — = Ang. cof - = aus (54-). 


— — 


— 4 — = + 4 Ang. et, 


| x FRE. IER., 1.3. u 
en Er x 





+ 


u. fh . Ä 
6 >= — d2x — 
m— 


I 
(arı)d 
BBET CE =. ee near bemton 





inoTzz x orifchen Theil dienen die Kormeln, 
gür den 


f& zorve“ AA— bxx* —a+bz)8. 


paar z> — 4x(a+bxx)® 
Ox 
i 3 ru rn V(a+ bxx)' 
lin Der jmeyten Formel iſt in einer der F For⸗ 
— Integ os. enthalten. Auf das eine oder das 
en — 


re net beiveme ntegrale kommt man durch die fuccefs 
> Berminderungs Des Erponenten von x. 
five 


gsi ift auch [RI (a4 —— 


27 0% 
wat bb xx)8 + — — 
⸗ — — ET 

von der weyte TheiZ Durdy die Fotmel in (61. gefun⸗ 
wo 
D 





wi vd 


— 








. 

. 
i 
5 





r * — 
7 


— — 
EA FETTE 
— —— — 


— 


Ey 
a 
— ud 


—4 


öy= 
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m = ruhe) 
= SM (atbxx)? 

IT (more 2 seien 
 (m4)b —— 
— — 


s*—8 


— 
— x" ıyY(sax+bxx) 


— 

mb, ee V(aax+bx2) 

0 

xmy(2ax+bxx) " 
Ä V(zax+bxx) 
— 

— —— ‚dx 

Öx ! 

—“ — abe) fr 
yalog(b+x+Vlatabxtxm) +. 

Man fege xz=u—b, fo wird — — | — 
—— Davon iſt das Inte⸗ 


gral in (50.) oder (51.) angegeben, nad) dem a größer 
oder Fleiner als bb if. est man darin für u feinen 
Werth durch x zurück, fo erhält man die bier a; 

Sintegralformel, * 


JI. — 





—E— 


22 8— 





y —0 — 


Integra Kformet — 
Oder man ſetze, um die Formel rational zu ma — 
xx+ abxta=(x+2) =, ſo iſt x= zz—a — 


2 (b—z) F 
262 —2 2—4 
u FT Serner 
bz—zz—a oz 


x = EI °2. Alfo ftöy= a * 


— Für werde deſſen Werth aus 


nn —— 2bx-+a, geſetzt, fo erhã I 
man diefelbe Spntegrolformel fuͤrn us fest, fo erh 





— 





und y = log 


74. 80y — = 
. — — — — 
r5 
—b 
— Ans.sin _T_ GG * 
4 . — * 
b— 

oder y — Ang. coſ Farbe 55) 4 0. 


u. tr 
‚Dem manfegex— wı + b, fo if Oy— Verb)? . 


: u. 
und y==Ang.sin Var aus (49.). Setzt man 


x=b—u, fo ift auch oy= 5 alſo 


y==Ang. coſ 





Kuh — Die Conſtanten in den 
beiden Werthen von y find verſchieden. Cs iſt namlich 


b=x 
d — Ce sin — 
nach ber erſten Formel, y=C— Ang PR 7ca+ bb) 


=C—#r-+ Ang. of 5 Die Conſtan⸗ 





3 
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te in der zweyten Formel werde durch die Bezeichnung C! 
unterſchieden, it C =C—äHr, und C—C'’—=H#r. 
75. Um die Formel rational zu machen, fege man 
a+2bx—xx=(p+x)(g—x), ſo iſt pg=a; 
q—p==2b. ta pofitiv, fo find p und q mögliche 
Größen (Öleihung, 34.); iſt a negativ, fo ift p nega: 
tin zu nehmen, fo daß pg=—a; qg+p=2b, daher (nad 
©leihung 36.) a<bb feyn muß. Tin dem Kalle, da 
a>bb ift, hätte die Tunetion a—2bx-+xx feine 
andere als pofitiwe Werthe (Gleichung, 46.), die Function 
—a+2bx— xx alfo durchaus negative, und das Differ 
ventialverhältnig Oy: 0x wäre für jeden Werth von x ein 
unmogliches, 











Man fe — = mu, fo fix — 
und Oox = — . Da 
Va+2bx—xx)=(g—x)z= ern iſt, 
it oy= —— , und 

y==2.4Ang,.tangz,- das ift ; 

‚y==2 Ang, tang ann C, 

| Br | 
ober y= Ang. cof I — +C. 


Es ift nämlich, wenn P den Winfelzu der Tangente _ 





V(p+x = p+g 
— —— bezeichnet, sec BP? = - — 5; 
va g—x 
cl 9! — ;0l2P=a2c0lft—ı 
* — — Goniometrie, 36.). 


pt3. 
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Dapq=a;g—p =ab; ſo iſt Cꝗ TE)“ 
=(ga—-p)'+apg=4ab® Te Dadurch wird er= 


alten y=Ang .cof —— — — F wie nach, der erſte 
Aufloͤſung. 


a FR aox 
—— xV(xX+2bx—aa)® 5 
bx j 


x — a 
y == Ang. sin 4 0. 


, wc=y(aa+bb) iſt. u 
Das Integral folgt aus der Vergleichung ber Dife 
— in Th. J. ©.373. Nr. 36, mit ber vorge ⸗ 
gebenen. 


—b | J 
Es iſt auch y = Ang. cof — +c, 
x N 


wo aber die Conſtare ze eine andere als in der erftern For⸗ 
mel iſt. Denn in Diefer ſetze man C=€C' +3”, fo iſt 











aa—bx 
y=CU’+%r Ang. sin 7 =, 
—b 
C Ang. col = = » 
adx 


. © —h — — — 
— — LET 


tZaVY(xx+zbx+taa)fbxYFoaa) 

— 277.461, 
cx 

wo cc—=aa— bb, oder cc—bb—aa ift, jenes für 

das obere Vorzeichen, diefes für Das untere. 


y=log 


I. Denn man fege — == 2, fo iſt 
CXx 


aacx 
Oz — — 





‚wo Y(z2+ı)= 


CXX 
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aV(XXA2abxAaa) 


cx 
| — 952 
Es iſt alſo dy — — — 
y=log(V(zz+1)—z), (50.), da überhaupt 


a 


log 2 = — log * iſt. Setzt man für z defjelben 


, wenn cc+bb=aa iſt. 


und 


Werth, ſo entſteht die angegebene Formel. 


10, &s Bleibe a— tr, bo iſt 
| b 
V(zz=ı) = —— en ‚ wenn 
bir bb— cc aa genommen wird, Nun ift 
: ° 
oo — und daher ylog (z-Y (zz-ı)) 


aus (51). Setzt man hier für z deffelben Werth, fo wird 
das angegebene integral mit den untern Vorzeichen ers 
halten, 
— aox 
u xVY(aa+zbx—xx) 
aatrbx—ay(aa+2bx—xx) 
J Fr er. 

wo cc=aa+tbb if. | 

Die Rechnung ift der in (77.) ähnlich, 


79: Dur Hülfe der Formeln (73 — 73.) laßt 


| xmox 
ſich das integral von finden. 


V(a+2bx+cxx) 
Denn es fey V(a+2bx+cxx) —R, um 


yzx"'R,foif 
Oyz(m—ı)x""*R Ox+-x"'öR, 


Integra Lformel 83: 


ober 
— ynıR?d> b cx — 
a I + CAT 
Kür R® werde deffen Werth gefest, fo ift J 
Oy=[(m—ı)ax"’Ox+ (m—ı)bkmd - 
+-mcx®öx]:R, 











und | 
CEO: 4:2, (m-—ı)a , x”"2dx 
dr aa sol me a ms 
(2m—r)b xmo'9x J 
— 
x”oOx — 
Das integral f ji wird alfo aus den Integrale " 


xa-1dr xm-'9x j 
F — und [ — gefunden. Fürmz=ı ,„; 


find biefe aus den vorher gefundenen Kormeln befanne— 
x Ox 
Dadurch wird das FT — gefunden. Aus dieſem un 


x28x 





| 

[ = wird das hergeleitet, und fo weiter fü. 

alle folgende ganze Erponenten m, : | 
Aus dem entwickelten Werrhe von Oy laßt ſich auch 


x 
das f —— herleiten 
5 — herleiten. 


Euler hat nach einer andern Methode diefes In⸗ 
— — gelehrt, in den Actis Acad. Petrop. 


| 80. Die in der Form Sx”"*(a+bx+cxx):29x 
begriffenen Integrale, wo m und P ungerade, pofitive oder‘ 


negative, ganze Zahlen bedeuten , hängen von der Reecifi⸗ 
cation eines oder mehrerer Kegelſchnitte ab. In einigen 
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832 | Integralformel 
Fallen hängt auch das Integral von 
', OXx 


z'ylarbxtex’Fögy davon ab. Sonſt iſt 
es ein Integral von einer höhern transſcendenten Hartung, 
als jene find, die man irrational fransjcendente von der lo⸗ 
garithmiſchen oder circularen Gattung nennen möchte, Um 
ſtandlich handelt von dieſen Integrationen VAlembert 
in den Mem. de l’Acad, de Berlin. T,H. a. 1746. und 

T.IV. a. 1748. “ 


81. , Über die Integration der Kormel 
POxX Re $ £ 
(Mem, de !’Acad, de Turin, 1784, 85.) und Le Gendre 
Unrerfuchungen angeftell. Die Merhode des letztern, 
welche in einer einzeln gedruckten Abhandlung Sur les 
‚transcendantes elliptigues vorgetragen ift, hat La Croix 
in feinem Werke über Differential- und Sntegralvechnung 
Th. II. ©.52 ff. mitgetheilt. Die Vergleichung der 
Sunctionen, die unter der gedachten Form enthalten find, 
für verfchiedene veräuberliche Größen, wie daſelbſt x if, 
bat Euler entdeckt, in ven Novis Comment. Act. Pe- 
trop, T.XII. und fie daraus in das Werk von der Inte⸗ 
gralvechnung P.1. Sect. II. cap.6. übergetragen. "ie 
gehört zu der Lehre von den Differentialgleichungen, 
82. Wenn der Differentialfactor die Form 
a + bx» p i Fr HE 
x ( ir) bat, fo muß der Zäßler, — — 
in eine Reihe aufgelöſet werden, wodurch eine Reihe Die 
ferentiale von der Form — rhalten wit 
e iale F F erha en nie | 
Dies iſt z. B. der Fall bey der Nectification der Ellipſe. 
Hier iſt das Differential des Bogens Hin a 
OxV(ı-ex? J 
ey=— — wo x die Abſciſſe von de 
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Mittelpuntte aus genommen, und erdie Excencvieitãt für 
die halbe große Are als Einfeue, if. So verfahre man 
: i, DR. 

auch mit dem Differential — — — 
wo man bie Potenz; (a+bx "IT? oder (e Pfxrx)-a, 

in eine Reihe auflöfer. Eine ſolche Formel kommt bey der 
Beftimmung der Zeis des Schwounges eines einfachen Pen= 

x x x 





dels vor, nämlich ¶ — —, m a- 

‘ £ ® V(i—xx)(aa—xx) ae ü 
und x die Sinus ber halben Winfel find, welche das Pen» — 
del beym Anfange des Falles, und in irgend einem Theile ss 


feines Weges mit der Verticalen macht, Der Bruch Ei 


— wird hier in eine Reihe verwandelt. 

Es kann auch wienlid) ſeyn, in dieſer fo wie in der 
erſten Form beide MOtenzen in eine Reihe aufzulsſen, und 
ben ganzen Differene ã alfactor durch die Multiplication bei⸗ 
der Reihen in eine e& zızige zu verwandeln. Fuͤr die gemei— 
ne elaftifche Linie ift > se Differentialgleichung zwiſchen den 
Eoordinaten diefe: 

(cc xx)Ox ‚ober 
"Va7er)) | 
(cc—xx)dx 


VerejWere) 
Abftanh! eines Punetes der Eure von der Richtung der 
fpannenden Kraft ift, oder die y als Abfeiffen in diefer 
Richtung genommen werden, 
83. Wenn das Integral von x" !(a +bx")P Ox 
‚weder algebraifch ift, noch fich auf Logarithmen oder Wine 
Felfunctionen bringen läfe, fo macht es eine eigene Art von 
fransfcendenten Functionen aus... In folchen Fällen iſt 
der Differentialfactor in eine Meihe su verwandeln, bey 
welcher man die Einrichtung fo zu treffen hat, Daß = con⸗ 
98 





dy — 


dy = ‚, wox der 
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vergent fen, : auf ähnliche Art, wie man ed bey Loga⸗ | 
rithmen und. Winkeln möglich gemacht hat, 


84. Man Eann zu diefem Zwecke erftlich die Poten; 
des Binomium in eine Reihe verwandeln, wobep man 
entweder a oder bx" zum erften Gliede des Binomium 
nimmt, Gefchieht jenes, fo ift die Neihe der Exponenten: 
0,n, 2n,3n;,etc. Nimmt man bx” zum erſten 
Gilde, fo ift die Meihe der Erponenten: np, ap—n, 
np-—2n, np—3n, etc. Das Differential-dz- wird 
dadurch in eine Reihe von Potenzen der x verwandelt, des 
ren Erponenten den Unterfhied + m haben. Das Tinte: 
gral wird ohne Mühe nach (2.) gefunden. Iſt p ein 
Bruch, defien Senner eine gerade Zahl ift, und a oder 
b negativ, fo Fann man diefe nicht zum erften Gliede des 


Binomium ſetzen, weil dadurch unmögliche Größen ent⸗ 
ſtänden. | 


85. Die involutorifchen Ausdrücke des Integrals 
II. IV, in 59. geben noch eine andere Form der Reihen 
für dafjelbe, welche auch ſchon oben in befondern Källen 
gebraucht find. Die Potenz des Binomium bleibe i in allen 
Gliedern der Reihe als Factor, 


In der Integralformel III. ſetze man p—ı 
flatt 5; fo ift 


I 
m—ı b n\p=ı — 
Sx"""(a-+ bix")rm:9x = 


(m+np)b m+tn=ı n\p-ı 
— — — (a+bx ) x. 





x®(a-+-bx")’ 


Man’ fege nun das integral, ober 
y={(Ax”® +Bx"tr -Cx”t'n ı Dxmtse 
+ Ex®+4r L etc) (a+bx")P, 


da die Erponenten der Potenzen von x in dem involuto: 
riſchen Theite jedesmahl um zunehmen, Es erhellt leicht, 
daß | > 





Integra lformel 
x — C m+np)b 


— — Cm+ — 
— MEINE b BT 
(m-+2n)a / 
(ar eb... 
(m+3n)a ,„ 
etc. : 
I, n der Integralfo 
p=ı — ſo m * hi EA — — 
a+bx”’—u geſetzt wird, * 

1 
Amann 
(m—n)a 
| ——— 

Man ſetze nun daS Integral, oder 
VXCAxux-n 2 —Bxmmen ( Oxanısn 

— +D ==”#2 + etc) (a p bxa)r, 
fo erhellt, wie vorper, baf 

x 
—— m—n--np)b a 
B= ___ (non) 
(m-—2n--np)b 
(m—2n)a 

(m—3z3n+np)b 
— — 
@m—4n+np)b 


835 


D — — 


peut 


farm noi ps, 


A; 


C=— 


B; 
D=— G; 

etc. 

Die Coefficienten bilden eine Reihe von Brischen, 


deren Zahler und Nenner aus Factoren in arithmerifcher 
Dortſchreitung beſtehen, fo daß die Anzahl ver Factoren 





“ 
a SEE t Minen 
—— ⸗ 
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der Stellenʒahl nach dem erſten A gleich iſt, — ar 
a ai 

bibe — 

etc. und dem erſten Gliede A, — — 3 


In Eulers Integralrechnung, T. J. 5. 1 sg ‚find 

diefe Neihen nach einer andern Methode gefunden. en 
differentiirt das Product (a + bx")"z, und fegt es dem 
xm-ı(a +-bx")?mı9x gleid. Für z nimmt er eir 
Heiße mit unbeſtimmten Eoefficienten an, ſetzt dieſe a 
erhaltene Differentialgleichung „ und beftimmt num ausden 
Hleichungen, welche die Eoefficienten der. aufangmengefegte 
Diae geben, diejenigen der angenommenen, 


Zu inerfen iſt, daß die durch Die eine oder die ander 
re Merhode erhaltenen Reihen Fein volljtändiges Integral 
lt. geben, da die Conftante fehlt, "Wie diefe allgemein zu bes 
UN Se ſtimmen fey , zeigt Euler a. a. O. C 164, * her fe 
ie . aa’, wo a eine willführliche Größe iſt. 


; 86. La Grange hat eine befondere NMerfose anges 
ni geben, das Integral einer Reihe zu finden, worin ein Difr 
9 ferential aufgelöſet iſt, ſo daß es von einem ne 
il 


den Gliedern ber geometrfäen Neiße, 


IK de tegral abhange. Die Reihe fey 
—4 I) (AHAU+AUU+AUUS+ete)VOx, & % 
Blu K wo U und V Tunctionen von x, und A, Al, Al, eto 

h gegebene Größen find, Man nehme neben dieſer Reihe 
noch dieſe anz 
UT vos, a k Be 


u 





vo 
— — .Das Integral dieſer Function nie 3 


ftcht alfo aus allen einzelnen Integralen der — — 
Reihe, — ſo ae wird: 


Funetion 







| 
) 
j| fi Diefe Reihe entſteht durch die Entwicklung der —— 
| 
| 


i u 
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f Ser —arfy oxtha/UVox+ at/Um vom 


1 — a 


+asfUSVOxX - etc. Br 
f vex - 
Kann man nun das [ Rangeben, fo fe 


dieſes —X, Diefes werde nicht nach den Potenzen vorm 
x, fondern nad) Porenzen von a in eine Reihe geordne 
und die Funccion X ober jenes Integral werde nach dieſe 
Form fo bezeichnet; 
Vox 
S i—aU 


—a’Xı +aX2+a'X3 tax 


+ etc. 
Die Funetionen X ı, X2, X3, X4, eto. find von e 
ganz unabhängig, Da fie fein a enthalten, fondern hafı= 
gen bloß von V unt> U ab. Nun ift durch Vergleichnn gg 
mit dem vorher fFül Aweiſe angegebenen Integral 
[vax=Xı ; . [UVex—=Xz2 
JUYx= 3.35 J[V:vox —=X4; 
uff 

Folglich werden nurz dieſe Integrale durch bie Runctionexrn 
Xı,X2, etc. be Eannt; daher wird auch das ntegea E 
der zuerſt vorgegebe nen Reihe durch die Integrale ihre v 
Theile gefunden. 

Dieſe Methode har La Grange in den Mem. de 
Turin 1784—85. borgefragen, woraus fie Ja Eroir_ in 
feiner Antegralvechnung. $. 417. 418. mittheilt. Ich 
habe das Verfahren einleuchrender darzuftellen gefucht. Die 
beiden Beifpiele, welche La Croix von der Methode giebt, 
find aber nicht gefchicft, ihre Brauchbarkeit zu zeigen. 
Bey bem zweyten ift eine Berwirrung vorgegangen, bie 
durch die in den Verbeſſerungen angezeigte Veränderung 
noch verfchlimmert wird, 

2a Croix giebt eben dafelbft einen Abrig der Metho⸗ 
de, welche fa Grange angewandt bat, das Integral der 


P7 
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Formel _ finden, wenigftens 
von St Arten ef 
durch eine fichere Annäherung, mirtelft einer oder mehrerer 
7 Er rühmt fie als eine ber meiſterhaf⸗ 
teſten. 


87. Aus Eulers handſchriftlichen Nachlaß iſt in 
dem vierten Theile ſeiner Integralrechnung eine Abhand⸗ 
lung eingeruͤckt, über die Auflöfung der Integralformel, 
[x”'9x(A+x”)* in eine für jeden Fall condergivens 
de Reihe. Es iſt A eine unveränderliche Größe, Die 


Merhode verdient wegen ihrer Einfachheit hier angeführt 
zu werden, 


Der Werth des Integrals ſoll fih von x0 bis 
zu xa erſtrecken, das heißt, es foll So ſeyn, wenn 


x— o iſt, und der Werth wird geſucht, den es für x ⸗a 
erhalt. 


Man verwandle die Formel A + x” in dieſe, 
Ö - 


an xy” . 

A n Due . . 
(A+a")(ı — ) fo wird die vorgegebene 
Integralformel dieſe: e 

—ı a” x" a 
(A-+an)? [x ee) ! 


Die pie entwickelt. ift ⸗ 

* * 1. — — 

Ara” nz Na ta" 

— iſt die geforderte — auf die von der 
Formel zn dx (an x”) gebracht. Nun fey das 
Integral davon gefunden, und werde ar V bezeichnet, 
fo foll daraus das fx"! Oxl(ar—x ) +2 Hergeleitet 
werden. Dazu dient die Formel Vin 59. 

Nach diefer ift 





Integral formel — 

ZUR x 

j=»? (an⸗ 9 —— x (a -x") 94 = 
r ner a* gam-ı(an ds 

Tayndt =) * ——— 

Da das Integral fürx—a geſucht wird, fo ift der erſte 
Theil =o, und es iſt 

EN | — — t)a* 

Jx"'(a 2) dx "minarn 5 


Für do iſt V _ Zu — > 


m(m--n) 
olſo ift 
AERO — 
ſ)xn- — 


n,2n.3n 
S f ) — mmtn — gem . 
ö . ı>< autrsn x 


— BEN" n.2n.3n.4n 
2 — mmtn..mt am, 
z 2 — * 


u. ſ. f. J 
| Hieraus ergiebt ſich nun das Integral 


an — x A 
(Atem pen aut Sa) 


für x =a, nad) Verſetzung des PRINT Factors 


am 
— lolhendertſalt: 
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ar —— ın — an: —— 
= re ( m+n \ 4+ * — 


— | | .. An" (A=r)n an se 
Ei : i Tat was Or 
{ An AA (!—2)n — 5 
— m+2zn'm+3n — — 
Setzt man hier x ſtatt a, fo erhält man den Werth du 
0 Integrals fo, daß es mit xXSõ zugleich anfängt. 
Aal Euler macht hievon noch Anwendungen auf einige 
KERN fünftliche ie bon Reiben, HYB BF 
88. Durch diefes Verfahren läßt fi ch num ME 
re das — — ober das 


















* 


Aid [m 
lu 7— — me elle ante 
— rende Reihe finden, da man die trinomiſche Größe 
TE. ah dem Wurjölzeichen auf eine binomifche von der 
IH — 4 \ 


a4 x* bringen kann. Diefes Verfahren wird leichter, 
als das von 24 range gebrauchte ſeyn. 


89. Man fi ehr hier, wie die von Kramp * 
nannten numeriſchen Facultaten mie Integrations⸗ 
formeln zuſammen hangen. Eine Facultät wie 


r.r+-n.r+2n. etc. 


| 
Hl 1 en ae entſteht durch bie Divifon 
| 





von [x "= (a" — x")? dx durch [ x’! (an —anjrO8 


# Zu den in (82) angefuͤhrten Jategrations 
—9 merfoben dienen folgende fehr nügliche —— — 

—9 ox 1 
I. Das Integral, f Zar TE re 5 — 
zu finden, für den Werth x—a, wenn es für x=e i 
anfängt, 


— — 


TERN 
1 


— 


Integr Alformel Pr 
F 2’ -. 
Man entwictele ben Zruch Va-—zej dber Die 
Potenz (u —x*)”F, nach binomifcher Lehrſatz 13. IWW, 


und ſetze fie zur Abkürzung —ı Fax? F@xi ya ® 
+öxt+ etc pil 





—* —— 
— — — — —“* “7 
SEINEN — — — 


x x'dx i 

Km | — — — — 9 
V(a'—x’) * V(a—x®) " 

. x4 x x659x s = j 
6/— — t — 
— V(at — x⸗) ne Bi 
Diele integrale find =o firx—o, wenn feine Com: B 
ſtante jugefegt wird, und für x=a iff, nach (64.). — 
ı X={(1 aa’ 4 Bat rad + ta etc). er 3} 


Eestmandiefe Größe A, die länge eines einfachen Perz- 
bels— r, die Höhe. des freyen Falles in einer Secunde— =, 
fo ifl die Zeir eines Schwunges (eines Hin⸗ oder Hergara» 





ge) =2Ay- — + Die Bedeutungen von a und —x 
für diefe Anwendu aag find in (82.) angegeben. 
.. V(r—e'x?) 
U. De ntegral, —— 
iu finden, für x — 1, wenn es für x 0 anfängt. 
Es ſey wiederum (I-x!)-7—ı tax -ßxt 
tra +öxXt + etc. ſo iſt V Ci — etx)— 1 —aex® 
—FReixt —Iyeixt J5exs— etc. Alfo 


9x—XT, 


öx 29x “ 
Kult x 
I. Vu—x') * a ge 
40x xs 0 
⸗ (1 — xc) —— — 


genommen wird, und für x— x ift 





92. Imtegrälformet 


Xli-atetiptern —;Y? es Tre —erc)är. 


Dieler Werth von X ift der elliptifche Duadrant für die 
| balbe große Axe = == ı1,und Excentricität —=e, 


: 7 
111. Claſſe, worin der Differential Factor eine loga⸗ 
rithmiſche oder exponentielle Function iſt. 


91. Die einfachſten Formen eines Differential⸗ 
Soetord t von der hier angezeigten Befchaffenpeit find: 


oX x_ 

o — — x ax 

Xlog x; = 5 (lo 5x x)" ’ ia 34 — — 
92. Eym=Xdxlogx. 


Zufolge der Bemerkung in der Einleitung zu dem 
gegenwärtigen Artikel ift | 


y=log x. X9 x—/(/X3x).- 





ÖX , 
da d.lgx = —— iſt. Oder, wenn zur mehrern 
Deullichkeit geſetzt wird, — 

x 
—Zlogx— I- 





Iſt z eine — von x, die keine Logarithmen 
enthält, fo iſt die Integration auf einen der Fälle der bei⸗ 
den erften Claſſen gebracht. Sonft muß man gleich von 
Anfang das Differential in eine Reihe auflöfen. 


‚93. 9y=x"öxlogx. 








I ; 
— n+ı lor — 
ee a er 


x 





94. %y= . log x 


y—ı 





1 
D—=X 


— 3,7 x5 — eic. 
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x 
Hier ftz=] ZZ = —log (ix). 

28x x | 
— — log. (1 —-x). Es iſt ab er 


10. (st Frese er) 
(Fe togaritämen, ober Differenzenrechnung 24. wenn, > a 
ſelbſt x=ı1; u=m—x gefest wird); alfo 


Zzox — (ıF3x+ x +ix5-tetc) ↄx, uxzb 
Zox 








Ri =xti@’ + 3x5 2 2,x4 + etc, 


So wird der angegebene Werth von y erhalten, wenn n ad 
1 





noch — Iog. ( — x) mit + log. vertaufhtwirdy 


1 —x 
Für xx iſt das Integral =o. Denn 
log — ‚ we Lcher alsdenn So ift, macht das Pros 
I—x | 


x : F 
duct log — log.x=o, wenn gleich log. x unezade 
1 — 


Vch groß ik. D er Logarithme einer unendlich großen, fo 
wie einer unendlich kleinen Zahl iſt mie Z nicht vergle ich⸗ 
2, ‚ und wird durch die Diviſion mir $ Null, f. Loga⸗ 
rithmen. 


if 95. Oy=dP(1x)r, wo P eine Function von 

x iſt. ® 
y=P(lx’"—ng(1x)=-: 
FR@—nRlSy=—na—ı)(n—2)5 dx)"3 

+ eter 


— POX Q°x Rdx 
wQ—f = ;R= — = uff. 














— 7 nn, 


— 


ee 


En 263 


—— 


ren, 
* — 
— a CASE 


— 
ee 


x 
BA 
14 
* 
* 


— 
we. 
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Denn es ift (mach der angeführten Formel) 
 y=P(1x)«— [Pa(lx}®. 
x 


Da Slix—n(ix)r-:, _ı 


bo if y=P(IxJ'—n = (Ix)u=:, 

Man fee == 8Q, fe, auf ei Kt 
RAUS a 97° xaser 
Wiederum fege man = ==OR, fo ik 


PRADT=RIg a) PX 1x)a-2, 





Durch diefe fortgefegten Entwickelungen und er ſtitutio⸗ 
nen wird das angegebene Integral erhalten. 


96 0 
sur, n(lx) n,n—ı.(Ix)"-*® 
a ae ee un 
n.n—ı.n—2.(1x)"3 
— — ——— 4 etc.) 4 C6. 
Leibnitz fand dieſes Integral, ſ. Commerc. epift, Leib- 
nitii et Bernoullii T. J. p. 8. | 


ne 
y=Confi.— — — 
— 


a—n) x" ” m-r)n-2)(Ix)" 


Integralformel —E 
(X BT. 
rer une 


Man kann diefe Fortnel auf gleiche Weife behan ⸗ 
deln, wie die in (95.), aber auch auf eine andere Are, 
wodurch. das angegebene In regral erhalten wird, Marz 


driiche die Differentialformel fo aus: xx. dx A 


x 
lg) duch u, fo it 
[Xx-du=Xx.u—/fud(Xx). 
— I 
Es it um (a—ır)üxyeuı ? alfo it 





und bejeichne das fÜ 


(n—1ı 
van rl (Ixya=ı * 
Sest man 9(Xx)=Pöx,foif 
xx I Pox 
= lt ——— tt — — I, ' 
y (n— ı)(1x)' De S (Ix)a-: 


Der zweyte Theil iſt das integral einer Differenrialfor: 
mel von berfelben Geſtalt als die vorgegebene ift, und wird 


Q°x 
auf gleiche Art auf das f gebracht. So wird 


fortgefahren, bis daß man auf das Integral / — 
x 


£ommt, welches nicht einfacher Dargefielle werden kann. 








“rs 
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cr #117] 1 
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Pi, TEE ER 
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94 


— — 


Di I 
J 
i 
—4 u 
J 

F J 
in u 


a—1)dz m ı)a—a)dxjpen 
m’z» 
Aa * 


J mim .xa-19x 
7 Immea lx | 


Syn dem legten Theil, — J— ſetze man x, 
oz: oz 
fo verwandelt fich I: in f 2: Dies 
iſt eine eigene Gattung — Functionen. 
99. 80ya* XGx. | 


+ 





u ff 
Denn da 9, — la (Differentialformeln, 


15.) fo it fadx—= _ und es if nad) der bisher 


gebrauchten Kormel, 





1 i 
a 
Setzt man OXZPO°X, fo ift 


I 1 
J®P9x= — axP — — ſa*oↄp, 





14 Antegtalfernel 


ir 


hei 


y® ar 


— —ãeã 


n's” 
— % af I 
(a1) (a ja 


a 
m — 
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\ 1 x ı x 
ao y= — X— Gr‘ a * P 
+ —— * = Sa“ d P. 


Auf gleiche Art werden die folgenden heile des Integrals 


gefunden. 


100. IL ——— wo n eine ganze po⸗ 
ſitive Zap ift. — ——— 
> Alle 


x” 
a e la da) 


nn— 1,n—2.x273 


n.n—1,%°77% 


«la)® 
+ etc, )-+G. 








I R4 
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Die Erponentialgröße a“ wird in die Reihe — 


| 
a—ırzlar — + es, 4 


aufgelöfet, — — oder an Differenzenreche | 
‚nung, 24. 25.*) Diefe Reihe mit — multiplicirt, 


und darauf integrirt, giebt die füry. 0 5 


102. Sn dem jet gefundenen integral nehm⸗ 
man für a die Baſis der natürlichen ——— e, ‚ ; 
ifle=ı, und 








e* x x’ D 
re 
r r + 1 * BR 
3 Fa EEE \ 
Nun ſey er—z, die Zahl, deren natürlicher Logarith⸗ 
Ex; 
me —x iſt, oder x log 2; foiftox— — 
*0x OR fi 2 De 
um x m En 0 —* — 
°z un (RE 
I = Ser — 1— : | 
ı (12) I (12)* Kol 
re 4 1.2.3.4 J— 


Kür z=ı ift das Integral unendlich groß, weil 
Iz=1lı=0, und 100 oder unendlich if. ° 


*) Man bezeichne den Logarithmen von 1 u in dem Ey 
fien , deſſen Baſis —a iſt, durh L(ı+u), in dem er 
den durch ICr+u), fo iſt in Differenzenrehnung (24.), 
x—1; Ix=o, und, menn bie in c gene —— eu 4 
heißt, Kr Fu)=cV; und lıFu)=U 
Lats: Er Setzt man —— u 


> 1 
* — 


* 
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103. dy == xnXdy 





y-ı(1-Z — — 4 Fr +ete)) 
nxtlx ı nx n®x" „5x5 nixi 
— 7 535 — etc} 
I 2 3 4 5* 6° 


ne x x)⸗ 1 nx n*"x ys xXs 
203g 55 J 

n, ı nx, n®x" nsx5 | 
1.2.34 a1 685 zetzt ei) 

etc. 

Dos Antegral fängt für 0 auch an. Diefes Inte ⸗ 


gral wird dadurch gefunden, daß die Erponentialgröße 
xnx in eine Reihe verwandelt wird, nämlich, 








2 2 1 
x"“— ı rnxix+ * nsx3 (1x) | 
M — 1.3 Te 
j n‘x*+(1x) — 


1.2. 3.4 


iezu wird das Differential Ox als Facror geſetzt, wor⸗ 
die Integration nach (96.) vorgenommen wich, Die 
Particularreihen werden dann nach den Porenjen von 1x 
zerlegt, und zu neuen Reihen gebilder, 5 
Man fehe den Briefwechſel zwiſchen Leibnitz und Joh. 
Bernoulli, Th. J. S. 8. 12. 20. 
104. Das Integral (103.) erhält für x a den 
erh , j 
n n n n 
1 — 7 Ari — etc, 
eine durch ihre Korm merkwürdige Reihe. Man feße 
Io. Bernoulli Opera T.I. p. 184. 
105. Von biefen Integrationen handele Euler 
in der Integralrechnung, Th.1.9.189-233. Lacroip, 
2 
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Th. I. &.89-100. Noch hieher gehörige ſpätere Abe 


handlungen von Euler finden ſich in den Novis Comm. 
Ac. Petrop. T, xXVI. XIX. Actis ej, Acad. T.I.P,IL 
Novis Actis T.IV, VIII * 


IV. Claſſe, worin der Differentialfaetor Winkel oder 
Sinus oder Tangenten von Winkeln emhalt. 
106. &y—XdxAng.sinx,. 
ER POox 
Pan ae [gt 
wo P=/Xox ift, — F 
Die Integration geſchieht nach der in der Einleitung 
gewieſenen, und in dem vorhergehenden Abſchnitte ange 
wandten Methode. | 
107.. ö&y—=X9x.G", und 9 ein Winkel, deffen 
Sinus oder Tangente eine Function von x iſt, fo daß 
ep—=udx ſey⸗ Zn —— 
y=0:P—n/Pudx, Hn-:, 2 | 
wo P=/X 2x iſt. — 
Das [Pudx.P”7? wird auf gleiche Are zerlegt 
in "0 —a— 1) [Qu 2%.0"-*, m Q—fPußx 
it. Solchergeſtalt werden die Potenzen von .D immer 
fort erniedrigt, fo daß man zulest auf eine Formel ofne 
6 Fommt, Allein wenn die Integrale P,Q, etc. fich nicht 
angeben laffen, fo ift die Tjntegration von Xdx, GO" auch 
nicht ausführbar, —— 
108, Exempel. Es ſey © ein Winkel, deſſen Sie 
Ox — 
J— 


Jp%x=0x+VU—xx)—ı, z | 


© 


nus —x if, daher 29 = 


Sp — 
SP ——— 
77 312.1V (1 XXX) u. ſef 
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Tu Tl E.5 · i00. Ned hie ge 


EN 
Kurt ungen van Eolet Kaben nd a Ma Wr 
he. Prog. T,XTLAIL Aeisqäa! 
un Acu T.IV. VIL 
In. Oh, ar da Düenidun 
E aer Jansen Dia 
y6 iyzXöxdng st 
Pix 
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‚Die Integrale find fo genommen, daß fie für xxo auch 


=o find, Es ift hier RER 
P=x; Q0=—Ylı—xx); R=e-x; 
S=+-y(i—xx); T=+x; wff 
109. In dem Xrtifel, Differentialformeln (38.) 


fege man n® ftate ®, fo erhält man daraus folgende ele⸗ 
mentare Integrationsformeln. 


J09 on = — sinnG, 
J2P sin np=— — eof nO, 


8 1 
— — — — tange n G 
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112,. Oy—=99singm, v0 
Die Integration Fann auf zweyerley Weiſe bewerks 


ſtelliget werden. Erſtlich, man verwandelt sin Gm in eine 


Reihe, nad) den Ginus der vielfachen von ® für ein uns 
gerades m, oder nad) den Eofinus berfelben für ein geras 
des m, zufolge Goniomefrie (137), worauf Die Tinte 
gration nach (rro, 111.) bewerffielligt wird. Zvey⸗ 


tens wird die Integration ſtückweiſe vorgenommen, indem 


man das Differential folgeweife auf andere mit einer nie 
drigern Potenz von sin ® bringt, 
— MR © sin® 28 J 
sim w. O sin O ee 2 Fe | 
el. 
) } > 4 x - 
wird, alfo colPp=y li—xx)ift, — 
Das involutoriſche Integral iſt in (61.) angegeben; eine 
Reihe von entwickelten Werthen deſſelben in 662, 63.), 
Das Integral if für ein ungerades m algebraiſch. 


113, In diefem Falle kann man das Integral noch auf 
eine andere Arc ausdrucken. Nämlich nad) der Formel IL 
in (59) if — 

5* 


Ir 1i—ıXX) 
m 
+ 


Cm: 





—famnrsmxzjlon 


Oder, wenn zur Abkürzung geſetzt wird Y a xx) — z, 


— n 


j""209x=—3x"°2°7 








— 1 
[xz""2 0x. 
zZ 1 ' 
m 





—— 


Qntegralfstael 


—* aeq da Sues d ſabn 
ein nad In Ei 20) via 


2), meet 


4 aut oh 


f xm· 23 — ea 
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I fauntzsd x 


ertzsx=—- x"727., —— 


u. ſ. f. 
Erxempel. 
xox 
— 


x30x 
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A5. dy—FO sin c 3... 
Man ſetze in$—x, ſo iſt — 
und ap coſ vin ox, alle, nF % 


Sy—x"(i—xx) ® dx. Aus (39. IV. v) if, 
wenn Yler—xx)=z jur Abkürzung gefet wird 7 





: ) 
— xm⸗ zur wo .n—ı 
Ly= — Er ine a 


4 


——— mer er man} 
Ty= ee "+ arg % Date N 
Man fege für x und z wieder — Werche ſo if 


1.[o9sing"cot"=— I inpr-cofpet 
\ 


ee je“ 


— m-ı 
UI, [8 9 sin @"7? co[$" Se ei 
— 


| + — apa SP Pen pr ale 
In der zweyten Formel iſt m —2 ſtatt m set 
Damit man durch diefelbe fogfeich den inbolutorifchen 
in der erften Formel erhalte. Durch beide wird das ° 
tegral / d Osin @" coſ ð auf das fo 9 sin — 
gebracht. 
16. Exempel. fa coſ Im — 


=— — sin Pf co[p6+ 2 Tees 85 cof pr. AN 


tr nt in Der 
11.9.7 9.1.5 A A 
5.4.3.2 i — 4. a 1 728 

— — co[&! — —— 
11.9.7.5:3 Beoy — ei 
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| Sn *—* 
56 . fo x . 
IL — —— —Ltang(45°+3P) 
=log-- sin o. J 


w.f AR — — log. — Bm log, ſec. 0. 


J 20 — es 
v.f sin @.col® WERDEN. — 
er sin ® 


ve og ang 9. 


Denn man fege nP—x, fo iſt 
°P _ =, wovon das Integral i 
— | ZVva-xx) | gra in (52.) 
gefunden iſt · 
Zweytens ſey P=90—w, fo iſt 











0 
sın® cofw simn P - cof.w. 
— — . . 3 o = C —— 
⸗- los na! alte Iilos. — 


VBertauſcht man das Symbol mit P, ſo erhãlt man tie 
Sormel IL i | — 
Die Formel TEL, zu erhalten, fese man sind —x, 


x - 
fo wird.das Differential = und das Incegral 


—log. log. sin 9. Dre Formel IV. entfleht aus III. 
durch Vertauſchung von P Mit 90— Pd. Die-Kormef 
V. aus IH. und IV. durch Addition. Die Formel VI. 
aus Differentialformeln ( 38.) 
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- 99sinp" 
119 I ge Use 


Man fege in$=x,und col® oder YI-RR)—z, | 
— — — 
fit o ⸗ und (59. 1V, VE) 


mn? zutı 





II. y—= — — — — * 
n—ı 2 n—ı z i 
Das ift, | 
eOsin$" 1 sin Om" 


IL J— m m U — 
⸗ cof9* m—n co[p"7! 


a — eOsingmma,, 


''m-n cofp® ;* 
e6sin9"-?® 1 sin Ovᷣ⸗ Ex 
u ——— — — — — oc 
J co[P* n—ı  co[p"-' 
m—n 9Psinpg"-2 
n—ı J Te 


Durch beide Operationen zuſammen forfgefegt werden’ bie 
Erponenten von.sin® und cof® jedesmal um 2 vers 
mindert, fo daß das Integral auf eine der Formen, 


- 808si O* ° . 
Jo9sinpr, oder f al oe nit | 





u f gebracht wird, "Das erſte zu finden, if 
Horher gewiefen. Das legte ift algebraifh, nä mi 

1 1 PT a 

—ı' — _* ten ER 





18 Antegraliurael 
a van* 
ud cı= — 


An hehe und, um cold ey 


z”ödı 


kd %= en 
EL SR. 
l ze, gi n-I j" 


“ Au 
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119. Wenn mn iſt, 
zuerſt die Mebuction nach IL, und 


nehmen. Es ift 
80sing= .ı 
m; colp* — 
2 
—— 
dsin$" 
olpm-e = 


m — 


1. [ 


MW na Ce, S.....,.. 


— m, 
m-—1 


—— 
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fo hat man in (118.) 
dann die nach J. vorzu⸗ 


sin 6 2 *2 
cofp=-r 
89sinp" 
singm-! 
colpn-3 
OPsinGm-2 \ 
Te 


SE — 
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86856 
— — DEE nes 1. DEREN 
— — — or 
us ſ. f. 90 
121. 9 = con 
Nach der jwenten Formel in (118 )wenn darin m 
geſetzt wird, iſt 


/ 86 1 sin Ö 
cfp —" n—i' colp"-t 
I A—2 50 
— D08 
Exempel. > — 
ee a 
colpe 5° co 5.3" colps, 
4.3 sın ® 
+ 5.3 "coTp " 
122, © * 
2 Y = — sinom, color * 


Die-Neduetion auf Fleinere Exponenten gefchieht mittelft 
der Formeln IIT. und VE. in (39.). : € fysnp=x; 
und cofdA=y(ı—xx)=z, fo iſt 








2 x 
y — —VVV — — 
1 1 N 
Il. yz— 
m—I SE Ze 
m+n—2 ox i 
* m—ı -S xmetyoatlk ‘ 
241 1 Ir 
Hu. ee ga-iya-ı 
ıa-+n—2 7 ox 
7T n— 1 > Gase Tea 
— zug 
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ar zit Das iſt, 
| 20 | A Ä 
— rg 
AT ER — 2 sinp.colp"Qı 
Er 
OR u zum or In (Fa m—ı '"sinpmn.cofm" . 
yon, = I I 
7 iud Om-8.c0(08 
pa = — — | colp*" n—ı "sin p"3.co[l@"7: 
Fr Por BR. j ——— 80 i 
a, # "on—ı.7 sing": colpt-: * 





al ne. 


en + 
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En (a —b) x ver * a 2 xV(aa-bb): 
| 2 Äng. tang V@a-bb) —Ang. tang arb — Pr 


Setzt man hier für x feinen Werth, im Zãhler nach der zwey⸗ 
ten Form, im Nenner nach der erſten, fo iſt, wenn noch 
V (aa—bb)=c gefest wird, | 


20 — * osi 
J a+bol$ " c —— acofP+b 
6; acofo-+b 1 e⸗sia 
= = bco[® — An F 


Fuͤr den Kal, da a>b ift, wenn hier V(bb—aa) 
— c gefegt wird, durch Subſtitution des erften Werthes 
von x, au. 





a: —4 a coſ +b+csin® 
“arbofp "© 5 a+becol® 2" 
20 
124 = tram” 
MR} b sin® 
I=7 aambb. ar beoid 
a 80 


® aa—bb J a+bcof[® R 
- Diefes Integral wird unten, (129.) in Korm einer Reihe 
gefunden. | : 
25. Die nfegration von ie GET 
I = Die nfeg (ar beo/gjs 
hat einige Schwierigkeit, weil fich Feine Function findet, 
deren Differential aus zwey Differentialen von jener Form 
beſteht. Es iſt 
— sin ® 2 
9 ar boofpy — | 
(n—ı)b+ acofö —(n—2)b co[$*)39 
— (a+bco[P)* " 


2 


— —— 


fi: Antegealfetmel 
—— — 

sang Tr a ri 

E man bu für x ſaun Ban, in fd 


tra Toren, om Memser mach der ef, hm 
Yia—bb,=e set, 


bay 

; acof db! ..- 
el € J 
I-, bit, wenn fe VE 
Sir ten \l, da a > s 
= — wa, Dur) — 
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Diefes Differential jerlege man in zwey Differentiale von 
einerley Form, 
— | B+Ccol9)aH 

(a-+bco[9)r (a+bcofp)a-ı 7 

in deren erfferm k und g gegeben, in dem andern B und 
C zu beftimmen find. Bringt man beide Brüche auf 
einerley Nenner, fo erhält man ein Differential von ders 
sin 10) u i — 
(a+bcofo)a-t ' Die 
drey Eoefficienten von 1; col®; cof®* geben drey Gleis 
ungen, zufolge der Methode der Unbeſtimmten. Da aber 


(B+Cc0/9)86 


felden Form, wie dag 2. 


nur zwey unbefannte, B,C, vorhanden find, fo feße man 
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Durch die Kuflöfung des Differentialfaton 
—— in eine Reihe, die nad) den Eofinus ber 


Vielfachen von © fortgeht, wird das Integral in eineche 
ſonders zu aftronomifchen Rechnungen bequemern Form es 
halten, Der Nadius Vector in einer Ellipſe hat den 


e6 
a erg 


die Ercentricität —e, und © der Winfel des Nadius 

Vector mit der Linie des größren Abſtandes ift. Sollte $ 

der Winfel des Nadius mit der Linie des Fleinften Abſtan⸗ 

des feyn, fo wird e negarid genommen. (Eilipfe, 12), 
Es ift nach der gewöhnlichen Entwickelung eines 

Quotieneen, 
u 


1 S ncol$ 


, wenn die balbe große Are =ı, 


= ı—ncol$-+n? cofge —— 
coſ— — etc, 
aan ließe ih — — 


faßrens in (112. 114) finden. Allein zu der angejigtn 
Abſi cht iſt folgendes beſſer. 

Man ſetze (aus Goniometrie, für die Par 
tenzen der Coſi eu ihre Werrhe, und bejeichne den 


— 5 durch el 
A—-Bcol® + C cola 9—Deot30- 


+Ecol49 ter, 


mittelſt des Ver⸗ 





Quotienten 


ſo iſt 
I u n4+ - 





s ..7 8 — ae 0 — 
— — ‚etc, —* 
+: a 2 -+.etc, _ “u 
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126, Durch dur Yaflng eis — ang 2 nn 29 
— um Krk, SISLL 24 2.4.6. : 
arbals | 1.23. 13.57 ‚ 
Wade nu 0 fra, mi . tr PS Ua + etc) | 
r aan Ei! 3» 4 3: 4.5.6 
—X Der Karıns Dar u C=4n?(ı+ A ee ar he 
et . 7 «D.4. 
wen Dee .4-5-6.7. | 
ecoſ⸗ + RE IR 
au und dde Seit 2.6.4.8.6.10 : 
» 7 * ie 5 . . ra > 6. -_ * 
—— — 
——— 1— 4:56. 7.8 — = ee 
put Den I e Us a ee ac Br 


er Integralformel 
— SE 
+3(2C—nB—nD)cof2$ 
—4(2D—nC—nE)col39 _ 
FIGETPRmE NER 
etc. — 
Dadurch iſt, weil fuͤr jeden Bet von ö die Reihe Sr 
ſeyn muß, jeder Coefficient eines Coſtnus —o, ſo daß 








B= — (A-ı) E= — ie 
4 Deu 
' { £ \ 
u 2B—2nA 2 »E an) 
n — 
2C—nB 
| D= rar u. ſ. f. 
Nun iſt 
— AO—B C 
S er — az sin29, 
—1Dsin3 9-4 4Eeing@ —eie, 


127. —— 14ncoſ.. 
Die Entwickelung des Differentialfactors Ki bei bino⸗ | 
mifchen Lehrſatze giebt 
G +ncofp)” =ı+NXncol$ + Bntcofbr a 
+ En3co[$? Om coſ + eto | 
wo A, B, C, D, etc. die Binomialevefficienten in der vten 
Potenz find. Entwickelt man die Porenzen der Eofinus 


nad) Goniomerrie (141.), fo wird. , — 
(1 +ncof$) AMBcoo-- deoka.0:. 2 
+Deol3$+Ecol4@ + etc _ 


Die Eoeffictenten machen auch Bier eine ee 
worin nur die beiden erften aus ber entwickelten erften? 
beftimme zu werden brauchen, Dan bifferentiire namlich 


— 
“ 
J 
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ı=A-}nB 
-j.B-1nd-ıCald 
+4 :0-B-1D)al: 
-j.:D-ac-nEal;? 
+ j(s8-nD-aF)al? 
- X. 


— ar Für jaen Bar vn ct 


kan uf, en Eofhcnt a mi 
; B :D- 
— Am) FT 


Ba 


ce, 
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die Potenz des Binomium, und ihren in der Reihe enthaltenen 


Werth, fo iſt, nach Abſonderung des Differentiais 99, 


n(14nco) sin® 
ge Lncof® — sin®+2Csin 20 


 +3Dsin39+4Esin4® +5Fsin5ö-+ etc, 


- Diefe Reihe mulfiplieire man mit ı +ncof®, und die 


erftere, woraus fie entifanden iſt, mit vnsin 

ben zwey ſich gleiche Reihen erhalten. Nun 31 * 

noch die Producte der Sinus und Coſinus. Es iſt 

sinA . col - sin(A +1)P+3sn—1)9,und 

— en 1)P sin (Aa )0. 
oniometrie, 27.) Man ordne die Glieder nach be 

Sinus der Bielfachen von P, und fafle fie in eine Reihe 
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—n;+n'!5;—n3; +n$; ons; ;#ns;, etc, 2 

dafelbft Hier zu feßen 
+%n;+®n5; + En; + Dns; En% — 


und — B mit +B zu vertauſchen, fo wird aus den Kr | 
hen für A und B in — ) bier 


A=ı+39n+ Bn4 3.3 


Sum re | 


eng — 
4 — &n da 


Dur diefelben Bertaufchungen laſſen fü 5 — 
Werthe von den folgenden -Evefficienten aus den gleichnas 
migen in ( 126.) finden, nur muß man bemerfen, * | 
die in den geraden Stellen daſelbſt das Veheiei — 
hier aber + haben. 











Es ift —5 
F a 
c=HBr+ re 

+ eich): ol 
— 45 4.5.6.7 
re an 
| + ee) 
er 5:6. 006,8: Te 
E=4(®n‘+ a0). r 2.10.4,12 Dr 
+ etc.) — 4J 






u. ſ. f. 


Dieſe Werthe dienen, wenn der Exponent v des Bir 
nomium eine ganze "negative Zahl ift. Syn diefem Falle 
wird in einem der Glieder der rüicklaufenden Meihe fowoht 
Zähler als Nenner —=o, Be, befjen Werth 
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feibt, ober hier auf ae mühfame Are geſucht werden 
— —R ya man fich dieſer Reihen⸗ Aus 
“Hrüde, oder der. rücklaufern Den Meihe bedienen. 
Krach der Beſtimmaung Der Eoefficienten A,B, 
C, etc. wırd 
+4Dsin3s 9 T$Esin4® + etc, 
128. Eremel Fur v 2 if 
A—2; de; Em u ſ. f. Alſo if 
A=ı+4nt; B= 20 C=ym, 
und 
[B9Cı +nolp) —lı+3Inr)g 
| + znsmß+Znsin.o, 
Auf gleiche Art ift 
Sep +ncolpP—= C AT 2nN)P+(3n+ In)sing 
. = Zn sin2P9+ 3a n3sin 39, 
— 0 p 
(i-+n c0(9)® * 
Ser iſt —— 2 olſo A — — 23 B⸗433 
53 E—— 65 v. hf Dadurch iſt 


— — 6 
A=ıTr$: 2.4 2.4.6 7NH Tex, 


229. Semi. Sy 


— 207 EN DENE 6 Pr 
Br 2.4 2.4.6 =; 
1. 3.5 


7 
* 2.4.6.8 8N’ 4 etc.), 


DD >,» 


3 3. 4. 5. 6 
———— A M°+ete,), 


4-5.6.7 i 
2.8.4.10 En’-+- etc.), 





/ 4.5 
D=—} (1.4n°+ ee .6 us4 
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5.6 
E=-+4#(n5nt+ — nd 4 etc.). 


y 6. 
F=— gal1.6ns + —— 807 +ete). 
«I . 


G=+77(1.7n° + etc.) , 
Die mittlere Anomalie in der Bahn eines Planeten 


1) 
ift EL eng wo e und © die 


in (126.) ſchon angeführten Bedeutungen haben. 

130. Euler hat noch einige merkwürdige Nela: 
tionen für dieſe Coefficienten entdeckt, I. Es ift, wenn 
n als eine veränderliche Größe behandelt wird, 

2 2 

B— on. [Andn—2An, 
wo das Integral * zu nehmen iſt, daß es verſchwinde, 
wenn no geſetzt wird. 

II. Es ſey v negativ und — a, fo daß 
1 








ABcOſCcoſ20 
(I-ncoOC ), | 
+Dcol39® + etc. 
Berner fey 
I 


=A'+B’co[® +C’ col2® 


+D‘cof39-+ etc, 
fo verhalten fich die gleichnamigen HR in beiden 
Meihen folgendergeftale: 


j (1-+ncofP)**: 
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Arbogaft hat in feinem Calcul des derivations, 
6.413 gezeigt, wie eine Function der Reihe, a+Bcold 
+ ycol®? + öcol®’-+ etc. in die Reihe A-+ B col® 
+Ccvf29+Dcolz3 9 +etc. umgewandelt wird, und 
leiter daraus für ven befondern Fall, (r—Beol®)-", 
die Entwicklung her. Er gebraucht dazu den Gas, dab 
cofp—HrePY/—! +Her9V 727 iſt (Differential 
formeln, 48.). Daher werden die Porenzen von cold 
aus. Theilen von der Form, zes YT!HePV m), 
zuſammengeſetzt, wozu ben geraden Potenzen eine gegebes 
ne mögliche Zahl kommt. Für jeden folchen binomifhen 
Theil ift der Werth =cofr$, 2 a 

131. _dy=e*P96, —— 


Y 


ve eb, s i 
«& ee 
Aus Differentialformeln, 14, Es ift e die Baſis ber 
natürlichen Logarichmen, —— 


132. Iy—e"P99sind. 





e"P asin®— cold) = NER 
ee 
ı--aa re 
Wenn y mit © zugleich —o feyn foll, fit 
Conf. = + — J 


Tach der Formel in der Einleitung iſt { 
„ I 1 lt 9 
y— — e O gin — —fier® 89c0ld, 

a 
und wiederum N Bel 


Se?°9c0$ = —_e*dcolp — — 
— Rn 


I £ { ; & A J 
5 — fe“? sin990. Ran; | 
a F —— 
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len ſind die Stellenzahlen für die Glieder der Reihe (A). 
Die Reihe der X ſey eine durchgehends entweder zunehmen⸗ 
de oder abnehmende. In der Reihe (A) ſchalte man mehr 
vere Glieder, in jedem Intervall gleich viele, nach dem Ge: 
feß der Funetion ein, und feße für diefe ven Abſtand der 
Ölieder oder den Linterfehied der zugehörigen x=—Ax. 
Diefe zweyte Reihe beeichne man durch (BJ), In der 
Reihe CA) multiplicire man jedes Glied, nußer dem letz⸗ 
fen (m), mit dem Abftande jivener nachſten Glieder, und 
bezeichne die Summe der Produete durch &; in der inter⸗ 
polirten Reihe mit Ax, das letzte Glied gleichfalls ausge— 
ſchloſſen, und bejeichne die Summe der Producte durch 
8. Die Reihe der X ſey zuerft eine zunehmende, fo ift 
= fleiner ald S, weil die eıngefchalteten Glieder in der 
Reihe (B) größer find, als das ihnen zunächft vorhers 
gehende Glied in ver Reihe (A). . Multiplicire man aber 
die Ölieder der Reihe (A) von dem Gliede (1) an bis zu 
dem Gliede (m) mit «, fo iſt Die Summe der Produkte, 
oder S—a(o)+alm), größer als S, fo daß S zwi⸗ 
ſchen die Summen, 
, BESTE 
mdalı)ta(l2) » » » 2 x" +talm) 
fällt. Die Reihe (B) wird eine fetige, wenn Ax uns 
endlich Flein genemmen wird, und die endliche Diffe- 
renz der Meihe S, nehmlich XAx, wo X das legte Glieb 
(m) bedeutet, verwandelt ſich in XOx. Alſo iſt 
en folglich die Summe der ftefigen Reihe 
S—/X9x. Demnad; liegt der Werth von [x® x zwi⸗ 
ſchen den worher angegebenen Gränzen. Je kleiner der 
Abftand x zweyer Glieder der nicht ftetigen Meihe genom: 
men wird, deito näher kommen fich beide Graͤnzen einans 
der und dem Werthe von [X dx. 
Iſt die Reihe der X eine abnehmende, fo ift die Reihe, 
e(o)+alı)+al2)....+a(m—ı) die größere 


Gränze, und “4 at . ....ta(m) die 
kleinere. 
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und 
1 1 * 1 
Eee 0 (apme)" ) 


Das Mittel beider ift — 


am " aYajn " (afzey 

1 I I ' 

ae nee aenn] 
wo der ſubtractive Theil beygefügt iſt, weil in dem erften 


Theile anftatt der Hälfte des erften und legten Gliedes die 
ganzen genommen fi fi nd. Diefes ift ein genäherter Werth 


x b 
von = — . Gest man für a deffen Werrh a=—, 


ss 9 9 % 


- fo ift Bi der Divifion duch m" und durch & oder deſſen 
Werth, auch Verfegung des fubtractiven Theile, 
I I I 


Tue Fahr meta 
I 
.. 7 narmoe ml en TOrICH 
+ > deſto genauer, je größer 


2(ma--mb)" j 
m genommen wird. 


9 
Die Integralrechnung giebt f — — 





I I I I I 
he a ph En 


wenn ed —o ift, für x=a Für x=a+b, if 
Ox__ I 1 I 
gu =—(; n-ı ———— 


x a+-b 
Nimme mann=ı, fo iſt [ - — log =, und 


— 
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2Q0=Rdx,uf.f fofindP,Q, R, etc, unbefkin 


te Werrhe von Functionen, deren Formen gegeben — 


und es iſt 
Et W=fx+Ku+zPur+5Qw e) 
+35 Ru'-+ete 
f(x—u) ef Xu + Pur Qu J 
+35 Ru’!—ete 
741. Man laffe x unbeitimmt, feße aber ua, 
alſo u=x—a, fo ift, vafa—A geſetzt — a 
der zweyten Formel, 
fx—=A+X(xs—a)— ZP(x—a)* 
oe 


4 


ö 


Hieraus wird, mittelſt des ale bekannt gefegten Werthes 


A der Function fa der Werch D der mit ihr gleichartigen 


Function £x gefunden, ohne die Form derfelben zu kennen. 


142, Man fege in. ber erjten Rormelx + u=z, 
fo daß u=z— x fen. Kürxa verwandelen fich die 
Funetionen X, P,Q,R, etc, in B,C,D,E,etc, un ift 
bie erſtere Gormel 

fz=A+B(z —a)+3C(z—a)* * 
+34E(z—a)'+ etc. 

Hier wird ebenfalls vermittelſt des für. die Function fa 

gefeßten Werthes der Werth der mie ihr gleichartigen Fun⸗ 

etion fz gefunden, ohne die Beſchaffenheit derfelden zu 


Eennen. Da die Bezeichnung der veränderlichen Functior 


nalgröße willführlich ift, fo fege man x ſtatt z, oder — 
z in ber legtern Sormel dem x in der erftern gleich , und r 
es iſt 
fx=A+B(x—a)+ IC(x—a)! 
+3D(x—a)3+ HE&—a)s tet 
143. Nimmt man das Mittel von beiden Beſtim⸗ 
mungen der Function fx, fo wird man einen mehrgenäher 


ten Werth erhalten, als ducch eine einzelne biefer Formeln, 


Wäre das Intervall x —a befrächtlich, oder wären die - 


Differentialquotienten anfehnlich groß, fo müßte re 


— — 


kn 






























—— 


— 
im — — —— 
—— — * 
Va Fe re ae 
ne a ek 


IE — 
— — ZUR — — — 


— —— 





978. Integralformel 


C,C’,C", ete. für die Werthe a, a+ a,a 1 2x bona 
enthalten. Durd) bie Aopition biefer Formeln ae 
folgende: 
Au—A+a(B HB’+BY+Zat(C +40 
+3@(D+D°HD) + A lEHEIFEN 





+ etc 
Das Mittel von beiden Formeln ift # 
AU—A-+a(B-+B+BY+BW)— 3a( B-+B") 
+42(0C—C") 
+ 383(D+ D/+D"+D)— ga naar 
| tree 
+ etc. 


Hier ift A der Ber des Sategrals, J x⸗ 
x—a p30—— 


° 
145. Exempel. Es ſey — ale “ 


y=log —, wo die Conſtante a genommen: n tu 
vcf, en x=a gefeßt wird, * iſt Ama 


I ı 

I=— alſo B — 
J— N; 

= = ce — 


— 


ef. Q=+Z, mD=—, DI’ — 
£. =; daher 2, uf 
Es fy x—=a+ ma, fo iſt 
lgi=a(, * — — 
Me — 


Ri 


en 
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Eine andere Form gab Bernoulli feiner Heiße da: 
durch, daß er fie nach den Potenzen der Funcrion von 
x srönete, und das Differential derfelßen conftant feste. 
Es fen u eine Function von x, fo it ‚ wenn a umverän / 
derlich genommen wird, 


fuox=fuou. = apa. N 
Auf Ku a “ 


uch Daber iſt 
fudx=Confi, +2 u 






Man ſehe ‚Leibn. et "En, — 
T.L p.16.22.28.75. und Io. Bernau Tel, 
p- ı25. T. III. p. 488. 


147. Zaplor Bar in feiner Methodüs i incre- 
imentorum p. 38, ein®erfabren angegeben, welches zur 
Abkürzung der Berechnung nach der Dernsullifgen For⸗ 
mel ſehr dienlich iſt. Es ift erſtlich 

XOXSXXxCX. 
Man bezeichne eine noch unbeſtimmte miututliche 


ction von x durch w, ſetze ihr Differential — und 
fügte diefes in jene Ba ein, fo daß 


kox=xXx a xdw, 


g882 | aiezratſormit 


UM „re? I “ 
Gannn iſt — ei" = 
3 —* 


— 








— ;F — — 
= — uf — ee 
Alſo iſt, wenn die Vaeihing x beybe halten — 
Pet —— 
ur 287 et 
BREITE TRBE ERERT 75 ae 


Dieſelbe Reihe ı wird ‚nach der FormekE =inz( 59.) 
gefunden. Nach ber Vernouluiſchen Formel iſt die Rech⸗ 


nung beſchwerlich · 


4 y 1 pr giebt — eine e Formel, worin 
ſtatt der fucceffiven Differtntiale bon X die vön x gebraucht 


werden. Nänlid) es ſey nun Xdw==dp; — 
— row—ös; ee fo ift J 


— 


— 


[xx wer — Pr rm 


x — MORE — 
dene — = am, — | 


1: — ie — — man — Ned 


y BP 
tionen fort, f fo iſt ET 
[Köx=Confi +p 57 eg BE 

x a | — 
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reihen ſeyn a, b, € ‚d, etc, und die Abitände ber Glie 
der gleich groß, fo iſt (Arithm. Reihen höherer Ordnun⸗ 
gen, 7-) 
A-Fax x) + 4cxö—3x’-+ 2x) 
+ 37 4(x+ —- 6x? + 1ıXt — 6x) + etc. 
: Daraus ift 
Ss Ox—Ax+fjaxt +} „b(2x5-—3x°) 
+gre(xt—4x°+ 4x") 
+r3sd(ox—45xt + 110x5—90x°) 
4 etc, 
Die Ordinaten der Eurbe, oder die Glieder der Reihe, für 
x=-0; H 2; 35 4; etc. ſeyn A,B,C, D, E,etc. fo ift 
a—B—A; b=C—2B+A; 
c=D—3C+3B—A; 
d=E—4D+6C—4B+A; 
u. ſ. f. (© 009: 2) I 
Nimmt man drev, vier, fünf, u. m. Glieder, und 
fest x — 25 3; 45 etc, dem Abftande der aͤuſſerſten 
Gieder, wenn der Abftand zweyer nächiten zur Einheit 
genommen wird, fo iſt, nach der zur Seite bemerkten An⸗ 
zahl von Gliedern ‚ das Integral S[y9x=_ 
3). 3(6A+6a-+b). 
4). 3(24A+36a+1ı18b + 3c). 
5% z3(180A+360a+ 30oob+ ı20c + ı4d). 
-  Gegt man für die. Anfangsglieder der Differenjrei- 
hen, a, b, c, d, ihre Werthe, fo iſt das Integral | 
3) 3A+ C+4B). 
‚4% 3A+D+3(B-+C)). 
5) Fgl14(A+E)+64(B+D)+ 240). 
Newton giebt als Beyſpiel nur die Formel für vier 


Ordinaten. Montücla führe in ſeinerGeſchichte der Mia: 
shematif Th. II. ©, 201, fünfd Formeln an, für drey bis 
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Daß zur Integration der Differentiatgleichungen kei⸗ 
ne allgemeine Methoden für jede Gattung derſelben vor⸗ 
handen ſind, iſt in dem Artikel, Integralrechnung, ſchen 
bemerkt. In dem gegenwärtigen Artikel insbeſondere 
werden zu den höhern Gleichungen nur einzelne Beyſpiele 
von den nörhigften Selm angegeben werden Fönnen. 


1, Sonderung der ‚neränngeiien Größen in den Die 
ferenlialgleichungen des erſſen Grades wiſchen zwey 
veränderlichen Größen. Ar 


1. Wenn eine Differentialgleichung die Form 
Yey=Xo9x hat over erhalt, worin X eine Function 
von x allein, und eben fo Y von y allein iſt, ſo find wie 
beränderliden Größen gefondert. 
Alsdann wird nach den in dem Artikel, pntegrale 
formel, gelehrten Methoden, jede der beiden. Differentiale 
‚formeln infegrirt, und man erhält ben Zufiigung ber Con⸗ 
ftante, eine endliche Gleichung jwifhenxundy. Denn 
zwey Runctionen, deren Differentiale fich gleich find, find 
fich gleich, oder um eine Conſtante verfchieden, 


2. Es ſey Pox=Qdy, und P fo wie Q, fen 
eine Funetion von x und y zugleich, fo aber, daß jede ein 
Produet von zwey Functionen, einer von x, und einer 
von y allein ſey, fo it die Gonderung fogleich, bewerkſtel⸗ 
lige, wenn man durch die Divifion bie Junction von yaus 
P, und die von x aus Q wegfchaflt. 


3. Es fern in der Gleichung, Pox—Q Oy, die 
Functionen P undQ gleichartige, nämlich-folche, wor⸗ 
in beide veränderliche Großen auf denfelben Grad. ſteigen. 

pP 
Man fee y=ux, fo wird dadurch —— v, ‚einer 


Runefion von u, und dadurch Oy—Udx Mu if 


auch Oy—=udx-+xou, alſo Var 
und daher 


sr 
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dreny Fälle zu unterſcheiden, wenn der Nenner zwey un⸗ 


gleiche reale, zwey gleiche oder zwen unmegliche Factoren 


bat. In dem erſten iſt das Integral logarithmiſch, daher 
die Gleichung zwiſchen x und u, ſo wie die zwiſchen x und 
y, algebraiſch. In dem zweyten iſt das Integral des zwey⸗ 
ten Gliedes algebraiſch: in dem dritten hängt es von Win⸗ 
keln ab; in beiden Fallen ift die Oleihung zwiſchen x und | 
y transfeendent. 


Wenn vB ift, fo ift die Gleichung wiſchen x und 
u, \ zwiſchen x und y, algebraifch. 


Die Differentialgleichung fey | 
Er HTERSH N 
Man fie a HBxtyy—t, 7 
Ser Tr | 
fü MM. ER 


(Bee 
(Bg—Ye)y=Pu—sttas—ß. de 
Daher Ox:dy—Lldr—yau:Bau—edt. Zugleich 
it ex:öy=u:t. Hieraus ergiebt ſich bie —— 

Gleichung, 


14.90 


(gc+eu)et=(Bu+yt)du,' EN ee = FR 


\ 


beren integration in ( 4 ) gewiefen iſt. 


6. Wenn 6s ift; fo würde bie in (3.) ger 
brauchte, Sybflirurion ungndlich große Werthe für x 
und y geben. Man fege &=ny, (dei. = ==) ſo 
wird die vorgegebene Gleichung diefe, 

aöx+ißxtyy)9x=ddy+n(ßx-+Yy)ey. 
In diefer fege man Bx-H yy=z, fo ift 

(«+z)ex=(ö+ nz)dy, u R 
Aus der angenommenen Gleichung it yey=9z—Pp9ox, 
aljo verwandelt fich jene Gleichung in dieſe, —— 
 NAaytßi+yz+nBz))x=(ö-+nz)dz, 


“ 


J 
2 
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a z - feinen Werth geſebt, iſt ai Sr ar 
ai Eger 


B ge — —— 
YX —1og a iR Ey * 8 


oder — gi! — Se 
BtytcHaxtıy)acen, rg 

wo e die Baſis der natürlichen, $ogarichmen — 
9. Joh. Bernoulli, der zuerſt 5 de 


—— Gleichungen durch die Subflitution, y=ux, 
gelehrt har, gab in den Perersburger Commentarien TIL. 
(Opp T.IH.p.108.) noch eine andere Methode an, air F 


Gleichungen ohne Sonderung der veranderlichen Gro 
zu integriren. Zu der Difjerenrialgleigung 6 vom 
Grade, RE 
(ax+ by)öx+ (ext Nr 
gehöre die Integralgleichung, 
(x+ay)"x(x+PyY"=C, 2 

fo find die vier Größen, «,ß, r, 7, zu beſtimmen. Man 
nehme das Differential: derfelben , mittelſt ——— 


"öx-+aroy Ox-+Pßroy 
— — — — —— ⸗ —⸗ 0 
xtay | x+tPy a: 


Schafft man die Nenner weg burch die Multiplication mit 
denſelben, und vergleicht bie Coeffieienten vonxox, yox, 
xy, yOy mit denen im der vorgegebenen Gleichung , fo 
beſtimmen ſich die gefuchten Werthe. Bernoulli van 
wenn zur Abkürzung gefegt wird, 
V(bb r 2bc+ cc—4ac)—=m, 
da die gefuchte Integralgleichung iſt, 
— 
x<(zax+ (bh o-tm)yJerrn con, 
Den Kal, da mo iſt, erflärt Bernoulli nicht 


richtig oder zu unvollſtändig. Er fagt, die endliche Glie ? 
chung, welche der Differentinlgleichung Genüge leifte, jpg 


en 


- Sntegrialgleigung. 89* 


2ax (b )Colt. Vielmehr find in di⸗ſe m Falle 
zwen folche, eigendlich daS Produet beider, welche Die Glei⸗ 
hung auflöſen. Re 
‘ Bernoulli bemerkt, daß jede homogene Gleichung 
durch, eine einfache, die für eine gerade Linie, aufgelöfer 
werde. Manfege y=nk, alody=n?dx, won eine 
beſtimmte Größe ift,- Die inzwiſchen mehrerer Werthe fähig 
ift. Durch dieſe Subſtitutionen gehen die veränderlichen 
Größen aus der Gleichung heraus, und es bleibt eine zwi⸗ 
ſchen den gegebenen Eoefficienten und der undefannten n, 


ro. In ber Gleichung, oy+ Py Ox=0Q%x, 
find P und Q Juncrionen von x allein; es follen die veräns 
derlichen Groößen gefondert werden. 


“Man feße y=Xp, wo X eine noch zu beſtimmen⸗ 
be Function von x iſt. Dadurch iff ! 
Xdu + u9X—0Q9x, 
+PXudx 
Iſt Die Function X eine folche Function, daß 
8X+PXox=o iſt, fo bleibt Köu=Qdx; alſo 
iſt du = 





‚ 100 der zweyte Theil der Öleihung 
eine Differentialformel iff, deren integral ſich, wo nicht 
vollitändig, doc) durch Annäherung angeben läßt. 


°oX 
Da x =—P2°x if, fo ift lgX=—/P3x, 





und X=e7/??x, Davurhifteu—el??*, Qdx, uny 
u=/el?’*, 00x, folglih y—=e u 
Eine Conftante braucht in dem integral, /P dx, niche 
beygefügt zu werden, nur in dem [e/??*Qox. 


Diefe Gleichung gehöre zu ber Gattung ders 
jenigen, die man linearifche genannt far, folcher, wors 
in Die eing Der veränderlichen Größen, y, und ihre Diffe: 
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rentiale nur in der erſten Potenz vorkommen. Der Aus⸗ 
druck iſt aber nicht ſchicklich gewählt. ſ. Lineariſch. 





nydox — 
11. Exempel. EZ en 
» » ei n - . — 32 
Hier ift Prosa) 0Z83 
SPpax—nlg{v(i+xw)+x); 
ef’ _(Ylırz)+a)s; 
ir®_y(rtar)—xz)%, | 
—b 
überhaupt = — — iſt. Folglich iſt 
ya +) X" fadx(Vlı x) Hr)” 


Ben fummatorifihen Factor zu entwickeln fege man 


weil 





Vli+xx)rxzmu, fo il j 
u 5 — (r+-uu)du —7 — 
eu zuu 
— uk1 yatı r 
nn Fan 
Da (vlr+xX)—x)"Zun”, ſo iſt 
— au * au 
u onen, 


Fir u fein Werth gefest, wird 


na 
y=zC(V(l+xx)—x)+ 37; Vlı4zz) 
ax 
nn—ı 
2. Die Differentiafgfeihung fey 
cr+Pyox=0y"tdz, 


wo P and O Tunctienen von x allein find. - 
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0 
Man ſetze = z,fo if ——— 92 
nz 
und die Gleichung verwandelt ſich in Diefe : 
%z Ox 
+ PO SE, oder 
nz zZ 


Oz —nPzdx-= EN 
Diefe bat diefelbe Form, wie die in (9.) behandelee. 
Mit dieſer Gleichung haben ſich beide B ernoulli 
und Leibnitz beſchäftigt. ©. Acta erudit. 1695. 1696. 
1697. 
13. Die Differentialgleichung ſey 
— —— (vy Ox-+öxöy)=o. 
Man dividire die ganze Öleichung duch xy, fo erhäfe 
bie Geflalr: ! hält fie 
:AdxX 4 y ax ödy 
rer > 





€ ox 

Da . — aBlog. x—0log.x« if, und fo auch die 

— hier vorkommenden Differentiale, ſo ſetze man 
xeyP=t, undx’Yy?’ u. Es if alx + 8ly 

aodx 68 ot 














zeit, alfo + — — — Eben ſe 
yöx 0öy _ du | 
* —— — ⸗— . ad 
ot u 
ee ee 


Yun bat man noch für x und y ihre Werrhe durch t u 
u zu ſetzen. Wenn man zur Abfürzung fest ad — Ay=r, 
vr an—ßBm=v, fo ift 


v 
ot " N u 
at, * u — 0, oder 
r_ * u ’ 





Y 


yet 
+3 

A 

1 
44 


Hierzu iſt die Integralgleichung Si: 
; 


I ’ 
et 


14. Die Differentialgleihung fg; Ha F 
yo AlıHyylar | 
— x)]0— ze — — 
ala =. 
Durch die Subſtitution yz — ird die 
a 
— ——— IHIT E28 
zweyſach irrationale Größe yY TExy | bie einfach 








irvationale, — Fan) 








2 che alfo diefe Subſtitution, um y und dy wegzufchaffen 
{ fo erhält man die gefonderte Gleichung: ” ſchaff — 
x — uou 
ee a 
| ET VE Fun, 
| Die Gleichung einfacher zu machen ‚ fee man 
u V(i+uu)= — , feif 
—J = a at RE 
Bi 22 22“ > 
4 ‘ Durch diefe Subſtitutionen wird wur 
N | DE 2(1—z2)dz RR 
j 9— Te ne er 
eu: N 14xx —— 
HE oder | —— 
x — 21982 282 


14xx ——— — 





— 
Digitized by Göngle 


Sntegralgteihung 895 


Die Integration der Formeln ‚>. woraus dieſe Sfeithung 
beftapt, ergiebt ſich aus Integralformel (15. 12 22 


— — 


Sr Die Differentialgleichung ſeyr nı 
dytbyydxmzmaxmdx. SEN X 

Diefes if die von Riccati herrührende, toomif die nn 
Inften” ſich viel befchäfriger haben, f. oben &! 770. 51 

- I... Man fuche, für-welchen Werth von m. nie Gleſ⸗ 
hung homogen. gemacht werden Fann. Zu dem Ende feße 
man y=z", fo verwandele fich die Gleichung in diefe 
nn 8—axOx.“ 

Damit die Erponenten von z und gleich groß ſeyn, muß 
n=—ı und m —2 geſetzt werden, Die vorwane - 
delte Gleichung ift nun z 

(azubM)dx = dr. J 33 
Setzt man z=ux, fo, wird nach (3.) —— 

x _ su 

aut... au u—uab? 
wo 5 Theile integrirbar ſind. > 
255 ib Bebält man. einen. — Werth für 


Re aber n=—ı, oder. Yy=:—, feifk.. 


oz "bog, ,,, J 
— a Oder 5 





. — 





ZZ zZ 
4 02. HbfxZaz' dx, 


ah ſetze s} x —F It, um die Gleichung der vorgegebenen 
ähnlich ju machen, und dadurch die Jntegration der einen 


auf die der anbern in —— er it — ——— cf 
m+ I 


Ninmt ma f=i- 77 6 — mh, "ae 


R 2 14 — 47 — ri) 
x m ai, — a eatnde, 
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und die verwandelte Gleichung: ift 
( a R 
82 u, 208 t—26*y5t. 
m 4 — | mi 5 . 
Diefe Gleichung ift der vorgegebenen ähnlich. Kann in 
ainer von beiden die Sonderung der veränderlichen Größen 
bewerfitellige werden, fo wird die andere mittelſt jener aufe 
. gelöfet. Hat m in jener (der zwiſchen x und y) den be 
ſtimmten Werth m/, in diefer den Werth m‘, fo iſt 





wird finden, Daß zu dem Ende gefegt werden muß . 
Bi ⸗ 
jetz Dadurch iſt 


x O2 + _ 2z0x 








— bxx xx | 
er a 22. 2* x 

. y F | b* x! : + b x3 | — Die v0 

gegebene Gleichung iſt daher diefe: | 


PER — 


\ —aznt210x, 
xx | 


| —— ——— ot | 
Set man x — daher Oex=— — ſo iſt 
Iz—bzrdt= arme, ' 
oder, wenn z mit —z vertaufcht wird, 
02 +bzHöt Zar” =n40r, 
eine Gleichung, welche der vorgegebenen gang ähnlich iſt. 
Iſt die eine von beiden integrirbär, fo ift es Die andere 
mittelft der hier angewandten Subſtitutionen au. Nun 
ift, fir mo, die Öleihung, —— 





Integr algleichung 897 
öy+byyöxmadx, integrirbar, da aus berfelben iſt 
0 = 9x, Alfo iſt auch die Öfeihung, 


92 + bz° 9tat”+dr, integrirbar durch die Subſti— 





bt 
diefelbe Form haben, wie Diejenigen, ducch welche die ver: . 
wandelte Gleichung aus dev erfiern entſtanden iſt. "Das 
durch wird fie in die erſtere verwandelt. E 
IV: Die Werte voy m, für welche die bot gege⸗ 
bene Gleichung integrirbar iſt, ſind alſo 1) m: — 


— Os 


tutionen, t ⸗ — und 2 = — — * welche 








amt — — . 3) u —4. 
— — 48233 
mix — — 4 — — ) mr — — 

time nme 
=—-}.9mM"=+4 —-4=2— 2. mt 

‚+ ı2:35 — 

— 1541 7 —— 
Alle dieſe Erponenten find unter den beiden Formen 
| ai 4 n x * * 
wre rg begriffen, Durch wieder⸗ 


holte Subſtitutionen, wie die in IT und III. angegebenen 
find, welche wechſelsweiſe angewandt werben, Fomme man 
zulegt auf die Differentialgleihung von der Form -oy 
+ byyöx=adx. 3 B. für m —— find vier 
ſolche Operationen erforderlich... 

16. Die Mechode der Subſtitutionen, um in einer 
Differentialgleichung die veränderlichen Größen zu fondern, 
iſt von eingeſchränkten Nutzen, weil fie nur ſelten anges 
wandt werden Fann, befonders bey Gleichungen mir mehr ° 
als drey Gliedern, man müßte denn zufalliger Weiſe eine 
ſchickliche Subſtitution errathen. Bey höhern Diffes 
ventiglgleichungen iſt fie niche brauchbar. Hingegen ijtdie 

+ u 
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Methode, duch Hinzufügung eines Kactors, der eine ger 
wiſſe Sunetion der veränderlihen Größen iſt, eine Diffe: 
rentialgleichung integrirbar zu machen, der geradefte und 


nacürlichite Weg jur Integration, und auch. bey boheren 


Gleichungen anwendbar. 
Es iſt freylich auch noch keine allgemeine Methode 
zur Entdeckung des integrirenden — gefunden. 


I. Sniegririen der Differentialgleichung duich Du 

tiplicarion mie einer Funetion Der ——— x 
Größen. 

17. In dem Xrtifel, Diferntialgteihung "u 


(12 —14.), it bewiefen, daß "aus der Gleichung, 
—=P2%x F IQ9y , welche aus einer een ne x 


2] 
und y unmittelbar hergeleitet ift, folget = = — 


Dieſe letztere Gleichung iſt das PR — 


Differentialgleichungen, welche ſich unmittelbar, ohne 


Ummandlungen, integriren laffen. Um es dazu anzumens | 
den, müſſen P und Q endliche Functionen vonxundy fen. 
18. Eine Differentialgleihung fann aber. auf ver: I: 


fchiedene Are in der Form verändert werden, wodurch bie. | 
— der partiellen Differentialquotienten, A 


GE = G =), aufgehoben wird, Seo m+an—h, 


eine ——— Gleichuns jwifchen x und Y fo daß 
Aund N.irgend welche Functionen von x und y ſeyn⸗ 
Die Differentialgleichung HOM-+ aa No, Man 
ſchaffe die Conjtante a durch Verbindung * der endlichen 


Gleichung heraus, ſo wird erhalten: om? = 





— 


oder auch NOM+(b-M)ON—=eo. — dieſer 
Gleichung kann der Charakter der unmittelbar integricba⸗ — 
ren Gleichungen nicht mehr Statt haben, weil darin der 





wi 


— — — Er 


won 





re 





Per} 
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Br 2,9% nu 
Differential : Duotint ZZ u der Eonftante b abhängig 
gemacht wird , von welher er nicht abhängen darf; dab 
ben der Zferentiation herausgeht. Die Form der Ver⸗ 
haltnißgheder wird dadurch geändert, fo aber, daß Das 
9,9 y für diefelben x und y daffelbe bleibt, 
(barem Differentialgleihung. Wird 
B— o genommen, 10 ijt durch Wegfhaffung von a, bie 
Differentialgleichung ‚ NOM—M oN=o, worin 
ebenfalls die Form des Verhaltniſſes verändert moird, 
u der unmittelbaren Differentialgleidung Fann 
auch Das Product bet endlichen urfprlinglihen "Gleihung 
in eine witttührliche Differentialformel, pOx + 49 y, ad⸗ 
pirivo oder fubtractiv gefeggt werben, we P und q Functior 
nen von* und y find. Man fehe von den Ummwandlırne 
gen ber Dıfferenrialgleichungen Eulers Differentialvech: 
nung, 3%! Kap. ıX- — — Ta: 
19. Die Differentialgleichung welche unmittelbar 
aus einer endlichen Gleichung U —Conft. entſteht, fey 
Mdx +Ndy=% Sie werben multiplieirt mit einer 
gunetion Lvon x und y, ſo it LMöx-+LN öy=o, 
eLM=P; LN=Q, ſo daß 0x + Qdy 


wie in der unmitte 


Mar fek 
iſt. Nun find die parriellen Differentinlquotienten 
== TOR = eM Ir 
Or ul -— L( — 
5) M 5 * öy 4 


Ost. ‚sL „eN | 
Han) tr 


Hierand folgt, weil > =: =) iſt, 

Pa _ oL OL. 

ea (5 —M (z) —N = ; 
op 

Sollte m = =) feym, fo. wäre 
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M: N =) : Co} Diefes letztere kann nicht 


Statt finden, wenn nicht L’ die Function ſelbſt iſt, wor— 
aus die Differentialgleichung ‚ M°x + Nöy=o, 
entſteht. 

Da L eine jede Function von x und y, oder einer 

von ihnen feyn kann, fo giebtes für jede enbliche Gleichung 

unzablig viele Differentialgleihurigen, die alle in der Korm 

verſchieden ſind, aber in dem Differential » Quotienten 
übereinfommen. 


. 20, Eine gegebene Differentiälgleichung, | 
POx+Q9y=o ,‚erfülle die Bedingung der Integrabili⸗ 
tat nicht, weil ein Factor (oder Divifor), der eine Function 


von x und y, oder eimervon ihnen ift, weggefallen ift. Diefer 
Factor (einen Divifor unter diefer Benennung mit bes 


griffen), ſey —=R, fo daß die Gleichung, LPOx-H LQ%Yr- 
—o, der Bedingung ber Sntegrabilirät gemäß fey. (Daß 
L hier das umgekehrte von Lin 19. ift, wird feine Irrung 


machen), Dadurch it ( * — das iſt, 
Te Dre 2G + Jen) 





alfo 


oP\ 
(8 2) = —VF DEREN 
Diefe Gleichung für L wird gewöhnlich nicht Wh auf⸗ 
zulsſen ſeyn, als die vorgegebene ſelbſt, weil die. Function 
L nicht allein von zwey veränderlihen Größen, fondern 
auch von zwey partiellen ee abhängt. 


Wenn in (19.) für M gefege wird — — und für N 
deſen Wer 2 z ſo wird eben eine folche Steigung) wie 


Sntegt algleihung 90: 


die Hier gefundene erhalten, nur daß der zweyte Theil 
entgegengefest iſt. 


21. Man pflegt vorauszuſetzen, daß zu jeber Dif⸗ 
ferentialgleichung jwiſchen zwey veränderlichen Größen eine 
endliche Gleichung gehöre, woraus ſie unmittelbar oder 
mittelbar hexgeleitet ſey. Euler ſagt zwar am Ende 
des dritten Bandes der Integralrechnung, in bem Sup⸗ 
plement, $.2. er Babe fonft ſchon gezeigte, daß für jede 
Differentialgleihung, es ſey vom erften oder von einem 
höheren Grade, ein Factor möglich fen, durch welchen fie 
integrirbar werbe, allein ich habe nicht finden fönnen, wo 
ee diefes ausgeführt hat, . D’Alembert ſagt in ben 
Opufcules T. IV. p. 255. (1768) ihm fen nicht bes 
Fannt, daß jemand beiviefen habe, dafs fiir jede Differens 
tialgleichung vom erften Grade zwifchen x und yes eine 
Function derfelben gebe, burch weldye die Gleichung muls 
tiplicirt ein vollfländiges Differential werde. Er giebt 
hierauf einen Beweis, mit Zuzicehung geometrifcher, Vore⸗ 
ftellungen, ber aber zu dunkel if. Durch die Gleichung 
Pöx-+ Qdy=o, iſt das Differentialverhältniß . 
°x:9y für jedes x durd) das zugehörige, hier freylich 
noch unbekannte y, beftimme. est man für za, 
die zugehörige y=b, welches wegen der noch willkührli⸗ 
chen Eonftante gefchehen darf, fo iſt Dadurch in einer ſieti⸗ 
‚gen Reihe das unmittelbar folgende y beſtimmt. "Daraus 
‚ergiebt fich wegen des beſtimmten Differentialverhäleniffes 
das auf jenes unmittelbar folgende y, und fo immer forte 
gehend. Kine Eurve in derfelben Ebene wird durch die 
Drdinate in dem Anfangspuncte der Abfeiffen oder für irs 
gend eine gegebene Abſciſſe, und durch die Richtungen in 
jedem folgenden Puncte (das Verhaͤltniß 9x xD y) bes 
ſtimmt. Auch folgen die Halbmeſſer der Krümmung fucs 
cefiv aus dem in dem Anfangspuncte angenommenen, . 


22, Iſt ein integrirender Factor für eine Differen⸗ 
tialgleichung gefunden, fo kann man unzählig Diele andere 
finden... Die Gleichung ſey POx + QOy==o, der in⸗ 
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tegrivende Factor =L, fo daß LPdx + LQ5y 
= 62, und die Runction Z fi durch Integration fin- 
den laſſe. Es fey BZ irgend eine Runction von 2, fo ift 
(LP8x+-L0Q2y) 62—=092.9Z. Der zweyte Theil 
ift als eine Differentialformel mit einer einzigen veränder⸗ 
lichen Größe auf eine oder andere Art integrirbar. Folg⸗ 
lich iſt die Gleichung, POx-HQ3y—o, durch den 
5* P 2 integrirbar, wenn fie es durch den Factor 
wird, 


23: Durch [Pox wird immer ein Integral bes 
geichnet, das bloß in Abficht auf diejenige veränderliche 
Größe, deren Differentialzeichen bengefügr ift, genommen 
wird, wenn gleich P eine Function von zwey oder mehrern vers 
änderlichen Größen ift, Man nenne e8 Eur; ein re lafives 

1 
muyn — 
Integral. 38, Jx®y er | 

24. Eine Differentialgleihung, Pdx-+ Qay—o, 
fen entweder für ſich integrirbar, oder durch einen infegris 
renden Faetor e8 gemorden: es foll die Integralgleichung 
zu derſelben gefunden werden. 


Es ſey Z die endliche Function, deren Differential 
SZ=P2dx+0Qoy. Die Gleichung werde bloß in Abs 
ſicht auf x integrirt, fo ift Z=/Pex-+Y, wo Yeine 
Function von y allein, mit einer willkuͤhrlichen Eonftante 
iff, da y bey diefer Integration als eine unberänderliche 
Größe behandelt wird. Es enthält alfo X alle Glieder 
ber Gleichung, welche bon der veränderlichen x fren find. 
Nun differentiire man Z in Abſicht auf x und y zu: 
gleich, fo iſt 
eZ2=Pdx+V2dy+5Y, 
wo VOy der Theil des Differentials von [POx iff, der 
durch die Veränderlichfeit von y entſteht, fo wie Pdx 
durch die Veränderlichfeit von x erhalten wird, Ver— 
gleicht man dieſe Gleichung mit der gegebenen, fo ift 





zuge, 


—— „A, 
— Ir — — * vo 
IL — — x ——— — 
1 tele. ur as 2 — — gt * 
—— — Cu _ = 
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vVay+>Y= Q9y; alpaY=(a—V day, 
Y=/f(Q—V) 3y: 
Sotslich iſt 
J ———— SQ V oy, 
wo Q—V eine Function von y allein ift, weil X eine 
ſolche iſt. 

24. Integrirt man zuerſt in Abſicht auf y allein, 
und bezeichnet das partielle Differential von ⸗ Qdy in 
Abſicht auf x durch U9x, foift - 

z=/Q9y+/(P—U) dx, 
wo P—U eine Function von x allein iſt. on 

25. 8 iff der vartielle Diff 

8./Pdx 

Eee 

Denn es fg — eine ſolch⸗ . gr x und y, 
dag ꝰ22 POx- Q°y, und = — >). 
> ft z=fPox+ a — 

d. 
= (= ) — — oder Q=V+2 


wo V zur — für = * wi * zweyten EM 
geſetzt iſt. Hieraus if e: = ( R alfo 


& )= — =), und integrirt V—/Ox « : 


— ſo wie in dem Differentinl 2 V bloß x als verän- 
lich betrachtet. wird, fo auch in der Größe unter dem 


Integralzeichen. 
Oder: es = Pr, m) GC =) 
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sig | 


enge : ne FE in EL; 
Daher V=Q, um Q—V—o; fo daß 
Zlg &+ oo, + Conf, 


ah ox _.y:V@ax+yy) 
Aud Aue fer >= Txtvartyy 
1 
3, Tja mer @ 


—— 

a”. Confi — — 
wo die Spntlante. eine Junction bon y ſeyn kann, in bies 
fem Falle — = — iſt. 

28: Erempel, Die, Differentialgleihung, 
(aak2xy+xi) dx Werra) yo, 
zu integriren. 

Hier iſt P — 2xy+ xx; — 


— — alſo ——— und - | 
. I — RE Fi 
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In diefem Benfpiele ift es leicht zu bemerken, daß bie bei 
den Glieder, axyOx xx d y, aus xXxy entſtehen. 
Die übrigen find alle Differentiale von einer einzigen vers 
änderlichen Größe, daher bie Integration oßne eine künſt⸗ 
Viche Methode ſich ergiebt. TE: — — 
29 Zur Erläuterung des angewieſenen Verfahrens 
bemerke man, daß darum, weil bey der Integricung bon 
Pdx die veränderliche Gröhe y als unveränderlih ange 
fepen wird, das Differential, welches aus derfelben ent 
ſteht, durch ein gleiches entgegengefeßtes gehoben moerden 
muß. Diefes ift das durch V © y bezeichnete, DaQ—V 
eine Zunction von y allein ift, fo iſt das Integral, 
[OQ—V)Pdy entweder in einer endlichen Geftale, oder 
durch eine Neihe zu finden möglich, — * N 
30. Wenn das integral [PO x den Kactorx—f, 
oder eine Potenz von x —k als Factor enthält, fo iſt ders 


i * OP - ER 2 — u 
felbe Factor auch in [ex 9 — —* a 
Denn ed fey [POx—=U, einer Funefion bon x 
und y, und U=(x—f)"T, wo T eine Function von 


x und y iſt. Nun ift (I = — — alſo 


o ST —— PO A a 
1 ED) = I) mE Be | 









EN 
Integrale, [P ©x und f? 22) ‚ kabalfefirz—f ' 
zugleich Mull, und die Beſtimmung der Conſtante in be 
einen bringt zugleich die Beftimmung der Eonftante in dem 
andern mit fid. ee A 

Guler macht diefe Bemerfang allgemeiner, Wern 
SP? 9x für «—f Null ift, fo ift, ihm zufolge, für denſel⸗ 4 


oP A KEE 
ben Werth von x auch [Ox (7,,) Null Cale.in 7 


\ . 9 
31. Aufg. Fuͤr eine gleichartige Slechans — 
Pöx--Q9y=o, den integrirenden Factor zu finden. 
Es ſeyn P und Q jede Functionen von n Dimen⸗ 


J ſionen, in Beziehung auf x und y, ba die unveränderlis 


hen Groͤßen hier nur bloße Zahlgrößen find. Durch die 
Subftitution y=ux, win P=x"U, mdQ=x"V, 
wo U und V Runetionen von u alen find. Da dy 
=udx+xOuif, foift 

Pöx+Qdy=x" (U+Vu) °x + gatı Van. 
Hier iftnach den gemachten Subſtitutionen, x"+’(U-+-Vu) 
=Px+0y. Dividirt man die Gleihung, auf ber 
einen Seite durch Px+Qy, auf der- andern: durch 
x? 2(U+ Vu), foift 


— Q>y = Mau ‚ei. 
Px+oy — U+Vu’ 


Der Theil rechter Hand ift an fich integrirbar, daher 
auch der Theil bitter a und der geſuchte — 


— iſt — — = oy' 
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In dem Artikel, Differentialgleichung, (10.), if 
gejeigt, daß, wenn V eine gleichartige Function von a Die 
menfionen, un oV—=P9x+0Q9y ift, daraus Px-+Qy 
— nVfolget. Nun läßt fi das Differential der uns 
Heitimmten Funetionen P, Q, folgendergeftalt — die 
partiellen Differentiale derfelben ausdrücken: 


ar=0: (55) +37 (5, 
aa (2) + ei 


Daraus i ift, nach dem angeführten ee Vers 
nP=x (5) +7 * — = 
20 — 
J 

iſt ——— 


[een rl 


er (Ir): [ra Ho", 
das ift r 
"Er Yo 


[Px+Qy]*, 


Ehen fo iſt, wenn Pund Q, x und y ori der: 
tauſcht 


— ee a 
Px+gylt. — 








—“ 


| 


4 
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Die Werthe von nP und n Q multiplieire man, jener 


mit Q; diefen mit P, fo geben die beiden gleichen Werthe 
yon mPQ die Öleihung, 


9P\ 0 Qi OP 
VIII): 
Daher find die partiellen Differentialquoriencen ,‚ 

"IR 85 — —— 

35 ) , (zZ) ‚ einander gleich. i 
. 33. Mit der verwandelten Gleichung, ROx--Sdy==o, 
verfahrt man nun fo,, wie in (24.) angerviefen if. Es 
wirb meiftens bequemer feyn, ſich der Methode durch 
Scheidung der veränderlichen Größen in (3.) zu bedienen, 
« als diefer durch einen integrirenden Factor. - Die Gleichung, 
(ax +By)dx+ (ya+öy Oymo, 
welche in (4.) durch Sonderung integriert ift, würde mit⸗ 
telſt eines integrirenden Factors ſehr viele Mühe machen. 


In einzelnen Fällen aber kann es bequem ſeyn, ſich eines 
ſolchen zu bedienen. 


34. Ex. Die Gleichung ayOx+Bxdyo, zu integria 
F 1 
ten. Hier iſt der integrirende Factor = ———— oder mi 
i if 9 3 AI5 er mie 
Weglaſſung des unveränberlichen Factors — * „wodurch 
0 8 
die verwandelte Gleichung iſt, > + = 
Die Integrale iftalx+Aly=C, oder Ixyp—c, 
35. Kür die Gleihung, J 
(e+Bx + yy)\ox=(ötex ty) oy, 
den infegrirenden Factor zu finden, fege man, wie in (5) 
gefchehen ift, a + Bx + yy=t, und ötrx--iymu, 
ſo iſt (9 :6 su) 9t=(duryt du, 


— | 


« 
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Dieſes iſt eine gleichartige Gleichung, und daher durch 
Zufügung eines Faetors integrirbar, da fie es im Allge⸗ 
meinen nicht iſt. Setzt man in (31 .) tundu für x undy; 
femnae P=gt+eu; Q=—Bu—yt, fo iſt der inte⸗ 
grirende Divifor =Ltt-+ («—y) tu— Bun, ‚in wel: 
chem nun wieder für t und u ihre Werthe zu ſetzen ſi ind. 
36. Zuweilen bietet ſich der integrirende Factor 
ber Diviſor gleich dar, wie bey der Gleichung PR 
Xydx-+dy=o, wo diefer Divifor it, y, wenn nam⸗ 
lic) X eine — von x allein iſt. Es iſt — J 
| 
| 


ee = 


Xöxt —— 0, und die Zotehole iſt 
——— Da log. e* =z, Pf die Ole 


qhung auch log. e ſxox +log.y—=C, oder Top. eRdy—C, 


Daperift auh e/®"y—C, und e/X%x ift ein Muleiplis 
cator, der die Differentialgleichung integrirbar macht. 

Es entjteht nämlich aus der endlichen Gleichung, 
e”y==C, bie Differentialgleihunge"y9u+e"öy=o, 
dnsif,you+dy=o. Hieritu=/Xox; Ou=Xöx. 

37. Aufg. Zuder Öleihung, Oy+Pyax= =00x, 
worin P und Q Funetionen von x allein find, ben” inter, 
grivenden Factor zu finden. al 
Da der zweyte Theil bloß x enthält und der erſte EN 
die Formel in (36.) if, welche durch die Multiplication 
mit e/?2x integrirbar wird, ſo wird die ganze Steigung. 4 
Bi 


— — 


durch dieſen Factor integrirbar. 
Die Inte gralgleichung — „Nun 
er? *%y— fe? %xQgax, yi — 
wie in (9.) ſchon gefunden iſt. 
38. Erempel, In Joh. Bernoulli g, 
Opp. T. IV. p. 408. kommt folgende Gleichung vor; 
azdx-+ (B-+yx)dz= («+ 2x) öx, re 
Man gebt diejer die Geftalt, ET 


— Pr 
4— J 
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42 0x [] 
a _:+ =. 
a a —4x 

o iſt hie P= -——-- ; 0— —I 
f ſt hie —— B+Yrx"- 
und /P = — Iog ($-++-yx). Zur Abkürzung fey 


P+yx=u?'*, ſo iſt [Pax—t"ogu, unde /P?x — 
e loes u. (Es if nümlich log u der Logarithme 


diefer Exponentialgröße). Alfo iſt der integrirende Kactor _ 
u ober (B+yx) 7. Es fey = m, fo iſt J 
um__ pr 
B+yx=ur; x ß 
und die Gleichung iſt 
324 —2. — — 
u m u ay 
und durch die Multiplication mit u, 





A 
; dx — uva-ıöu; 
a 


0 
We, 





P) rn » ⸗ 9 — 
udz-+-zöu= — Our —G*) du, 
> „u ay 
Die Integralgleichung ift 
ye—Bd ⸗ 
zz — — u 
ay * («+Y)r 
Wird x wieder eingeführr, foift, nach gehöriger Reduction, 
e(@-+ y)—B4 ex 
um — ——4 —*60. 
. “(@ +7) or Ei 
Man fieht, daß eine fehr einfache endliche Gleichung 
eine ziemlich zuſammengeſetzte Differentialgleichung geben 
kann. Es ſind in jener eigentlich nur zͤwey gegebene 
Größen. Diefe find aus mehreren zufammengefegt, und 


u 





um4ıLc, 








— * * Br 
7 

FAT 

- 


ER 
De Ka a 
Fee 


Dam 


— 
se war 


— 


— — 





— 
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darauf vertheilt worden. Dann iſt vor der Diese | 
tion eine Potenzialgröße als Factor zugeſetzt 

39. Die Gleichung, 7 * —— | 


wird durch Die Subſtitution * ara in Biefer I sr 


j Vonre—ngan, un) * 
verwandeit und wird alſo durch einen Factor von 
ben Form, wie der in (379 gefundene i otegrt — 9— 
40.· Auch die Seh und, oY HEIgE= — 
wird durch! den Factor es “integeirbar, re 
—— Aufs. Zu: AR Differentialgleichung, 
; aydx Hpxöymxty —— — 


J 


— 2 


ben integrirenden Factor zu finden, 


Ran fuche zuerſt fuͤr jeden der — den 
einfachften Factor, und nehme dann den hr einen um . 
beſtimmten nad) (22. ) fo, daß für beide der & Ras 
etor derjelbe werde. Für de den erſten Teil ift nad) Gr 


1:38. 
ein integrirender Factor — und 209 Jutegral 


Ex a daher ein‘ ünpeftimindee allgemeiner — 





© xyP. Str den zweyten te iſt der einfach⸗ 


DR, 


= — Em ats vevich eis 


4, wovon das Integral —— „ber, 


— weil beides einer unbeſtimmten Conſtante 
gleich ſeyn maß Der — integritende Factor iſt 


1 
mın bier — xertı yarı oxry®. Die Su uionen fpn ie, 
eine die jte Potenz, bie ‚andere die. vie Hy x Suncional) 
| ee 


größe, fo muß fegn f 
0 
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rem. „yenx Ham-ıyriman, 
‚Daraus, folgt pay y—ın, und Az sn, fo dab 


— an —öm - - zen—An, 
— 3 va or. rn te, * erden — 
rt EP IR ı 5212 5 * 


beiden Theile der Gleichung/ der erſte mit rem. y* un 
her Ändere mil mg ⸗1mültiplieirt/ z 
er Gleichung integrörbar und, , Die Integrale iſt 
— rt ="y vs + Con. wo fie: bo 
“hte > Werthe zu fegen fi find, f 
Wenn BE 0,:,f0) ift log. ‚x —* = 
— xv = 7 Unbaufgleihe it ii wenn v=io ei 


ri £ 
TL 


———— x’y ; 46. 23 


It “s= By. fo veraree fich die gemeine 
BGleichung in dieſe? 


—— — — —— — — zaym)mo, 
Dadurch ift theils æxy OR4 — theils 
= xayazıo, alſo ſowohl xyP = Conft. als 
x®y? =; Beide Gleichungen gebenx *"® yp-a 
Y » 


= — . Diefer Fall entfieht, wenn in der allgemeinen 


Irntegralgleichung (40.) die Conftante =o geſetzt wird, 


43. Wenn für eine Differential» Gleichung fih 
kein integrirender Factor finden laßt, fo verſuche man eine 
Eubſtituion für die veranderlichen Großen, durch welche 


Mu 
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die Sonderung möglich wird. Die vorgegebene Gleis 
dung ſey POx+Qdy=o, Durch die Einführung 
zweyer andern veränderlichen Größen, t und u, die Tunes 
tionen von x undy find, werde eine Öleihung, Röt-+- S9u 


—0 erhalten „welche durch die Diviſion mit einer 
Function V von t und u eine: geſonderte werde, fo daß 


RB. 2° 00% dual ER 
— eine —— von t — und — eine Function 


Rot-+S2 
vonu allein ſey. Dan nun bie je Tormel, — * ‚anfid 
bc _ . Pdx+Q9 
integrirharift, fo ift auch die Formel, un, in: 


tegrirbar, nachdem in der Function .V für t und u ihre 
Werthe durch x und y zuruͤckgeſetzt find. 


44. Wenn alfo eine. Differentialgleichung fich in 
eine gefonderte.verwandeln läßt, fo iſt für fie ein integris 
render Factor zu finden möglih. Tim. Gegentheil wird 
aber nicht immer eine Gonderung möglich, feyn, wo ein 
integrivender Faetor fi) angeben läßt. Die Merhobe, 

durd) Factoren zu integriren erſtreckt ſich alfo: weiter ald 
die der Sonderung. 

45. Da ſich keine beſtimmte Vorſchriften geben 
laſſen, den integrirenden Faetor fuͤr jeden Fall zu finden, 
ſo iſt es ſehr nützlich, umgekehrt aus einer angenommenen 
Form des integrirenden Factors die Functionen von x und 
y zu beſtimmen, welche eine durch jenen- Factor integrir⸗ 
' bare Öleihung, POx+Qdy=o, geben. Euler hat 
die Merhode in der Integralrechnung, T. 1. Sect. ız. 
Cap. ııı. abgehandelt, womit man nad) Lacroir Inte⸗ 
gralrechnung $. 5617 — 565. vergleichen mag. Die Mes 
thode hiezu ift im allgemeinen folgende. Die Gleichung 
ſey Pax-+Q oy=o; ; ber angenommene Factor —=V, 


p if c — =( * —W— +2 (5) 
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—X 56 Sm P,;QOLV fe Die 


Zufammenfegung aus y und x beſtimmt, ‚fo aber, daß bie 
darin befindlichen Functionen vonx, diedürch X, KY7Xr* 
etc: bezeichnet werden, unbeftimpt gelaffen werben. 3.9, 
-P=Xy oder Xy X oder X4FyY, oder X. 
Auf gleiche Art verhalte es ſich mit Q, = eben ſo mit V, als 


vays+xXy +X'y,- er 255 ober. 


(yyHXy+X°, Ordner man in der Gleichung füt 
die partiellen Differentialquotienten die Glieder nach den 
Potenzen von y, und fest das Aggregat der zu derſelben 
Potenz gehörigen = o, fo_erfält man Bebingungsgleis 
chungen für die Formen der unbeftimme gelaffenen Func- 
tionen von X, beten alfo.gerade.fo viele feyn müſſen * als 
man Bebingungegleichungen erhalten hat. 


46. Laßt man in ber Gleichung, P Ox+Q9yo, 
die Functionen P und Q beide auf eine unbeftimmte Art 
fowopt x als yenthalten, und. nimmt zum infegrirenden 
Factor die Rormel Px+Qy, fo werben bie Sunctionen 
P und Q auf folgende Art beſtimmt. 

Pdx+Qay *F 
n der ormel ——— fege man Q=PR 
öx+Ray BR 
+ — | Um bie partieflen Dife 
ferentiale diefer Function bezeichnen zu können, fege man 
8R=Mdx+ Nay, wo die Relation — M und 


N noch zu beſtimmen iſt. Da die Functiin — Röy 
SHRy 
an fich integrirbar ſeyn ſoll, fo ift zufolge der Bedingungs⸗ 
steihung ie diefe —— 


8. X weil 
dy — ar . ee ‚ weil nun anflatt 


fo wird fie biefe: 





er 


4 find, Folglich it — 
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- P und Q die Functionen ——— und — = gejeht 


— x+Ry 
—Ny Mx—R 


— —— 


iſt namlich ent R; em 


= —M. Die gefundene Gleichungi-giebt Mx 
z 


; ; F 
— — Ny. Daher iſt eR=Mödx — — 





3x0 
m. I emya = 
Damit a Formel integrirbar fey; muß My eine Bu 
tion bon — ſeyn. Daher iſt auch R, eine Fanctionon / 


das iſt, Rift eine gebrochne Function von x und y, in 
welcher die Dimenfionen des Zählers und Nenners ſich 


gleich find. Alſo ift * als der Werth von R, auch eine 


folche Function von x ih y, und bie Functionen P und 
Q find gleichartige von derfelben Dimenfion, übereinftim: 
mig mit dem, was in (31.) gefunden ift. 


47. Wenn man eine endliche Gleichung zwiſchen x 
und y fo annimmt, daß fie in zwen Theile zerfalle, in we: 
chen x und y aanz auf einerlen Art enthalten find, fo kommt 
man durch Differentiation auf zwey Differentialformein 
für x und y, die völlig ahnlich und fich gleich find, 

48. Kine ſolche Gleichung ift 
M) a>2ßB(x+y)t+y@x+yy) + 2dty=ı 
Diefe differentüirt wird 
26 (öx-+Oy) + 2y(xPdx +y2y) + z20yox 

+ 2öxı9y==o, 


De atn-In⸗ 


— 
yes] do 
A — —⸗ J 


— 


sy 


% 


sit. 
ws es iſt nur nöthig, 


48 
Hieraus iſt * * 


Es fyß Fyx+iym=p; und Br yyr 2719, 19 


iſt erſtlich — 


+öy) HYyz2 HIyy: 
+2yöxy. 
Bon dem Theile rechter Hand ziehe man die mit ymulea 
plieirte Gleichung M) ab, fo ift — | = 
pp= BB—ay +2BlE—-y)yH AE—YY) YY- 


pp=P£ß +28 (yx 


Ü Ehen fo iſt 


gg=BB—ay + 2B Ö—Y)E + (A-I)R& 
Es Haben alio die Nenner p, q die verlangte Jorm, und | 
die Größen a, ß, y, , durch A, B, (65 
zu beftimmen, ine von jenen ift wilführlich, und giebt 
die unbeftimmte Conftante, wodurch Die Integralgleichung 
eine vollſtändige wird. Es iſt ee 
BB—ay=A; Bo—y)=B; öö—yy=C. 


“&:- ch‘. 
FT 
=z. Alf 

eCB B 





918 Antegralgleihung 
x ey — 
— 0 
Euler ſetzt (Calc. integr. T.I. $. 580.) 





MER BE nei 
a ae 5 ur yBB 


Sg: = an und findet bie Integralgleichung, 


BB(BB—AC)+28yAB -+ 2ßyBB (x+y) 
+yyBBixx+yy)+2yBC—yB)xy=o. 


Hier iſt der Quotient - die Conſtante. Diefer fey— a, 


fo ift 
a(BB -AC)+2AB+2BB(x-+y) 


+ (ss yy)+2B (0 B)ay=o 


49. Hier fieht man, daß die Integrale einer Diffe: 
rentialgleichung algebraifch ſeyn Fann, wenn gleich beide 
Theile derſelben Fein ſolches Integral geben, Auch bleibt 
die Form der algebraifchen Gleichung diefelbe, die Inte⸗ 
grale der beiden Theile der Differentialgleichung mögen 
von den Winkeln oder von Logarithmen abhangen. 

50. Euler hat dieſe Methode Integrale zu fins 
ben vorzüglich bearbeitet, juerft in dem VI, und VIL Bans 
de der neuen Perersburger Commentarien, dann in dem 
eriten Theile feiner Integralrechnung, Sect. IL Cap. V. 
VI und in dem Supplement am Ende des dritten Teils, 
2a Grange hat eine Merhode jur Integrirung der Glei⸗ 

x oy u s 
Yung, ‚x =” z gelehrt, worüber Euler Erläutes 
tungen mırgetheilt hat, in den Actis Acad. Petr. T.II. 
P. 1.1778. Man fehe noch Cousin Calc. diff. et int. 
T. II. 9. 423 — 434. Es iſt merkwürdig, daß bie For⸗ 


Integralgleichung gig. 
nn ..Ox | 
" V(A+Cxıx + Ext) 
rithmen noch Winfel integrirt werden Fann, und daß doch 
eine aus zwey folhen Formeln zufammengefegte Gleichung 
eine algebraifche Gleichung zwiſchen x und ygiebt: Euler 
zeigt dieſes auch von einer Differentiab⸗ Gleichung, wo Die 
Wurzelgrößen in ben beiden Theilen alle Porenzen bis zur 
vierten enthalten. Die Unterſuchung hat ihre, frenlich 
bloß fpeculative, Anwendung in der Geometrie der Curven, 
mehrere Bogen berfelben Curve zu finden, "deren Unter: 
ſchied eine algebraifche Größe ift , oder welche ein gegebe⸗ 
nes Berhältnig gegen einander-haben, 


TUT. Methoden durch Annäherung eine Differentialglei 
cdhung aufzulsfen. 


51. Manfsey=Ax* +Bx? + CxY +Dx? 
+ etc. mo die Erponenten entweder eine zunehmende, 
oder eine abnehmende Reihe ausmachen. Hieraus ift 


weder vermittelſt Loga⸗ 


SU —ehat 7! BEP 
x 


Jene Reihe fee man in der Differentialgleichung zwifchen 
x und yfür y, diefe in eben derfelben, nachdem fie durch 
ax dividirt iſt, in den Gliedern, welche den Differentials“ 
Duotienten enthalten für venfelben. Hierauf verfahre man 
zur Beſtimmung der Erponenten und Eoefficienten:fo,wie 
es in dem Artifel, Function, gemwiefen ift, wenn die Expo: 
nenten eine arithmerifche Reihe ausmachen ſollen. Diefes 
iſt inzwifchen nicht nothwendig. Die Glieder der Particu⸗ 
lars Reiben, welche zu einer und derſelben Potenz von 
x gehören follen, heben fich einander auf. Auf diefem Lim» 
ftande beruhen die Beſtimmungen der Corfficienten. und 
Erponenten, worin kein Widerfpruch entftehen darf, Es 
. muß ein Coefficient unbeflimme bfeiben, damit das Inte⸗ 
gral ein vollftändiges werde. Gonft giebt die Reihe nur 
eine particulare Auflöſung. si i 











Ne | Sniegt king 


3, rempel.” Di gegebene Gl fe in 
her re € iſt Daran ur * 


4 Ge 


e 2 — 
a +yzarızo, & N. ! ** 2 ih 
2 Beben 
Sie e ution der baden Neiße in 6: Jaiete Die dan 
ticularreihe ee | 
dy * Ko I ee 
Fee et hanstn 14er apa 
ee 


* * 4 4 - 
Sem th teten ia 


a 3 RER +Bxr 46 +e. 
en ax. EINE ER od: zit. 
Man fi ieht bier leicht, F bie, Reihe ber Erpotienten zum 
Unterſchiede die Einheit haben muß, Stellt man die Pars 
tieularreihen fo wie es hier gefehehen ift, friltra—n + 15 
— * ee Yy= ee 


Dwarg a — Amg; *— 


* | 75 
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TER IIER at ee 

U yAxntı HBRHt 24 Ouatay Hehe fr } 
‚Stellt man die Ben: Pol unter“ ein: E 
anders. ! 3 TE — 2 
22 AR nen Ba Vet "3 
dx — ehren + ABzP, nun ic. — 

a * J 

—486 Fee. ir — ee 
=arlax, i Run, > —— 2 
fo iſt an; Ye, 3 
Aza; B=-na; tan 
D=—na—ı Yin—2)a, u. ſ. Au 11) 90 — u 
ae Hexen er 
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il — muß in beiben‘ Fallen noch nusſuse were 


55. Dieſes Beyſpiel pres unter die allgereihe. 
Gleichuͤng in (9.), wo für den gegenwärtigen Fall iff 
P= 1; Q=ax”;'[Pox=x. Dadurch iſt / 

60*ſe*. ax ‘dx. Aus Integralformel, „roo.ift; weil das 
dortige a hier e, die Baſis der natürlichen. ogarithmen 
it, .aloa—le=ı, , 

fe*x zröxmei(xt— ng"! + n(n— — > 

— n(n— ı)(n- a)377 2 :- etc.), 
amd yarger’forx"dxma (x nz? 34 etc.) 
welches mit der zweyten Reihe ganz übereinftimmt, ie 
bricht für ein ganzesn ab, Die erfte Reihe kann nur für 
kleine * gebraucht werden. 

54. Bequemer und ſicherer wird ber Taylorſche 
Lehrſatz, der ſchon zu der Annäherung bey Differen⸗ 
tialformeln.angewande ift, auch bey Differentialgleichune 
gen gebraucht: bequemer, weil vie Eoefficienren durch die 
Differentiation einer Function bon x und y gefunden wers 
den; ficherer, weil man das Intervall zwifchen zwey Wer- 
then von x in mehrere Theile a teilen, und aus dem Wer: 

the von y, der zu einem Werthe von x gehört, den zu 
x * gehsrigen, und fo fucceffiv aus dem gu xa ges 
börigen den für xX a + na herleiten kann. 

55. Es AL nun y=fx, wo man zwar die Bes . 
ſchaffenheit der Function, die Durch £ bezeichnet wird, niche 
Fennt, ‚aber den Werth derſelben fürx —a als befanns 
annimmt. Es ift. 

u 32y u® 
ar err+ SL. — ox2 r2= 1:2 RE ee. 


1 
¶Differengenrechnung/ 38). Hier wird “2 als eine 


Funttion von x und y gegeben. Daher ſind höbhern 
Differentinlquotienten auch ſolche Sunstionen, Sestman 
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x a, ſo iſt in dieſen Funetionen auch für x zu 
und für y der zu dieſem Werthe von x gehörige, 
fey, und. ‚gegeben. werben muß. Die ——— 
ten ae — von x und ſeyn —5— 
ar ei 
Br 
Es ift num * Se] = A 
y=b+Au+3Bu? +3Cu: —— + eie 
56. Exempel. Die AU fen d 2 


=(xx+yyJ)öx Hier num 4 








wenn —R N — — 9 
a2y IF, 
— +, x 4% 

23y axtay  öytoy 
9x3 =s4+4y4 7 - BR ‚ | 
= anyıtaat Ha 
ory> — J— 
— — + 16xy a a & A 
+(4x+ ea 1 


=4y+1ı2x?--20xy? + ORT F 
+40 Key + aa NN 
Setzt BR in biefen Werthen x, undy = J fe 


57. Damit man im allgemeinen einfehe, ‚wie de 
Diferrielguadienten durch die | 
ben y modificirt werden, ‚folgt hier Die Entwickl g des 
zweyten und — ) A 
Es fen 2 — z=V. um over 
N —n— Bl up 
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woN Ay das partielle Differentiali in Beʒiehung aufy iſt. 
Es iſt nun 

2y NO 
I dx x 
Man fege 9M=mdxtndy; und 
EN Zydx+tvOy, fo ift 


o’y _ Vlpöx-+vOy) 


\ 


Y_M+NY. 


Fo x 
| o N(Möx--Nöy) 
Ox 


—_m+nV+pV+vV? +MN+NNV. 
Hier iſt np (Differentialgleihung, 12.) In dei 
Symbolen Ir partielle Differentiale nn 


Zur — —— — — —— —) 


+v2(@ er. — 


= der ältern — handelt ausführlich 
Kaͤſtner in der Anal. d. U. ©. 496 — 548. Die neuere 
lehrt Euler in der Integralrechnung T. 1. Sect. IL, Cap. 
VII. Dan fehe auch La Grange in dem Mem, del’Acad. 
de Berlin 1776: !a Eroir Integralrechn. p. 284 — 296. 


IV. Sntegration der Gleichungen mic Potenzen und 
Producten der Differentialien erften Grades, 


59 . In geometrifchen Unterſuchungen, worin Bo⸗ 
gen von krummen Linien vorkommen, finden ſich Quadrate 
der Elemente der rechtwinklichten Coordinaten in die Gleis 
chungen eingemifht, Schon um diefer Lirfahe allein iſt 
es nöthig, von der integration der angezeigten Gleichuns 
gen Benfpiele zu geben. 


° 
60. Man bezeichne den Quotienten 5 durch p, 
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5. | 
fo daß — — p. Es ſey eine Gleichung zwiſchen x 


und p gegeben, worin p auf einen höhern Grad als 
den erſten ſteigt. Nun drücke man, wenn die Gleichung 
auflosbar iſt, p durch x aus, fo iſt p eine Function von 

x, oder es itp=X. Daher iſt D = X°x, um 
xox. ** 

61. Ober, wenn es bequemer iſt, drücke man x dur 
p aus, fo iſt x eine Sunction von p, oder x — P, woP 
diefe Zunction beveuter. Da9x= OP, foiftöy=poP, 
und y=pP— /Pop. In dieſem Falle werden x und 
y jede durch p beftimme. ‚Werden bie beiden Gleichungen 
vollſtändig gegeben, fo läßt ſich p berausfchaffen ‚ und es 
wird eine Gleichung zwifchen x und y erhalten, 

62. Laßt ſich weder p durch x, noch x durch p ber 
quem ausdrücken, fo fuche man eine neue Größe einju: 
führen, durch welche beide fich befjer beftimmen Iaffen, 

63. Der Rall ift ſchwerer, wenn. beide veranderlis 
che Größen nebft p in der Öleihung vorhanden find. Iſt 
fie eine gleichartige, fo feße man yux, Dadurch geht x 
nebſt y heraus, und es bleibe eine Gleichung zwiſchen u 
und p, aus welcher bie eine durch die andere beftimmt 
wird. Giftöyzudx-+xdn,basiltpax—uödx 

ox ou Ä 
= xPu, oder ie Da p dur) u gegeben 
ift, fo wird durch Integration eine Gleichung zwiſchen x 
und u erhalten, fo daß beide, x und y, durch viefelbe u 
beftimme werden. 

64. Die Differentialgleihung fy &y?— dx! 
zo, das iſt, pp—ızo. Moiftp+ ı... Dafer 
yzx+ta, wy=z—x-+b, wo a und b die Con 
ftance in jeder der beyden Öleichungen find, Beide Glei⸗ 
Hungen vereinige geben . a N 





Integralgleichung 925 


— ———— 

oder yy-xtz—(a+ by amd) +ab — 0 
Die Gleichung gehört für ein Syſtem RR — 

geraden Linien. 9 
u 55, Die Differentialgleichung fen 

yöx-_xy(ox2 Höy: )=o, das if ' 
y—xViı+pP)=o Da diefe gleichattig iſt, fo 

i fee man yzux, mwbsihtu— yCHh +Ppp); 





Be 2,0, däx_;) -dü 
ehe, = — 3.)r, eher ee, 
dudp ° 
Run iR Orlog, (u—p)= — 


aij⸗ —— en 
Kür u deffen Sr geſetzt, iſt 








dp: wi — 
ar varm= = (vet BD tr 
Daher? =&:pp+/OpV(ı+pp) 


 Z3pp+3PV (ı +pp)+3log.(V Cr +pp)+p), 
( Integralformel 69. 50,), ° Ferner ift Iog, (up) 
=log(va+pp—pP=—lo.(yı+pp)+p): 
Folglich iſt log x—=cC-+ log. (V(i +PP)+Pp) 
—$pp—4pV (ı-+pp). 
Iſt x durch p gefunden, fo fty=zxyv(ı+pp), be 
yzux if. 
‚66. Die Differentialgleichung ſey Ri 

yax—xdyZzay(dx?+dyr), das iſt y—px 

ZaV(s+pp) Diefe differentiirt giebt die Glei⸗ 
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apod . | 
a de 7102855 da 9y=pox if, 
ap en 
Hier ift entweder ° o, dver—x= —I._, 
s — V(i+pp) 


Das erite giebt pa, einer Conſtante; das andere gicht 
ohne Integration x duch p. Day pox, ſo iſt 


apop. ne a | 
9 — — —, dv — — 
(1+pp)?'? und y · VGa+pp . 


buch iffxx--yy=aa. Diefe Auflsfung iſt nur eine 
particulare, ba Feine unbeftimmte Conſtante hinzugefügt 
werden kann. Der Werth p = «a giebt 9y—adx, alſo 
y=ax-+conft. Fuͤr dieſen Werth von p iſt die gege⸗ 
bene Gleichung, y—ax-ay (ıtaa), fo daß die 
Eonftante = =ay(ı+t ae) if. 

67. Die Glihung, ydx—xdy- 
av(Ox?--9y*), entſteht aus der, y=ax-+ e;, durd 
einige Veränderungen. Es ift daraus erjklich, Oyzaox, 
Schafft man die gegebene a weg, um c hineinzubringen, 
fo entfteht daraus die Gleichung yox—xdy—cox, 
Berner it Oy’+Ox’—(ı +a!)dx®. Get man 
‚ hieraus den Werth bon Ox in jene Gleichung ſo iſt 
cax 


dx leer öx*--öy®). 
— u; "Yüras V (0x’+0y') 


Nimmt man c > av an „, fo erhäle man bie in 
(66.) aufgegebene Gleichung. 

68. Die Differentialgleihung ſey ydy°sdx 
=-a(dx°-+-9y®)*, welche die Geſtalt des Körpers be: 
ſtimmt, der in einem flüffigen Mirtel den geringften Wis 
derftand leider. Die Coordinaren x und y find rechtwinf: 
lichte. Die Are der x ift die Richtung der Bewegung. 


Sntegralgleihung 907 
a art rs ER 9 —— * J 
Durch die Subſtitution = = verwandelt fie 
ſich in diefe: py=a(i+pp)*‘, daher 


str. Spies it 


F p? 
7 3aöp '2adp ir 
a = — — —— rad 
| Mi 2°. a: Er. 
3. u 3a8p za0p  aöp.. _ 
ra aea. 
P P Be: 
— BR — Be 
UN IHR — ng 05 Pr. 
wur 4Pp* -, p® en 


Die Gleichung jmifchen x und y iſt transcendent. 
Doch können für. jebe angenammene Werthe von p die 
zuſammengehörigen Werthe von x undy gefunden werden. 


V. Integration der Differentialgleichungen vom 
zweyten Grade. | 


69. In dem Artikel, Differentio » Differentiale 
gleihung, ift bemerkt, daß die Differentialgleichungen jes 
des Grades auf zweyerley Art dargeftellt werden Fünnen, 
theils fo, daß die Symbole der Differentiale feldft in Ver⸗ 
bindung mit den veränderlichen Größen gebraucht werben, 
theils daß die Differentialquotienten ftatt jener eingeführt 
werben, wodurch eine Differ:ntialgleihung die Korm eis 
ner endlichen Gleichung erhält. Hier füge ich noch die 
Bemerkung hinzu, daß bey der zweyten Form Eein Diffes 
rential conftane genommen zu werben braucht, daher bey 
diefer Form für diefelbe Relation der veränderlichen Größen 
auch nur eine und diefelbe Relation zwifchen den veräns 
derlichen Größen und den Differentialquotienten ſtatt fin⸗ 

der, Bey dem Gebrauche der. Differentigle felbft entſte⸗ 
ben verfchiedene Ausdrücke, nachdem. das eine oder das 
andere der Differentiale conffant genommen wird. Ein 





Terror 


8 Biel. eben die Werthe des meffe der Krum⸗ 
Bat ber elben Eurver ah ea fion einer 


Di —— ng vom zweyten oder, eren Gro 
5 immer 8 det Differeneiafe ur unver s 
onit die Glieder der Dfereualoerälnife 


; en weil fonit die Glieder 
Feine peftimmee” Melätion n dureh Die gegebenen und veran⸗ 
berlichen Größen schalten, r Differeneio Differential 
gleichungg 12.1154 — 
70; Euler gebtaucht edurdhgehende bie Da 
gen,"oy— = pox und op = = gdx, ben einer Different ; 
gleichung vom jiventen Grade. Wenn aber "mehrere ver⸗ 
—8 Größen, die on einander abhangen, in Rech⸗ 
nung kommen I. B. Koordinaten einer Curve und dee 
ugehörige Bogen, fo witb es dienlich feyn;, ein —— 
al’, Bas Heränpetfich iſt, durch dasjenige; 
* —** gerät wird,’ wittelſt eines —— — 
"pax, "auszudrucken. ‚Die Nelation de 
zu einander muß ergeben, wie bie Übrigen — 
das unveranderliche ee Be HE 
een find. 5; 
R a1. 3.B. & fen» x * y bie —— 
Coordinaten ei einer Curde, s der "Bogen, fo iſt ax*+oy! 
ds, Mine mar 83 ji dem eonftancen Di n 
tial, ſo ſetze man dx —pds; 2 — es — 


HL} ara 


‚dann y= -öoV G—pp); oder I ar op 


— Wenn x unveränderli, ud dyapıı 
geſetzt wird, fit '!yz9pox. Seit, man diefe 4 Aus 
rucke in eine Gleichung, worin y fehle ;; fo laßt ſie id 
durch 9x dividiren, und es wird eine Di ' 
hung vom’erften Örade ziwifchen p und x erhalten. DIE 
“ Auflöfung derfelben giebt p — x, Gebt man 
Werth im die Kormel dy = po x, fo» erhält man 4 ‚cine 
' Differentiafgleichung vom erſten Grade wiſchena u 


— 


—ö⸗⸗ 
— — 
a er Di 


ie Zu ae Tan ii Et 


tat, 






—— —— * * 
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Oda wenn ſich p nicht füglih Durch x ausdrucken läßt, 
wohl aber x durch Pp/ fo fege man für Ox den Werch 
duch Op und eine Function. von p, fo wird eine Öfeichung 
für dy durch p erhalten, Kann man ſowohl x als y 
durch p daritellen, fo laßt fih aus beiden Gleihungen p 
herausſchaffen, fo daß eine endliche Gleichung jwifchen x 
und-y hervorgeht. \ 

73. Iſt y bloß it der erften Potenz in der Gleichung 

vorhanden, fo iſt es eine brauchbare Subftitution, y„=uv 
zu fegen. Dadurch iſt Sy=udy+vdu, undö'y= 
ustv--3döuoy+ vOu. Da v und u von einander 
unabhangig find, fo fann man irgend eine Melation für 
fie annehmen,. und zwar fo, Daß die transformirte Gleis 
ung in zweh einzelne Gleichungen jerteilt werde, bie 
ſich beſſer behandeln laſſen. 
74. Man ſetze y Se uox, wo e die Baſis der 
natürlichen Logarithmen iſt, fo iſt oy=udx, —— 
— y=(dudx-+uuo x)eft?x, Enthält die Gleis“ 
chung nur drey Glieder, in einem y, in dem andern Dy f 
in dem dritten de y, fie mögen übrigens aus mehrern Theis 
len nad) x jufammengefege fenn, fo wird fie durch diefe: 
Subftifutien auf eine vom erjten Grade jwifchen u und x 
gebracht. — 
75. Auch die Subſtitution z—efudr Font 
hrauchbar ſeyn· Esit 9x —udy. ef"?r, Wenn dx 
unveranderlich ift, fo it *'x=o, und o=ud'y 

. j ⸗ u®d 2 io; . 
andy Hua, a a FETT, 
Säaßt.fih durch diefe Subftitufionen für x und 9% beibes 
herausſchaffen, fo erhält man eine Gleichung vom. erften 


Grade zwiſchen u und y. 
46; Die Kuflöfung ver Differentialgleichuiigeri ift bis 
jest noch auf gewiſſe Formen derſelben eingeſchränkt. Die 
Pink 
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, 


feichtefte ift, wenn der Differentialquotiene > Cbap 


© \ 
— — iſt) eine Function vonx, oder von y, oder von 
x 


p allein ift. Diefe Differentialgleihungen nennt Euler 
einfabe. Dann folgen die Kormen, worin eine ber 
-peränderlichen Größen fehle, wiewohl ihre Differentiale 
vorhanden find. Ferner die gleichartigen Gleichungen, 
folhe, worin die veränderlichen Größen zugleich mit ihren 
erſten und zweyten Differentialen in allen Gliedern gleich 
große Dimenfionen geben, Die Gleichungen, worin eine 
der veränderlichen Größen nicht über die erfte Dimenfion 
fteige, können fhwierig ſeyn, mögen aber doch auf Glei— 
chungen vom erften Grade gebracht werden Fönuen. Die 
Multiplication durch einen ſchicklichenFactor wird befon- 
ders in fehrveren Fallen angewandt, wiewohl es nicht leicht 
ift, denfelben zu finden, . Umgekehrt werden auch hier die 
Formen der integrirbaren Gleichungen zu einen gegebenen 
Multiplicator geſucht. Die Auflöfnng durch einen Rei— 
henausdruck Fann kaum anders angewandt werden, als wo 
die veränderliche y, deren Werth duch x zu finden iſt, 
bloß einfach, nicht als Potenz vorhanden ift. 

Die Methoden werden durch Beyſpiele am deut, 
Jichften erhellen, 

77. Es ſey adyt—=O*y, Diefe Gleichung bezieht 
ſich auf ein ausgelaffenes eönftantes DifferentialOx, fo 

2 

daß fie durch Hinzufligung defjelben wird —I- — =. 
Seht man Oy—=pdx, und dp=gox, alfo 
2?y—=gdx’, piltag=p*. Zur Integration fege 
man ie £ — Werth, fo ft adp — pꝛox, oder 





dx ; folglich = b— — Munmehr if 
aox Ber: 
——— alſo y=alog — Die 


Ri 2 1 
a, Sure — 
* ur derrideruder 


— 
—— 


vVUum 


underänderliches Differential cOx iſt. Dadurch ift 2* 
‚, dx 


=e’'*, umderTi’dy—cdx. Daraus wird (Dif: 
ferentialformeln 13.) —ae”Y'"*—cx—b, oder eT'® 


a 


» : j a 
m, und I = log — wo die Con⸗ 


b—cx 
ſtanten nur eine andere Form haben, als nach der erften 
Auflöfung. ii Ä 
| ad 


v(2x'-+0y°) 
SR d 
if, Die Gleichung gehört für die Kettenlinie. Da = ==p, 


79. Es ſey d wo dy conſtaut 


8 3y0 Kr. 
und = „,ſo iſt 7 — Aa + Die Gleichung 
xX j i 


0x? 
verwandelt fich i BE ENE E., BEREET IN 
eltfihin, — =— —"— == 
öx® vVü+pp' PET 
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f | y=-alog- 


Pöp= 


Vu+pp—i 
ge ern 


Hals + log! Vetm 
Sür xxo0 feyy=o, und >= fo ze 
ober Ve + Di 8 ao b —— 
Deduh it e ĩ. Cain tt Veh) 


x2424x 
_ az —— (x+a)ox 
(xx+2ax)?’p xx+aax r 
MER. ; dx : 
en dr 
. —  — Varpagı eı 
.aox —— — 


* RE Be 
Daraus iſt ae zetaax” * 41 


* * 


x 


Ei 
- V(xx+ 2ax) 


s. Es ſey dys =adsö'x, wo = 


_ V (ex® +9y®), und diefes Differential conſtant iſt. 


Es bleibe oy=pdx, fo iftds— OxV(ı-+pp) 
Da ds conſtant feyn fol, fo iſt o yo 7 p) 


: .„POxOp ne gexdy- 
Fa ee, Te 
Gleichung wird num dieſe, 85 ⸗ — das 
| ee 
— — — 
“ PP — +55 welches dieſelbe Gleichung 
zwiſchen den Differentialquorienten wie in (79.) it, Die 


G—pp)?=agq. Gegtman fir q feinen Werth durch 





ao apo 
op, bift(ı—ppi= Er, alfo n 
d ” ? 
° ___apdp _ — — 
x ——— ‚und 8y * 58 va pp) | 
ira u 
— PxV (IpPp _ 28 Be . Daraus iſt 
P 1—pp 

a 
x — — — + b; und =jal- C. 

AVA¶ —-p 3** J 


32. Es ſey yay=dy*, fo iſt mit vorheri⸗ 


— 
gen Bezeichnungen, qy=PpP- Daraud wird yop 





op pox day 
— ppox, ferne — = — = — , alſo durch 
—=ppox,f 2 E — 


Integration log. p = log. I , und p= — vun 


° 0) 
tax I= — —_ , und baher x—alog. b2 . 





\ 


rn 
u 


3 Intoegralgleichu ng 
— ady N ; "* 
== Vb—-a_yy) . Zur Abkürzung fey a—y=z, 


NE EN Re 
vn) } 
———— * 


— us 
ee 


Te Are 


ur 


aödz u ER 
voran! und daraus ¶ Integral⸗ 


formel, 49.) x—c—a Ang, 


f it ex ⸗ — 


FT | 


—— 
sin 1 oder x = 


2. 22 E * 2* 2 
ET ha Tue 
Pr * ec) Pr? Br, 


- 





* 


e—aAng. sin — 


N. 


nr 
. - 
N 
a 


84. Es fen (a — y Hty—cöxt, und dx cons 
ſtant. Hier iſt (a — y) =ec; das iſt, 3 pe 


& a—y" 
c 
Daher pep— er ‚, und duch Integtation, 


LT 


* 
Bar, 


P=b+__, Dox=L, fo ift 9x— 


Voa—y)+35 ° est man jur Abkürzung 


; ou 
f a — yzu fo i Dee EN 
ſo ift =- VOourtamw’ wovon 


das Integral aus Integralformel 71. gefunden wird. 


— ne um 


FR) 
Süry=o, fey —o, ſo iſt b = 
Ox a 


' 
a (a—y)d 
88 Der ; 
und ox Very Me » Diefer Fall kommt 


ben der geradlinichren Bewegung eines Körpers vor, der 
nach einem Mittelpuncte der Kräfte, die ſich umgefebre 
mie Das Quadrat des Abftandes verhalten, getrieben wird, 
85. An der elaftifchen Linie iſt der Halbme er der 
Seümmung umgefehre proportional der —— dem 
bſtande eines Pyneres der Curve bon der ichtung bes 
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— od } 
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= en 


ag again 1 | 


at — (cc—xx)” 


faftica it nun x = — — 77 7 7m: wo DT 
zus | G+pp°” | 
aa dient, der Abfeiffe x einen abſoluten Werth zu geben, 


Um bey. der integration Brüche zu vermeiden, fege man 





| aag \ | 
Zaa flatt aa, fo ift — — . Für q deſ⸗ 
| aaop 
t, wird — — + Date 
fen Werth gefegt, wird 2xOx — 


aap . ⁊* — 
— xx — —, und hieraus pP! = 
aus ift cc XX V ) ' 


—— Da ay—pdx ift, fo it oy= 


en Die Conſtante e iff die Abſciſſe 
V@+—(ce—xx)) | 


oy — ſbori⸗ 
für den Punct, m = — 0, oder die berührende hori⸗ 


zontal iſt. | 
| 36. Man fieht aus diefen Beyſpielen, wie man 
FE? VO 


IL na aaa Aittorsntiataleichunda DONE . 
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VE — — x 
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Grabe zwiſchen x und p. Aus diefer fuche man den 
Werth von x durch p, oder den bon p duch x. In 
dem erſtern Falle ſey p—=X, einer Function von x, und 
es iſt y * XOxC. Andem andern Falle ſey x=P, 
einer Functien vonp, fo iſt öy=pdx=pöoP, und 
y=Pp—/P2dp. Sannweder x durch p, noch p durch 
% ausgedruckt werden, fo muß man fuchen, ob fich nicht 
nr eo Ir — Größe u ausdrucken 
ajfen, fo of x—=U, und p—=U’ fen, ch wi 
me, . ei — — 
87. Wenn in einer Differentialgleichung x fehl, 
fo fee man in der Öleichung en zn p ib q Fr 


Pop ; —— 
deſſen Werth — der aus ben beiden Werchen / ⸗ 


— 


ep — * 
und q ⸗ — hergeleitet wird. Dadurch entſteht eine 


Gleichung zwichen y und pP Mun ſey y P, einer 


Funetion von p, ſo iſt O2x —⸗ = ‚ ılox= — 
P 
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pP Pd i 

— +[ =. Dder es ſey p Y, einer Function 
* 2 — — 

bon y, ſo iſt x T. Laßt ſich weder bag eine noch 


das andere erhalten, fo muß man eine neue veränderliche u 
fuchen, wodurch p und y fi ausdrucken faffen, 


8. Efyes®y—=Xoxst, woX eine Func⸗ 
eion von x iſt. Das Differential Os fen conſtant. Es 


fy ®y=pöx, fo iſt Is SYrEN, Da 
soil, pi Tr _ 
bay pi+pp) 
Folglich iſt p SXOx, und pXxox +4: 


und d s ↄꝛ y 





—— 


# se mrue derandeieh Gr 
ızl, pin M 


‚PEP np imp= 


u 
ye® 


w m...» — re or a) A ww ’ »uem WII BR FE RRR » wa 


ır = ni 
felbe Anzahl von Dimenfionen geben, wie in der Gleichung. 
x’d°’y+-xox?+yoy’z=o., Es iſt eben einefolde 
Gattung, wie die homogenen Öleihungen vom erften Gras 


de (3), we man aber nicht nörhig hatte, auf die Diffe⸗ 
rentiale dx, dy zu achten, um die Anzahl der Dimenfigs 


ven in den Gliedern zur beflimmen. Pr 
91. Es fey wie bisher, dy=pdx, Op=qöx, 
av. i 
und dx conftant, fo iſt q=— == . Es iſt alfo-p eine 


Größe von der Dimenſion Null, und q von der Dimenſion 
— 1, Die Gleichung werde auf die endliche (M) zwi⸗ 
fhenx, y, p, q gebracht, fo iſt diefe in Beziehung anf 
diefe Größen, gleichartig, und durch die Subſtitutionen, 


yzux, und q — ‚ erhalten alle Glieder dieſelbe Potenz 


von x, die alfo aus der Gleichung herausgeht, ſo daß eine Glei⸗ 


chung (N) zwiſchen den drey Größen u, v, p, hervorgeht. Da 


PO}. 
oy=p°x iſt, fo iſt uöx+xdu=pöx, und daher = 





t 
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Subſtitution dieſes Werthes von v in (O) eine Differenti⸗ 


algleichung des erſten Grades} zwiſchen p und u erhal— 
ten. Kann aus dieſer p durch, u dargeſtellt werden, 


ox - du — 
ſo iſt die Gleichung, — — eine geſonderte zwi⸗ 


ſchen x und u, fo daß daraus ſich x durch u ergiebt. Die 
Gleichung y —ux liefert daher y durch u. Oder man 


Ö : 
feet in dem Integral, [ — für u den Werth — 
fo entſteht eine Gleichung zwiſchen x und y. 


92. Erempel. Es ſey oOty—=xOxty+nyoxt. 
Durch die Subftitutionen, 9y=pdx, und Op=qox, 
entſteht die Gleichung, qgxx =px +ny. 


V 
Durch die Subſtitutionen, y=ux; q = entficht 


die Gleichung, v=p+nu, 


Die Gleichung (0) in (91,) wird. num durch die Subſtitu— 
tion des Werthes von v, 


pou +Hnudöu=pdp—uöp, 
oder nudu+pdu+tuöp=pdp, 
wovon die Integrale iſt, 
C+nuu+2pu=pp. 
Daraus it p=uty (C++ m+ ı)uu). 
| +ou 
VcC+ (nFı)un)’ 


pder, wennn 4 ı —=mm gefegt, und has Vorzeichen 
unbeſtimmt gelaffen wird, 


. 42x 
Nun iſt — = 
X 


OxX _ su 
x — Vi(c+mmun)’ 





—— — 444 —0 J Be u vV \W TI Si A118 ik je 
Wenn n-+ ı eine negative Zahl, mm, iſt ‚if 
log x ein Winkel. Ä 


93. In der Differentialgleihung, 
90y-+Pdxdy+Qyöx'=o, | 
find P und Q Runctionen von x, und das Differential 
Ox ift conftant, es foll diefe auf eine Sleihung vom ers 
ften Grade gebracht werden. 

Man feße y—el"?*, fo ift ( Differentialformel, 
14.), 9y=udx, ef“?*, und 9’y= 
(Oudx+utdxt)e/wdx, daher die reducirte Gleichung, 

Su+ruudx+Pudx+ Qdx=o. 
Iſt Hieraus u durch x gefunden, fo iſt das Inte⸗ 
gral, [udx, zufuchen. Durchdiefes ift log y=/udx, 
als die Gleichung jwifchen x und y. 


' 94. Die Differentialgleichung, 
o*y-+-Poyox+ ——— 
worin P,Q, X Functionen von x find, und Ox conflant 


genommen wird, auf eine Gleichung vom erſten Grade zu 
bringen. 
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Die erſtere wird nach (93) integrirt, und daraus 
v durch x gegeben. In der zweyten ſetze man Qumsox, 
fo ift 
II, vös-+2söv-+Psvox=X?°x. 
Diefe Gleichung wird durch die Multiplication mit ve/P?* 
integrirbar, fo daß bie Integrale wird 
IV. vyse/f?* — fe/P?*xXyax; 


wo v eine aus I. gefundene Function von x iſt. Hieraus 
wird nun s durch x gefunden, und daraus u auch duch x 
mitceljt der integration der Gleichung, Su=sdx. Da 
nun u und v Durch x gegeben werden, fo ift au) y=uv 
durch & erfindbar. 


Diefe verwichelten Operationen Fönnen große 
Schwierigkeit machen, wenn die eingeführten Größen 
nicht anders als durch Reihen ſich darftellen laſſen. 


Euler har ſich früh mit der Auflöfung dieſer Geis 
chung beichäfriget, in den ältern Pezersburger Commenta⸗ 
rin T.X. Ihre Auflöfung durch Meihen ha! er m ber 
Integralrechnung gewiefen. T. I. Cap, VII. VIII. 
Einen befondern Ball har er hernach in den neuen Peters⸗ 
burger Commentarien, T. XVIL 1773, betrachtet, und 
in einer handſe hriftlich nachgelaſſenen, (in der netzen Aus⸗ 
gabe der J. R. T. IV. p. 533) die Kalle zu finden ges 
lehrt, in welchen die —— (1 — axx) dy— 
bxöxey— cyex’=o, integrirbar iſt. Sehr aus⸗ 
fuͤhrlich hat Pfaff die Gleichung, x (a+bx")d'y 
ex (ef exe) Dyder (Fi gejyor—Xdr, 
behandelt, und die Kalle der Tjnregrabilisär herausgefucht, 
Disquisitiones analyücae, p. 135 bi$ 224. In den 
Abhandlungen der Socierät zu Verona, T, IL. P.L iſt 
ine hieher gehörige Abhandlung von Lorgna enthalten. 


95. Leichter ift der Fall, wenn 
oy-+ Oyöx! —=Xox® 
it, Hier ift, wenn wiederum y=zuv gefeßt wird, 
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I Hy - Qvax*—o. x 
I 209u9v-- vo*ru=Xdx:. 
II. vos - 2s8v—=Xöx. 


Die legtere multiplicire man mit v, ald einer Sunetion 


. von x, fo ift bie Integrale 
IV. vvs=[Xvox. 


Alſo ift a 
Xvdx x fox 
— * Sa ya ZIRV OR 





96. Diefe Gleichungen gehören zu den ſogenann⸗ 
ven Iinearifhen. In befondern Fällen wird man die 
Auflöfung leichter machen, wenn man einen integrirenden 
Faetor fucht, wie in dem folgenden Benfpiele, welches in 
Der Unterſuchung über die Perturbationen des elliprifchen 
Zaufes der Planeten brauchbar ift. 


B8 
97. Es ſey En +my=a+boop, 
mo wund O Winfeffind, Diefo von einander abhangen, daß 
OP=ndw ift, wobey 9 w conſtant gefegt wich. 
Sie werde zuerſt mic sinmw. 9w multiplicir, 
fo wird durch die integration, 


12 
sin mw. — my cofmw= 
ow ‘ 


co (P+mu) 


a r b 
m co a nm) 


— coſ ( -y m) +A. 


Ferner werde fie mit colma . 2 w multiplieire, fo 
wird. Durch die integration, 
sol mu. - + my sinmu= 
w 
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derfelben in den Werthe von y ein Theil, wie, 


' ıım-—n 


’ 
' . ! 


— Integralgleichuns Ku 4 
+ — snm# + — Hm 
— mtr. 


E⸗ fi nd A und B die durd) bie Integraton At 


Eonftanten. 


Dieerftere Öleihung werde mit oo mw, die dire 
mit sinm w multipliciet, fo entſteht durch RN 
“per erftern von der zweyten 

b r 
— cof Pr — A col mw 

m—nn 
+ B ‚sin mu, 


wo das joop Glied des zweyten Theile durch —— 


b cof beof® . beof6 
ziehung der Glieder + — Te) 


ftanden iſt. Die Heiden. Glieder, A co m w—Biinmw x 
kann manbequemin ein einziges vereinigen, D col(y-+m a) 


Denn es ift D.col (y+mw) =D coly . cof mu — E 
Iſt nun D coly—=A; D siny 


D siny 7 sin mw. 


X; 


== B; * Er 
y- = + x colP — co y+ ma), a 


D —— 
wo ſtatt — — geſetzt iſt D, da eines ſo Se! nl Po 


dere eine — bedeutet. Das Integral iſt vollſtan⸗ 
dig, weil zwey Conſtanten D und y hineingefommen find. 


Wenn ber zweyte Theil der vorgegebenen Gleichung r 
mehrere Glieder wie b col‘P erhält, fo wird für — 






an: cf 9 —D cof (y +me), oben, won 


i® 


©. 369 genommen ift, we wo ‚aber r nur bloß die die Integralen 
ohne die Analyſis beygefügt ſind. Es iſt 


1 ötx oy 
— — 2NnNA — — « 
ae “ > e 
we 
II, = Y + ana > — = ton * —0. 


822 
III. — —.nb. I +g=o. 


Das Differential It iſt unveränderlich geſetzt. Es iſt 
a — sin a; b=cola, dahraa+bb=ı. 
Aus 1. iſt 
0x 
| IV. Ze 2naıy Am. 
Aus III. ift 
° 
v. — —anby+gt+B=o. 
Oo F 
Dadurch wird aus II. die Gleichung 


aa 





944 Integralgleichung 
Dieſe Gleichung werde mit sin znt. dt multiplieire, fo 
wird durch integration wie in (97-) erhalten 
1) 
vIll. sın ant. —— —onycofznt+bgtcol2nt 


be u 2. 

en sin 2nt + (Aa+Bb) sof amt 
2 

400. 

Dieſelbe Gleichung werde mit — 2nt. öt —* 

und dann integrirt, fo iſt 


oy , oe 
IX. colantı — Hanysinant —barimamı 


b 
_. 25 cofant — (Aa LBb) sinznt + D=o, 


2n 
Diefe Gleichungen wie in ( 97.) combinirt geben 


X. un + Ccofant — Dsinant 
+ Aa eh 


ober 2 
xl any= —bgt--Bsinent—X) +Aa+Bb. 


Nun werden die beiden andern veränderlihen,. x m z, 
leicht gefunden. Aus IV. iſt 


XII, x tabgt'— (Ab'—Bab]t- 
+ — cof (Xant-)FF5 
J an; No: 
und aus V. 
Eb 
XI, 2 = -6+7 — Geant arg at? 
; * (Aab—Ba’)t, 

Die Eonftanten zu deftimmen, müffen die Werthe von 


\ 
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2 9 *4 ® zZ . oo. - 
. — ’ . * *, 2 für to bekannt ſeyn, 
oder angenommen werben. £ 


99. Man bemerfe an dem Benfpiele (97.), daß 
Durd) Die erfte Integration zwey vollftändige Differential: 
gleichungen vom erften Grade gefunden find, durch deren 
Verbindung, ohne nochmahlige integration, die endliche 
Gfeihung gefunden wird. Allgemein bat jede Differentiafs 
Hleihung vom zweyten Grade zwey Differentialgleihuingen 
des eriten Grades zur ihren Integralen. Man bejeichne 
eine endliche Gleihung zwifchen zwey veränderlichen Gro⸗ 
gen x und y durch M= 0; Ihre erfte Differentialglet: 
chung durch Po, ihre zweyte durch ESo. Gind in 
den beiden Differentialgleihungen noch. die willfürfichen 
Eonftanten, -A und B, enthalten, wie es in dem. Benfpiele. 
(97.) der Fall ift, fo laſſen fie fich durch Verbindung ders 
felben mit der Gleihung Mo berausfchaffen. Es ents 
ſteht nun eine Differenrialgleichung vom zweyten Grade, 
V==0, die von den willführlichen Größen unabpängig iſt, 
wie fie es ſeyn muß. Ferner leite man aus den beiden 
Sleichungen, Mo, wid P=o, durd Eliminarion 
der einen und der andern Conſtante zwey Differentialgleiz 
chungen erſten Grades, R=o, $=o, her, in deren 
erfterer bloß A, in der andern bloß B enthalten fen. Durch 
die Differenriarion beider erhält man eine und .diefelbe Difs 
ferentialgleicky ung des zweyten Grades, weil in diefer die 
Eonftanten Fehlen, das iff, Diejenigen Größen, welche 
auf die Diffexenrialquotienten vom jwepten Grabe feinen 
Einfluß daben. — Sie ift alfo mit der Vo einerley, 
Diefe har folglich zwey Differentialgfeichungen vom, erften 
Grade zu In Legraien. 


Ueber S aupt Bar: eine Differentialgleichung vom 
aten Grade m volltändige Differentialgleichungen vom 
(n— ı)jten Grade zu Yntegralen, vermittelſt deren es 
bisweilen möglich ſeyn wird, die enpliche valflänbige St | 

f EUER WE SUR. "209 


sr, 
E“ 
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NT Due ae ine 


tegralgleichung. zu finden. _ Fontana hat uerſt biefe Ber i 
mg et Cotsin —— * os — int, 
T.I.nr, 262. ‚nd 


.. 100. Die Unterſuchung, —— 
vom zweyten Grade durch Zuſu gung ein es Factors i N 
‚werben, und die Beftimmung ter — viſchen 
KH der, veränderlichen Größen Hi r Differenfis 
algle ung und einem Factor von gewiſſe e v4 
dene durch dieſen EB ‚werde; find. fo u Set 
Me > fich nicht mehr für das gegenmärtige 4 eignen. Man 
32 Eulers Sfnregralvechnung „ . T. U. Set, I. Cap. ' 
Wegen der ntegrationen du Reihen ‚muß ‚ich 







ebenfalls auf diefes Werf verweifen. In der neuen Aus. 
gabe find noch zwey handfchriftlich Scetafne Ka d 
lungen uͤber die Differeneiafgfeichungen bom zweyten Ö 

be hinzugekommen, ea Ar ar ale TR ie} 


zor. Die Integration der. Differeneialgfeichu 
die noch über den zweyten Grad ehe en, j fit * 
greiflich noch viel ſchwieriger daher ich {te hier gan it 
gehe. Diejenigen , welche fie anzumenden A werden 
willen, ſich dariiber Belehrun ich zu verfchaffe . Die 

* Quellen hat la Croix in dem erzeichniffe vor Ib R 
ten Theile feines Werfs angezeigt. *D’) era a i 
Mcem, de l’Acad. deBerlin 1748; de ‚Acad, eParis, 
1767 u. 1769; Mifcell, ante, 7 —— “a 
range in Mem. de l’Acad. de Berlin —* Mile, 5 
Taurin. T. UI. Ta Place in den Mile. Taut, 2 
terellinsden Act. Ac. Petr. 1777.14. 1779 ‚20: 6 
den Mem. della Soc. Italiana, Fin ile 
gralrechnung ift der zweyte Abſchnitt des zweyten Theils dies 
fer Unterſuchung gewidmet. Dazu fominen in der 
neuen Ausgabe zwey — — 


102. Die Integration —— — 





mie dren veränderlichen Größen, verfpare ich. 5 
üfst, Partielle Differentiale , ug fi mehr Ra y 





| Add ES DE ⏑⏑ TI II ENT U rn in ae a > Er * 
gebrochenen Exponenten interſcendentia. Opp. T. III. 
p- 107. Die Curven, in deren Gleichungen Potenzen 
der veranderlichen Größen mit irrationalen Erponenten bore 
kommen, nannte Leibniz interſcendentes, weil fie gleich⸗ 
fan zwiſchen den algebraiſchen und transſcendenten in, der 
Mitte find. 42 


Inverſa methodus tangentium, umgekehrte 
Methode der Beruhrenden, iſt das Verfahren aus gege⸗ 
benen Eigenſchaften der Beruͤhrenden an einer Curve oder 
der Normalen die Gleichung für die Curve zu finden. 2, Die: 
directe Methode beſtinimt aus der Gleichung für jeden 
Punct der Curve die Lage der Beruͤhrenden. 


3. B. die Curve zu finden, an welcher die Subtan⸗ 
gente = ve if "Da der allgemeine Ausdruck für die 
z ‚a x ” er . 3 A — 


3 


= F 10x J J in m TEST 

‚ Subtangente iſt * (Berührende Linie, 13), ſo if 

— — BF ER nd a \ > Zi 
—— —— alſo (a+yx)Ix=yPdy- Daher 
oy a 4 x 


— ——— ——— enn die 
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umgefehrte Methode der Berührenden genannt. Doch if 
es beffer, die Benennung auf das erklärte Verfahren eins 
zuſchränken. Die Beauniſche Aufgabe war die erfle 
dieſer Art. Ä — —— 


Inverlſe bezeichnet bey Proportionen, daß bie zu: 
fanmengehörigen Größen in-ungleichnamigen Gliedern ju 
ſtehen kommen. 3. B. bey gleichen Kreisbogen verhalten 
ſich die zugehörigen Winfel inverſe wie die Halbmefler. 
Sind die Halbmeffer R,r, die Winfel W, w, fo ill 
R:ırz=w:W. Bey der Zufämmenfegung der Ver: 
hälmifje kommen die Glieder derjenigen einzelnen Verhält⸗ 

niſſe, in welchen dieſe entgegengeſetzte Stellung Statt hat, 
ententweder als Factoren in einer ſolchen Stellung, oder 
als Diviſoren in dasjenige Glied, welches demjenigen 
gleichnamig iſt, worin ſich die zugehörige Größe befin⸗ 
det. Z. B. der räumliche Inhalt zweyer Körper vers 
hält fi direote mie. das Gewicht. und inverle wie 
die Dichtigfeit. Sind die Räume R, r, die Ge 
wichte G, g, die Dichtigkeiten D, d, ſo iſt 
nn, i —6 8 
Rır, = G.d:g.D, — Dar 
Inver/io eines Berbättniffes ift nach Einigen der la⸗ 
teinifche Ausdruck für das, was Euflides avasooPy Aoyov 
nennt, die Vergleichung des Vordergliedes mir dem Lleber: 
ſchuſſe deffelben über das Hinterglied, Andere nennen 
e3 converfio. foren; nennt diefes Verhältniß ein 
gurürffehrendes. —- 3* | 


Fgnvolute nennen.einigedie Curve, welche durch 
die Abwickelung einer andern erzeugt wird. Der Aus⸗ 
druck iſt nicht ſchicklich. Beſſer wird man fie die ebo h 
virende nennen. “4 


Involution heißt zuweilen die Erhebung auf 
eine Potenz. Man konnte auch die Verwandlung eines 





fammengefegt werden kann, wie die Diagonale eines Ouas 
drats oder Würfels in Beziehung auf die Geite jenes oder 
diefes. Wenn eine Größe ſchlechtweg irrational Heißt , fo 
iſt Diefes in Beziehung aufidie Einheit zu, verſtehen. Go 
find die Quadratwurzeln aller ganzen Zahlen, die fich nichg 
unter den ganzen Zahlen finden, irrationale Zahlen. Ein 
irrationales Verhältniß ift zwifchen Größen, für 
‚welche ein gemeinfchaftliches Maaß Statt hat. 


Die Arithmetik der Srrationalgrößen hat zum Ge 
Henitande die Vergleichung ber verfchiedenen Gattungen 
diefer Größen, und der aus folchen und rationalen zuſam⸗ 
mengefesten. Euklides hat vielen Fleiß darauf gewandt. 
Das zehnte Buch feiner Anfangsgründe handelt ganz da: 
von, und enthält 117 Sätze. Er nennt Größen income 
. menfurabel (aavpperpa), für welde ſich gar fein 
gemeinfchafrliches Maaß ſinden laßt, nennt aber gerade 
tinien, deren Quadrate mit Dem von einer angenommenen 
-Sinie conimenfurabel find ‚- ob. fie gleich ſelbſt es mich find, 
rational (öyras), gleich denen, die der Länge nad). mit 
jener commmenfurabel ſind, und foldye, deren Quadrate 
‚mit dem Duadrafe der angenonunenen Linie nicht commens 
ſurabel tind, irrarinnale (aAovon. Gin Raum. der 





950) Irrationat 


“ Der eigentliche Gegenſtand ber Eüflidifchen: Higanti / 
* 4 gewiſſe Formen der irrationalen Größen, das 
Wort iin unſerer, Anfangs erklarten Bedeutung genom⸗ 
men. Euklides hat für fie eigene Kunſtbenennungen. Die 
Erklärungen derſelben mittelſt der Bezeichnungen unſerer 
Buchſtabenrechnung werden für diejenigen nützlich ſeyn, 
welche die Euklidiſche Methode ſtudieren wollen. Junge 
Analyſten werden wohl thun, ſich mit ihr bekannt zu ma⸗ 
chen, um den Sachen eine andere, Anſicht abzugewinnen. 
Die Buchſtabe a,b, c, bedeuten gerade Linien; deren 
Berbaltniffe: rational fi nd, Muh rationale, ganze 
oder gebrochene: Zahlen , ; vn, va ul; — irrationa⸗ 
ke Burzeln. F 


| L Die — — bad echte b bon A'sen: been 
— aymundbyn potenzirt, oder ab‘, yını,. 
| bei, eine Mediale (necy); „(22, Satz.) 


Ein mediales Rech teck har die Form hy 
ober ab Vmn. Diefes zeigt Euflides nicht ausdrücklich 
a; ‚allein es erhellt. aus ‚feinen. Beweifen. So ‚ent er 
(©: 25.) das Rechteck mit den Seiten a m und 
bym medial, und (©. 26.) fo das Nehrnd mit ben 
Seiten aymn? und byYmpt 


© SIE Die —— aYm+b vn, beißt 
‘eine Bi nomiale, oder ein Binomium (X Zu duo övo- 


karwv). Statt einer der Wurzeln mag auch. eine rarios 
‚nale Zahl, ftehen. S. 37. Euklides unterſcheidet no 
Gattuͤngen, jede mit drey Arten der Binomialen, w —* 
in dem Artikel, Binomium, Nachricht ertheilt iſt. 


Quadrat der Binomiale iſt ⸗ ma? n be2 ab Var 


III. Die ———— a Im b vg 





„BET . Be 1 
rei mat tab) y — +2abvm 
ar a, b, q, ’ 
mwi nd, m V. Die Zuſammengeſetzte, V(aa+ acyn) 
en Zahlen, ya +YVlaa—acyn),heißtdiegrößere Irrational e. Es 
ift nc® a! — mb?, wodurch das Rechteck beider Their 
* ade nee le ein Mebdiales wird. Das — der ganzen ift = 
ey area u, man #2abym, 
r . un) (a [23 2 VI. Die Zufammengefeste, V (aaym-tacvn) 
erst 
N + y (aaymzacyn), heißt dieein Rationales 
—* J jun Runde 4 und Mepdiales potenzirende (pyrovjxaı LEoov 





De Tl "Suvänemy) Esiffne—=ma’—b®. ' Dus Quadrat 
FW TO snzea set ber ganzen ifzaaaym-2ab. | 

as Berl ae : VII. Die Zufarimeingefegte, V V(aaym+acyn) 
d, — \ + ylaaym—acyn), heißt die zwey Mebiale 
Ir mh potenzirende, wenn nc® —ma®— pb?, wodurch 

2 junge yet!) dad Quadrat der ganzen S zaaym 4 2abVp ifl. 

* N _ VIIE Der Unterſchied ay m—byn heißt eine 


us Murieln mi nt U uaataıma Datan Da mon Gaekungen iede mıf drey 
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mit einem Rationalen ein Mediales ausma— 
chende; die mit einem Medialen ein Mediales 
ausmachende. 


Euklides zeigt S. 55⸗ 60) daß die ſechs Binomia⸗ 
Ten zur Wurzel eine der von IL. bis VII. genannten St 
rationalen haben, Er zerlegt nämlich das Rechteck von eis 
ner diefer Binomialen und einer Rationallinie in zwey Qua⸗ 
drate und in zwey Rechtecke, deren Seiten die Seiten dies 
fer Quadrate ſind, eben fo wie man dureh Rechnung zeigt, 
daß V(aYm+byn)=A+BYmn if. Ehen 

das zeigt er'von den fech8 Aporomen-(&. 92:97). Die 
fe Ulnterfuchungen hängen mit der Lehre von den Wurzeln 
qnadratifcher Gleichungen zuſammen, die Euklides durch 
geometriſche Conſtructionen ſehr gut zu finden wußte. Man 
ſehe die beiden Aufgaben in B. VI. S. 28. 29. Die 
Zerlegung eines Rechtecks, worin eine Seite eine Binomia⸗ 
le, die andere eine Rationallinie iſt, führt in drey Fällen 
durch die Rechnung auf biquadratiſche Gleichungen, die 
‚aber einer quadratiſchen gleichgültig find. Die Wurzeln 


“find die in V., VI., VII angegebenen Theile der bingmis 


fchen rationalen, 


Hier noch der. Beweis, den Euklides X. 27 führt, 
daß aym—bynnidtrational feyn kann, nur in unfern 
‚Symbolen ausgedrudt. 


Es fey, wenn es möglich if, av m—byn=:c 
rational, Alſo wärennb®’ und: 2zbeyn ineommenfuras 
bel. Danb* mit. nb°+c? commenfurabel iſt, -fo ift 
nb* --e* mit2bey'n nicht commenſurabel, alfo auch 
aba" +c+2beyn oder (byn-+ c)* nicht mit 
n b?. 4 0°; folglich wäre, vn aym=c+byn if, 
nra? mie nb? + c incommenfurabel,; welches es 20 
nicht iſt, daher muß c irrational ſeyn. 








verwieſen worden. Hier ift das Benfpiel, wodurch Fer⸗ 
mat feine Vorfchrift erläutert hat. Die Gleichung fey 
‚d Ylarb+b)) + V(be+c!)=b, 
Man fee V(bco+c')—=d, fo ift 
| v (ab +b3)—=b—d, und daher 
eh+b—=b5’—;b’d+ 3bd? —d, 
Hier muß man ſuchen, die eingeführte d.auf die erſte Por 
ten; herab zu bringen. Dad—=be+c* iſt, fo muls 
tiplieire man die Theile der zulegt erhaltenen Gleichung den 
einen mit d? , ‘den andern mit be + e*, fo ift, nad 
gehöriger Reduction, nebft Divifion durch d, 
3b kigzbt ce? = (3b?c+ 3be*—a®b).d 
— (bc +) b®, 
Den erften Theil viefer Gleichung multiplicire man 
mit d?, den andern mit be -+,c*, und.bividire alles durch 
d, fo erhält man eine Gleichung für d in ber erften ‘Por 
tenz, alfo ven Werth von d. Gest man diefen in der 
Sleichung (a? b bs5) ab, oder in ab+b#F 
— (b—.d)3 fo erhält man die vorgegebene Gleichung 
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wo tennsfeenbenfe Größen von anderer Art als Winkel: und 
logarithmiſche Functionen vorkommen, und wo Meipen 
entwickeln und mit einander jugessinben find, zugleich unter 
der Bedingung der Convergen zc. are 


Fermat gab Descartes und: andern, Analyſten die 
Elimination der Irratonalitãten in. folger — 
auf, melches, ie. pit ber jest —J— ee j; 
ſchreibe: —— SEEN? —— arm 17 * 

V(ab ⸗ aa) + v * ea e) —— 
4TVma *V (dd—aa) ⸗Vcar EN ab, Y 
Man fehe Cartehii epiſt. T.IIL. p. 266. Des cartes ſahe 
die Aufgabe als fehr leicht an, worin er ſich aber gar Ä 

irrte. un: in feiner Preisfchrift über Ser 
net, daß durch die ſucceſſiben —— 

Bean — würden. NE ra Auen Pa 


en). ER 
In — Fällen mn, * , Weofegaffung der 
—— leicht ſeyn. Z. B. Es ſey Ya * 3 
Maybe 
Aus —— Analyſis (5 3.) iſt wenn Dafelbit 
ſtatt a, b, c bier die Wurzeln geſetzt werden, da A—o 
genommen iſt, und D —— die vierte De 
8 2B*,das iſt, 453y5 
#+b+ e=2 (vah + VaeHybe cr 
=rab+actbotaVarVbhV foöya abe j 
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Es ſey Vatvb+Yc+y vazo, 0 iſt in 

der angeführten Formel für dieſen Fall — Be 
an fchreibe für Die Wurzelgrößen die einfach 
„B, y, ö, etc. wenn ihrer namlich auch m 
find ‚ bejeichne die Summen der, — ombi 
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Iinichten Figuren gebraucht, deren Seiten und Winfel eins 
ander nicht gleich find. Körper mie ungleichen Seiten: 

flächen, Klächen = und Eckenwinfeln, heißen irregular im 
Gegenfaß gegen diejenigen, woran alles diefes, jedes in feis 


ner Art, von gleicher Größe ift. ine -irregulare Curve 


iſt diejenige, für melche fein gewiſſes Gefeg durch ihre 
Koordinaten Statt hat. 


Iſagonion, was gleich große Winfel har. 


Ifochronon, dasjenige, was, oder woran etwas 
in gleichen Zeittheilen gefchieht. Die Schwingungen der 
Pendel gefchehen defto näher in gleichen Zeiten, je Fleiner 
die Bogen find. Die Eurve, worauf ein fehmwerer Punct 
in gleich großen Zeittheilen falle und fleige, könnte eine 
ifochrona heißen, wiewohl fie gewöhnlich tautochrona 
beißt, Die Benennung ilochrona gehört für die Curve, 
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auf welcher ein fallender Punet in gleich großen Zeittheilen 
gleiche Räume nach der Richtung der Schwerfraft befchreibt, 
Die Iſochrona paracentrica ift diejenige, auf welcher der 
fallende Körper fich einem gegebenen Puncte in gleichen Zeiten 
um gleiche Theile des Abſtandes nähert oder ſich von dem: 
felden entfernt. ©. die zweyte Abtheilung diefes Werks. 


Ifomoeria, ein Kunſtwort von Vieta, für bie 
Methode die Brüche aus Öleihungen wegzuſchaffen. Bon 
1005 gleih, und noga Theil, 0, 


Ifoperimetron, was glei großen Umfang 
hat. Unter Figuren gleichen Umfanges haben diejenigen 
den größten inhalt, welche die meiften Seiten haben. 
©. Größtes und Kleinſtes. Von dem ifoperimerrifchen 
Problem, deffen in den Xrtifeln, Geometrie ©. 339, 
und Integralrechnung ©. 761, erwähnt ift, ſ. Varia⸗ 
tionsrehnung. | | 


Ifopleuron, mas gleich große Seiten hat. Bon 
mAgvpa, die Seite, 


Ifofceles, gleichſchenklicht, wird von einem Drey⸗ 
eck gebraucht. Won oxer.og, Schenkel. | 
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— 53 — 15 iſt vor m noch der Faktor 2 zu fegen. 
— 513 — 4. u vor: eine ). 
I Re Amos 

3 4 16 ft. dx? * dx? ‘ 
— 514 — 5 muß der Erponent 2 ft. 3 feyn. 
— 518 — 6 tt. o l. a. 
— 518 — 12 dad V am Ende der Zeile ift wegzuſtreichen. 
— 518 — 4 von unten ließ Gontometrie. 
— 9 — ı . = tang «. [ec a. 


4a 
ır fi. dy (ey’-+bt) . [dy V(cꝛ y 4Fb. 
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@,5732.10 0.1.1.4 (14V 5) ©.5783.9v-u. nad) 
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fi. aa’. a’ © 5893 si.d?l. bu. 1t. 2dydx lu 2bydx. 
&.605 3: 141. 4a: sin 39°. dP*. ©. 605 3.12 v. u. ſt. 
DR ı. DE. S. 608 3.2 f. ſo col 0 dv l.o 
col w dw. &.603 3.51.43 wl.5 colw. 
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— 69 — 5 ſt. I sin ade I. 3 [sinz wde. 
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Verbeſſerungen in den Figuren, 
Fig.ı5 Tab:I. tft ıtart BD die Diagonale AC zu ziehen. 
Fig. 19 Tab. J. tft BD bis and. Halbkreis Aea in bzu verlängern, 
Fig.53 Tab III. iſt die Chorde un, wie auch die Ehorde PO 
zu stehen. * 
Fig.92 Tab. VI. fehle am Ende der Linte BO der Buchſtab Z. 
Fig. 97 Tab. VI. fehle an dem Durchſchnitte der MQ nit dem 
Kreife de der Buchſtab R. j 
Fig. 120 Tab, VII. find die Buchſtaben Cud D zu vertaufhen, 
Druckfehler und WVerbefferungen im zweyten Theile, 
Seite 75 Zelle 1 v. u. ſt. ql. y. 
33 — 336 CC = 784,00 der Schreibfehler, der aug 
einer Verwechslung entitanden iſt, hat einen Einfluß. 
— 36 — 7 vu. ſt. 16.14. 1. ©. 87 3. zfeße Fig.9, 
©. 91 3-19. u.1. Ti. &.92 2.6 vu [. Eorde. ©. 93 
3.6. GQ1LCQ, 


773 — 11 v. u. ff. +u? t. —u?, S. 777 3. 6 v. Usı 
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Seite or Zeile 14 von unten tft zu ſuppliren (5). 

— 121 — 5 von unten I. (Integralformel (57 und 49.). 

— 135 — 16.fl. Drehung I. Dehnung. 

— 272 — 15 fir dieſer I. diefen. 

— 456 — 8 fl. gleiche I. gleich. 

— 458 — 6 nad zweyte einzufchleben: * die zteu. 3te. 

— 458 — ıı fl. (N). (P). 

— 609 — 1 v. u. und 8.610 3.1 mwegzuftreihen die 
wiederholten Worte: des Bogens AD iſt AF. 

— 718 — ı5f. MN (. Mt. 

— 721 gm AS CS. 
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Seite 20 Zeile 4 v. u. iſt es See, —* Rate — 
— 24 — 3 feße man zufolge der — — in (15), 





— zu fegen. 


RX x 
IR =+o62. 
‚m n 


— 455. Es iſt deutlicher, wenn anftatt des Satzes (185) 
der umgekehrte erwieſen wird, naͤmlich dieſer: Hat die Gleichung 
(A) zwey gleich große Wurzeln, p, pP, fo har die Gleichung 
(B) die Wurzel p einfah. Hat (A) drey gleich große Wurzeln, 
pP P,P, fo Bar vie Gleichuug (B) zwey gleihe, p, p, und die 
Sieichung (C) hat die Wurzel p einfach. Hat (A) vier gleiche 
Wurzeln, p, p, p, p, fo bat (B) die Wurzeln, p.Pp, p; (C) 
die Wurzeln, p, pP; (D) die Wurzel p einfah, m ſ. f. 

Der dort gegebene Beweis brauche nur wentg abgeändert zu 
‚werden. Der Abjchnitt VI. wird nun folgender : 

Wenn die Gleichung (A) die gleich großen Wurzeln, p, p 
hat, fo wird für diefe in (N) der Unterfhled u 0, aljo in 
P==0. daher ift p eine der Wurzeln der Gleichung (B). 

Der Abſchnitt VIII. wird nun folgendergeftalt verändert : 

Wenn die Gleichung (A) drey gleich große Wurzeln, P,Pp. Pr 
hat, fo hat u in (N) zwey Werthe —o. Es tft alfo erſtlich 
-P=0, da nady der Divifion durd) den Faktor (u — 0) oder u, 
Q+Ru-+Su.. ‚un —oif, foiftauh Q=o. Es hat 
aifo die Gleichung 0) eine Wurzel —=p, und aus dem in IX. 
angeführten Grunde hat die Gleichung (B) zwey gleichgroße 
Wurzeln, p, pP. Naͤmlich, wenn die Grundgleihung "zwey 
gleihe Wurzeln bat, fo hat die wie (B) aus (A) daraus deris 
virte eine derfelben zur Wurzel. Umgekehrt alfo, wenn eine 
dertvitte mit ihrer Grundgleichung eine Wurzel gemein hat, fo 
muß dieſe letztere diefelbe Wurzel zweymahl enthalten. 

Der Abſchnitt VIII. wird auf ähnliche Art verändert. 
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